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Prologo

El presente libro, Ecuaciones Diferenciales Ordinarias para Ciencias, tiene como base los con-
tenidos mas importantes que se dictan en los cursos de Célculo Avanzado Il y de Ecuaciones
Diferenciales en la Facultad de Ciencias de |la Universidad Nacional Agraria La Molina, asi mismo,
serd de gran utilidad para los alumnos que lleven el curso de Anélisis Matematico IV en la Facultad
de Industrias Alimentarias y en general resultard muy practico y provechoso para estudiantes que
cursen las diversas carreras de ciencia e ingenieria.

Este trabajo, ha sido realizado con el objetivo de guiar a los estudiantes en el proceso de apren-
dizaje hacia las ecuaciones diferenciales considerando los aspectos formales como definiciones
y teoremas donde nos centramos en la parte practica y aplicativa dando una diversidad de ejem-
plos desde casos inmediatos hasta casos que requieren de un andlisis més detallado, realizamos
algunas demostraciones bésicas pero no profundizamos en las demostraciones que requieren de
maés herramientas matematicas por ahora no es nuestra prioridad.

Preocupados que los estudiantes se pregunten en donde aplicar lo aprendido, en este texto
les presentamos una diversidad de problemas gue son modelados a través de las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias considerando el contexto en el que se presentan con la finalidad que usted
amigo lector pueda dar respuesta a algunos problemas reales en el cual esta trabajando o en caso
contrario que sea este libro un punto de partida para generarle mayor inquietud y &nimos de seguir
investigando.

Los Autores







Introduccion

Una ecuacién diferencial ordinaria es una igualdad de expresiones matemadticas que relacio-
nan una funcién que depende de una variable independiente, con sus respectivas derivadas. Se
presentan con frecuencia en casi cualquier rama de la matematica aplicada, sirven para modelar
y resolver problemas en fisica, ingenieria, economia, biologia, entre otras areas. La construccion
de estos modelos tienen entre sus objetivos predecir comportamientos futuros.

Esta obra ha sido desarrollada en siete capitulos con el fin de lograr un aprendizaje adecua-
do de una introduccién a las ecuaciones diferenciales ordinarias. En el capitulo 1 se introducen
los conceptos tedricos basicos. En el capitulo 2 se presentan algunos modelos de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden. En el capitulo 3 estudiamos las ecuaciones diferenciales de primer
orden, sus métodos de solucién y presentamos varios ejemplos. En el capitulo 4 se desarrollan las
ecuaciones diferenciales de segundo orden y de orden superior asi como sus métodos resolutivos
y ejemplos. En el capitulo 5 se estudia la transformada de Laplace como un nuevo método para
resolver ecuaciones diferenciales. El capitulo 6 esta dedicado al estudio de los sistemas lineales
de ecuaciones diferenciales y en el capitulo 7 se da una introduccién a la teoria de la estabilidad.
Destacamos que cada capitulo consta de ejemplos y aplicaciones, una seccion de ejercicios re-
sueltos y ejercicios propuestos.

Desarrollados los contenidos matematicos, presentamos algunas referencias bibliograficas
que esperamos sean (tiles para los lectores interesados en profundizar en el estudio de las ecua-
ciones diferenciales o de conocer otras aplicaciones.

Al finalizar, para dar respuesta a la pregunta ;como saber si la ecuacién diferencial ordinaria
esté bien resuelta? en el apéndice A se brindan los cddigos necesarios para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en el programa Python
que es de acceso libre y el estudiante podréd comprobar sus scluciones utilizando la tecnologia.







Capitulo

Conceptos Basicos

Recordemos que en el estudio del célculo diferencial de funciones en una variable, dada una funcién
f derivable en xg nos preguntamos ;quien es f/(xg)?. Por ejemplo, si f(x) = x? entonces f/(1) = 2
geomeétricamente representa la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién f en el punto (1, 1)
y si el punto a evaluar es cualquier x € R se tiene f/(x) = 2x. Ahora si intentamos seguir el camino inverso,
una pregunta natural surge al respecto. ¢ Cuél es la funcion y = f(x) que cumpla % = 2x7 sin lugar aduda
este hecho nos lleva a entender las ecuaciones diferenciales.

En este capitulo presentamos los topicos introductorios necesarios para el estudio de las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

il Ecuacion Diferencial

Una ecuacion que contiene derivadas de una o mas variables dependientes respecto a una o mas
variables independientes, se dice que es una ecuacion diferencial (ED). En este caso las variables
dependientes vendrian a ser las incognitas de la ecuacién.

= Si consideramos una variable independiente x y una variable dependiente y = f (x) son ecuaciones
diferenciales:

a) %:2){

b) % + sen(x)

d
o) L=x?
= Siconsideramos dos variables independientes X, y y una variable dependiente z = f (x, ¥) son ecua-
ciones diferenciales.

2 2
a)az az_o

2ty =

b) g:(—i + sen(xy)
c) ::—:y + cos(xy)
d) 3 =xy

Para saber el tipo de ecuaciones diferenciales a desarrollar veamos su clasificacion:

1.1. Clasificacion de las Ecuaciones diferenciales
CLASIFICACION POR TIPO

Si una ecuacion contiene las derivadas de una o mas variables dependientes respecto a una sola variable
independiente se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO).

Ejemplo 1.1

dy d?y dy dy dx
— =eX _— e= —_—t—=
X+5y e v 2 dx+6y 0 ¥y dt+dt 2x+y

son ecuaciones diferenciales ordinarias.

Una ecuacion que involucra derivadas parciales de una o mas variables dependientes respecto de dos
o mas variables independientes se llama ecuacidn diferencial parcial (EDP).




1.1. Clasificacion de las Ecuaciones diferenciales

22u  2%u 5 au v
— = e ity
ax2  ay? - oy 9X

son ecuaciones diferenciales parciales.

CLASIFICACION POR ORDEN
El orden de una ecuacion diferencial (ya sea EDO o EDP) es el orden de la derivada de mayor orden en la
ecuacion.

Sh+5(F) -ay=e

es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden.

Simbolicamente por lo general podemos expresar una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden
con una variable dependiente y de la forma

FOG WY,y ™) =0, (.1

donde F es una funcién real de n+ 2 variables: x, y, y’, .. ., ¥{"). Por razones tanto practicas como tedricas,
de ahora en adelante supondremas que de la ecuacién (1.1) es posible despejar la mayor derivada y{™) en
términos de las n + 1 variables restantes, es decir podemos reescribir la ecuacién (1.1) en la forma

dy
axn =f(X’Y'Y’r"':y(n_l)) (12)

donde f es una funcién con n + 1 variables independientes, la ecuacién (1.2) se conoce como la forma
normal de la ecuacién (1.1). Asi, cuando sea adecuado para nuestros propdsitos, usaremos las formas nor-
males

2
F=fxy) vy TE=fxyy)

para representar en general las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer y segundo orden.
Por ejemplo, la forma normal de la ecuacion de primer orden

Axy’ +y=x

esy’' = (x;(y); la forma normal de la ecuacién de segundo orden

y’l_y’+6y=0

es
11 f
y'=y —by.
Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden algunas veces son escritas en su forma diferencial

M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0.

Ejemplo 1.4

Si suponemos que ¥ = y(x) denota la variable dependiente en la ecuacion
(y—x)dx + dxdy =0,

entonces su forma alterna es
dxy' +y=x

d
donde y’ = £.

10



1.1. Clasificacion de las Ecuaciones diferenciales

CLASIFICACION POR LINEALIDAD

Una ecuacién diferencial ordinaria de n-ésimo orden como (1.1) se dice que es lineal si F es lineal en las
variables y, y/,- -, ¥, Esto significa que una EDO de n-ésimo orden es lineal si tiene la forma
n dn—l

crn(XJ2 i ﬂr?—l(x)—y et a1(>€)d—y +ag(dy—g(x)=0
dx" dxn—1 ax

donde cada coeficiente a;(x) sélo depende de la variable independiente x (puede tomar valor constante).
Note que en una EDO lineal la variable dependiente y sus derivadas soélo aparecen elevadas a la potencia
uno sin componerse con otra funcidn.

d
Axy'+y=x, y'=2y'+y=0 y —+x—x-5y=e"

son ecuaciones diferenciales ordinarias lineales.

Ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales son
d?y diy
1—-y)y' +2y=e% , —+sen(y)=0 — 4+ yl=
(1-y)y ¥ e ) y e y

Solucién de una EDO

La solucidn de una EDO es cualquier funcion y = ¢(x), definida en un intervalo abierto I =]a, b[
que tiene al menos n derivadas en I, las cuales al sustituirse en la ecuacion (1.1) satisfacen dicha
ecuacion, es decir

FOG @(x), ¢°(X), ..., ¢(x)) = 0 (1.3)
para toda x en I en tal caso decimos que ¢ satisface la ecuacion diferencial en el intervalo |.

Para nuestros propdsitos suponemos que la solucién ¢ es una funcion real de variable real. Por otro
lado no podemos pensar en |a solucion de una ecuacion diferencial ordinaria sin simultaneamente pensar
en un intervalo que forma parte del dominio de la solucion.

INTERVALO DE DEFINICION

Al mayor de los intervalos I que pueda ser dominio de la solucion de una EDO también se le conoce
como intervalo de definicidn, intervalo de existencia, intervalo de validez, o dominio de la solucidén
y puede ser un intervalo abierto ]a, b[, un intervalo cerrado [a, b], un intervalo ilimitado ]a, o[,
etcétera.

Ejemplo 1.6
Notemos que la funcidn ¢ definida por ¢ (x) = €%1%* o5 una solucién de la ecuacién

dy
—=0,2x
dx %

en el intervalo ]—oo, +ca[, pues Yx e R
de 2
!
()= =0,2xe%™*,
¢ dx
ademas como ¢ (x) = &0 se tiene

d¢
o 0,2x¢ (x),

es decir ¢ satisface la ecuacion g} =0,2xy.

1



1.2. Problema de Cauchy o de valor inicial (PVI).

Por lo general denataremos una solucién de (1.1) como y(x). La solucién de una EDO, puede ser dada
en forma explicita o implicita como se define a continuacion

Solucion Explicita de una EDO

Una solucion explicita de la ecuacion (1.1) es una funcién y = ¢ (x) que satisface (1.1) donde ¢ es
explicitamente descrita en términos de x.

Solucion Implicita de una EDO

Se dice que una funcion @ es una solucién implicita de la ecuacién diferencial (1.1) en un intervalo I,
si satisface la relacion (1.1) para todo x €1 y su regla de carrespondencia no puede ser expresada de
forma explicita en funcion de la variable independiente.

Ejemplo 1.7

1
La ecuacidn diferencial xy’ = —— tiene como solucién implicita a la curva:
1+ cosy

y+seny=In(Cx).
donde y = y(x), pues al derivar implicitamente y + seny = [n(Cx) respecto a X, se tiene que

y' + cos(y)y’ = —dedonde (1 + cos(y))y’ = — es decir y(x) satisface la ecuacion diferencial.
X X

Condiciones iniciales para una EDO

Las condiciones iniciales son un conjunto de n datos conocidos Yo, ¥1. -+ . ¥n—1 € B que acompa-
fian a una ecuacion diferencial ordinaria de orden n, se espera que la funcién incégnita y junto con
sus derivadas tomen estos valores en un punto x = X, es decir

¥(x0) = Yo,y (X0) = y1, -+, ¥y D(x0) = yn_1

1.2. Problema de Cauchy o de valor inicial (PVI).

Se entiende por problema de valor inicial a una ecuacion diferencial ordinaria de una variable depen-
diente y de orden n, es decir

FO, vy, ..y'™ =0,
que ademas satisfaga, las siguientes n condiciones iniciales
y(xa) =yo, ¥’ (xa) =y1, ==+, ¥ (x0) = yn-1,

para algin xg € I donde yg, y1. ..., ¥n-1 SOn constantes dadas. La terminologia de condiciones ini-
ciales provienen de la fisica, mas especificamente de la mecanica.

Ejemplo 1.8

El problema de valor inicial

Yy y” +y'+y =senx
y(0)=0

y'(0)=-1

y(0)=1

(P

donde

f

FOGLy v " " =y +y" +y' + y—senx,

12



1.3. Ejercicios Resuelios

con datos iniciales xg = 0, yp =0, ¥1 = —1y y2 = 1, tiene por solucion:

xXsenx  Xcosx

4 4

o 3 3
X)=—2 —_ —COSX —
2 4 4

se deja para el lector comprobar que y(x) satisface (P), mas adelante veremos como hallar esa so-
lucion.

BESihlels oM Solucion general de la ecuacidn diferencial

La solucién general dela EDO (1.1) de orden n, es una funcién que depende de n constantes arbitrarias
las cuales al tomar cualguier valor real siguen generando soluciones de la EDO (1.1), podemos decir
que este tipo de soluciones corresponden a toda una familia de funciones.

La ecuacién diferencial y™’ + y*" + y’ + y = senx tiene por solucién general a:

Xsenx Xcosx

4 4

y(x) =c1e ¥ + cacosx + c3senx —

donde c1, c;, €3 son constantes arbitrarias.

Solucion particular de |a ecuacion diferencial

Una solucion particular de la ecuacion diferencial ordinaria (1.1) de orden n, es la que se obtiene a
través de informacion adicional que permita asignar valores especificos a las n constantes arbitrarias
que aparecen en la solucion general.

XSenx Xcosx

T i ’ 4 1
de la ecuacion y" + y"" + y’ + y = senx ya que las constantes c3, ¢z ¥ c3 toman los valores particulares
c1=3/4,c2==3/4yc3=0.

Solucion singular de la EDO

Una solucién singular es una solucion que no puede extraerse de la solucién general, es decir no
puede obtenerse asignandole valores a las constantes arbitrarias de la solucion general.

Dada la EDO y’ = (y — 3)? se tiene:

Solucién General y(x) = 3 — .+ donde C es una constante arbitraria.
Solucién Singular y(x) = 3

es una solucion particular

3 3
En el caso del PVI (P) su solucion y(x) = ze"‘ — Ecosx —
£

1.3. Ejercicios Resueltos

3 2,33
1. Dada la ecuacién diferencial g;% +2 (g;%) + %E = tan(x) establezca su orden y determine si la

ecuacion es lineal o no lineal.
Solucidn:

. . 3 ; . 2 .
El orden es 3 debido al termino ;—xé y la ecuacion no es lineal ya que g?y_ aparece elevado a la potencia
tres, para ser lineal deberia de tener de potencia uno o cero.

4 2 .
2. Dada la ecuacidn diferencial i—l} + 3t% + cos (1) % + 5y = e3! establezca su orden y determine
si la ecuacion es lineal o no lineal.
Solucién:

13



1.3. Ejercicios Resueltos

4
El orden es 4 debido al termino %, ademas la ecuacion es lineal pues la incégnita y = y(x) y sus

derivadas aparecen elevadas a la potencia uno.
3. Compruebe que la funcién definida por y (x) = 1 + %[X2 + C)z, V¥ C > 0 es solucién de la ecuacion
d
diferencial d—y =2xy—1.
X

Solucion:
Al derivar la funcion y con respecto a x tenemos que

dy _ (x*+C)(2x) _

= 5 x(x?+C),

por otro lado 2x+/y— 1= 2)(\/[1 + %(xz + C)z] —1=2x (J‘EZ*'C), consecuentemente
d

il =2Xxy/y—1

dx

entonces y(x) satisface la ecuacion diferencial dada.

L =(x+y+3)?

4. Compruebe que la funcién definida por y (x) = tan (x)—x—3 es solucién del PVI { 0 3
Yy =—

Solucidn:

Al derivar la funcion y con respecto a x tenemos

vy sec? (x)— 1 =tan?(x),
dx
por otro lado (x + y + 3)° = (x + [tan (x) — x — 3] + 3)? = tan? (x), consecuentemente
dy
— =tan®(x
e (x)

entonces y satisface la ecuacion diferencial dada, ademas y (0) = tan(0)—0—3 =-3.
Por lo tanto y satisface el PVI.

=2)? x=2 Y= Yy
5. Compruebe que la funcion definida por y (x) = 0 4 = 5 es solucion del PVI ;)EO 0
X< =
Solucidn:
Al derivar la funcién y con respecto a X tenemos que
2
= Six > 2 enonces 2 = 32 porotro lado vy = ¢/ @52 = %52,
= Six < 2 enonces gﬁ =0, por otro lado yy = 0.
= Six = 2 analizamos las derivadas laterales
: y2+h)—y(2) @ihea? o K2
- — i . —_ i 4 —_ [ n-
Vo @)= i MR = g, 5 = gy =0

c (9 — i YERV(2) _ o 0-0 _
V(@)= iy MG = i ¢ =0

luego ¥* (2) = 0, por otro lado +/y (2) = 0, consecuentemente

WO _ s

ax
paratodo x € Re y (0) = 0. Por lo tanto, y (x) es solucion del PVI dado.

6. Sea la ecuacion diferencial: 3y2y’ = 2x — 2.

a) Clasififique la EDO .
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1.3. Ejercicios Resueltos

b) iEs la funcion definida por y(x) = V%2 = 2x + c solucién de la EDO ? ¢ es una constante
arbitraria.

Solucién:

a) La ecuacién diferencial 3y? y’ = 2x — 2 es:
De primer orden, pues la maxima derivada que aparece es la primera derivada, no lineal, ya que
la variable dependiente y = y(x) esté elevado al cuadrado, ademas como el segundo miembro
de la igualdad f(x) = x — 2 # 0 es no homogénea.
Por lo tanto, la EDO es una ecuacion de primer orden, no lineal y no homogénea.

. . . 3 . ..
b) Siendo ¢ una constante arbitraria, y(x) = ¥ x2—2x+C si es una solucién, en efecto, al
derivar respecto de X se tiene

y = E(><2—2><+c]72’13(2x—2)=E3;(3:—2)
3 3 (¥x2—2x+ )2
2x—2

Luego, 3y2 y’ = 2x — 2.
7. Verifique si la funcién definida por
y(x) = c1c05(x) + c2sen(x) + cze ™ + ¢4 — x

es solucidn de la ecuacion diferencial y(*) — y = x.
Solucién:
Al derivar y(x) cuatro veces respecto de x se tiene

vy = c1c0s5(x)+ casen(x)+cze ™ +cae®—x
y' = —ci1sen(x)+cacos(x)—c3e ™ + e’ —1
y" = —ci1cos(x)—casen(x) + cze ™ + cqe”
y"' = ci1sen(x)—cacos(x)—c3e ™ + cqe®
vy = cicos(x)+ casen(x) + cse* + cpe¥
Luego,
y®—y = (cicos(x)+ casen(x) + cse™ + caeX) —
(c1cos(x) + casen(x) + cze™ + cae¥ —x)
= x

Por lo tanto, y(x) = c1cos(x) + casen(x) + cse™* + c4eX — x si es solucién de la EDO.

8. Verifique si la funcidn definida por
y(x) =—3x+ e 2 + 32X
es solucidn del problema de valor inicial y”” — 4y = 12x, y(0) = 4, y’(0) = 1.
Solucién:
Notemos que

y()=—=3x+e 2 +3e>* — y(0)=—3(0)+e 2432 =34,
y(x)=—3—2e"X+6e’* — y(0)=—3-2e"204+6e2M=1

es decir la solucién dada cumple con las condiciones iniciales y(0) = 4,y’(0) = 1. Ademds, y"/(x) =
d4e~2X + 12e?* y al reemplazar en la EDO y simplificando términos semejantes, se tiene:

Y —dy=4e"X + 12 —4(—3x + 7 + 3e2X) = 12x

Luego, y¥(x) = —3x + e~ 2¥ + 3e2X satisface el PV| dado.
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1.4. Ejercicios Propuestos

9. Verifique si la familia de curvas 3x? + 4y? = c donde 0 < ¢, es solucién implicita de la EDO
4yy’ = —3x.

Solucion:

Para verificar si la familia de curvas 3x2 + 4y? = ¢ es solucién de EDO derivemos implicitamente
considerando y = y(x), asi tenemos:

ax dy
3x244y’=c—=6x—+8y— = 0
X y ax ydx

6x+8yy’ = 0

de la tltima igualdad se tiene, 4yy’ = —3x.
Por lo tanto, 3x? + 4y? = ¢ es una familia de soluciones implicitas de la EDO 4yy’ = —3x.

1.4. Ejercicios Propuestos

1. Establezca el orden de la ecuacion diferencial ordinaria, luego determine si la ecuacién es lineal o no
lineal.

a) (L—y)y" —4axy’ + 5y = cos(x)
3 4

b) xj—x’;’r—(%) +y=0

c) 5y — 3y + 6y =0

2
d) LU 4 94 = cos(r+ u)

dr? © dr
a2y _ dy 2
e) axZ = 1+ (a)
d’R _ _ Kk
) 3 =—w

g) (sen@)y’”’ —(cosB)y’ =2
h x-(1-%)x+x=0
2. Compruebe que la funcion dada es una solucion de la ecuacion diferencial .
a) 2y’ +y=0;y=e¥?
d _
b) F+20y=24;y=2— e 20t
c) y”’—6y’ + 13y = 0;y = e3*cos(2x)
d) y"+y=tan(x); y = —(cos(x)) n(secx + tanx)
3. Sea la ecuacion diferencial: x2 y” —2y = 0.

a) Clasifique la EDO.

. . c2 . .
b) ¢Es la funcién definida por y(x) = c1x? + x solucién de la EDO ? ¢; y €2 constantes arbitra-
rias.

4. Compruebe gue la funcion definida por

—x2 six<0
x2  sixz0

y(x) = {

es una solucién de la ecuacién diferencial xy”’ — 2y =0en]— oo, + o[,
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Capitulo

Modelos Matematicos

Con frecuencia, es necesario expresar matematicamente el comportamiento de diversos sistemas o
fendémenos de la vida real, los cuales se manifiestan en tiempo continuo. Estos fenémenos pueden abarcar
desde situaciones fisicas hasta aspectos sociologicos o econdmicos, entre otros. La descripcion mate-
matica de un sistema o fendmeno se conoce como modelo matematico y su construccion se realiza con
objetivos especificos.

Dentro de las herramientas matematicas utilizadas para describir situaciones reales, se encuentran las
ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales modelan problemas de razones de cambio en tiempo conti-
nuo. Los cientificos a menudo recurren a ellas para representar cambios en distintos fenémenos, buscando
que sus modelos se aproximen de manera precisa a la realidad.

Los pasos recomendados para la construccion de estos modelos son los siguientes:

1. ldentificacién del problema a resolver.

2. Comenzar con un modelo simple, estableciendo un conjunto de suposiciones razonables o hip6tesis
sobre el sistema que se esta describiendo. Estas hipotesis incluyen las leyes empiricas aplicables al
sistema y se centran en aspectos especificos del fendémeno a modelar.

3. Identificacidn de variables y constantes importantes, asi como determinacion de sus relaciones.

4. Determinacion de una ecuacion que exprese las relaciones entre las variables y constantes identifi-
cadas en el paso anterior.

5. Verificacion y perfeccionamiento del modelo.

En caso de que las predicciones obtenidas sean deficientes, se tiene la opcidn de modificar las hipdtesis
caon el fin de obtener un modelo que refleje de manera mas exacta la realidad cbservada en el fenémeno a
describir.

Si y(t) denota una cantidad fisica, entonces y’(t) = %{5 denota la razén de cambio de y respecto
a la variable t . Esta razdn de cambio determina gue tan répido o lento cambia y con respecto a la
variable t . Mas precisamente dada la funcién derivable f |a razén o rapidez de cambio instantanea
con respecto a la variable ¢ cuando t = tp se obtiene calculando

df(to)
dt

= f(to).

= Si

> 0 diremos que cuando £ = tg la funcién f aumenta o crece a unarazon de

df(to) df(to)
dt dt |’

. & df(to)

t
df(to)
at |’

< 0 diremos que cuando t = tg la funcién f disminuye o decrece a una razén de

2.1. Dinamica Poblacional

Modelo maltusiano: Uno de los primeros intentos para modelar el crecimiento de la poblacion humana
por medio de las mateméticas fue realizado en 1798 por el ecanomista inglés Thomas Malthus. Basica-
mente la idea detrés del modelo de Malthus es la suposicion de que la razén con la que la poblacién de
un pais cambia en un cierto tiempo es proporcional a la poblacién total del pais en ese tiempo. En ofras
palabras, entre mas personas estén presentes al tiempo t, habra mas personas en el futuro. En términos
matematicos, si P(t) denota la poblacion en el tiempo £, entonces esta suposicion se puede expresar como




2.2. Dinamica de crecimiento restringido de un individuo:

P'(t) = kP

donde k es una constante de proporcionalidad. En condiciones ideales este modelo se ajusta, al menos
durante cortos periodos de tiempo, al estudio de algunas poblaciones.
Modelo logistico: El modelo de crecimiento maltusiano para una poblacion tiene carencias importantes ya
que no tiene en cuenta los posibles factores limitantes del mismo. En dicho modelo se supone que la tasa
de crecimiento intrinseca (k) es constante; lo usual es que dicha tasa no sea constante y dependa de la
poblacién y de las condiciones ambientales. Es razonable esperar que el habitat tenga una capacidad de
alojamiento, M, que representa la cantidad maxima de individuos que puede albergar. Inicialmente, cuando
hay pocos individuos y muchos recursos, la poblacion tendréa un crecimiento exponencial gque se irda amor-
tiguando hasta llegar a M, y por encima de dicho valor decrecerd. La siguiente ecuacién, propuesta por el
matematico y biélogo belga P. F. Verhulst hacia 1840, tiene en cuenta estas observaciones.

- P(t)
FP(t)=rP(t) (1 — 7)

Esta ecuacian diferencial se conoce como ecuacidn logistica. Observe que para valores pequefios de la
poblacién P(t) se tiene que P/(t) = rP(t), ademds para 0 < P(t) < M se tiene que P’/(t) > 0, lo que indica
que la poblacién crece, y para P(t) = M se tiene que P’/(t) < 0 la que indica que la poblacién decrece. Se
ha comprobado que la ecuacion logistica predice con bastante exactitud el crecimiento de ciertos tipos de
bacterias, protozoarios, pulgas de agua y moscas de la fruta.

2.2. Dinamica de crecimiento restringido de un individuo:

Se trata de un modelo de crecimiento individual que suele aplicarse a peces de distintas especies. Fue
propuesto por el bidlogo austriaco L. von Bertalanffy (1901-1972). Sea L(t) la longitud de un pez de edad t,
y A la talla mé@xima de su especie. En este modelo se supone que la tasa de crecimiento es proporcional a
la diferencia entre la longitud actual y |a longitud maxima.

L'(t) = k(A—L(1))

siendo k > 0, la constante de proporcionalidad, propia de cada especie. La velocidad de crecimiento es
siempre positiva pero disminuye también con el tiempo. Curiosamente, este modelo tiene la misma es-
tructura que la ley de enfriamiento/calentamiento de Newton, que dice que la rapidez con la que cambia la
temperatura, T, de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la temperatura
ambiente T,. Es decir,

T'(t)=r(T(t)—Ta)

Esta ley, fue determinada experimentalmente por Isaac Newton.

2.3. Leyde Mezclas

En los problemas de mezclas se desea calcular
la cantidad de sustancia x(t) que hay en un recipien-
te en cualquier instante t. La tasa de cambio de la
sustancia presente en la mezcla satisface la relacion

dXRR
T 2

Donde
R = Tasa de entrada de la sustancia.
R> = Tasa de salida de la sustancia.

Figura 2.1: Mezcla de sustancias en un tanque.
18



2.4. Un cuerpo cayendo verticalmente

Estas cantidades se definen por R1 = g1c1y R2 = g2cz donde
n g1 = velocidad del flujo entrante

= (1 = Concentracion de la sustancia en la entrada.

» g7 = velocidad del flujo saliente.

= 7 = Goncentracion de la mezcla que sale y esta dado por % donde V = V(t) es el volumen total de
la mezcla en el tiempo t

Un tanque que tiene capacidad para 4000 L, contiene inicialmente 1 000 L de agua con 5 kg de sal
disuelta. Se bombea salmuera al tanque a razén de 20 L/min y la solucién uniformemente mezclada
se bombea hacia afuera a razon de 12 L/min. Gonsiderando que la concentracién de la solucidn que
entra es de 0.02 kg/L, determinar el PV| que permite calcular la cantidad de sal que hay en el tanque
después de t minutos.

Solucion: Sea Q(t) la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante t, entonces

d
Eo(t) =(rapidez con que entra la sal) - (rapidez con que sale |a sal)

= | arapidez del flujo entrante es 20L/min entonces g1 = 20L/min.
= | aconcentracion de sal que entra es 0,02kg/L entonces ¢1 = 0,02kg/L.
= La rapidez con que sale la solucién del tanque es 12L/min entonces g2 = 12L/min.

Ya que entra solucién a razén de 20L/min y sale solucién a razén de 12L/min, entonces quedan
en el tanque 8L de solucion en cada minuto que transcurre. Después de t minutos habran quedado
almacenados en el tanque 8t L de solucidn, los cuales se sumaran a los 1000/ de solucidn iniciales.
Es decir, después de t minutos habra en el tanque (1000 + 8{) L de solucion en los que estaran
disueltos Q(t) kg de sal, por lo cual la concentracién de salida de sal ¢z en la solucidn es

Q(t)
Tooo+ st <ot
entonces la tasa de cambio de la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante t es
d Q)
—Q(t)=(20)(0,02)—12———.
dtO( )= (20 ) 1000 + 8t

Ademads, por dato del problema inicialmente (t = 0) se tiene 5Kg de sal, es decir
Q(0)=5

Las dos Gltimas expresiones constituyen un PVI que permite calcular la cantidad de sal en el tanque
en el instante £.

9 _ba-12
PV R
Q(0)=5

2.4. Un cuerpo cayendo verticalmente

Considerernos un objeto de masa m que cae de una altura H y sea v |a velocidad del objeto, silas Unicas
fuerzas que actuan sobre el cuerpo son la gravedad g y la resistencia del aire f, [a fuerza total F sobre (a
masa m, de acuerdo a la segunda ley de Newton es F = m.a, donde a es la aceleracion del objeto, entonces

dv

F=m:—
dt
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2.4. Un cuerpo cayendo verticalmente

pues C::,—‘t’es la aceleracion del objeto en caida libre.

Figura 2.2: Cuerpo en caida libre.

Por otro lado, la resistencia del aire en contra del objeto fr, es proporcional a la velocidad del objeto, es
decir

fr=—kv,

donde k es una constante positiva ( el signo menos es porque la resistencia actla en sentido contrario a
la direccion del movimiento) entonces la fuerza total F a considerar sobre el objeto es

F=mg—kv,

por lo que
mv’' =gm—kv

reescribiendo esta ecuacidn abtenemaos la ecuacion diferencial de primer orden
V=g——
m

donde la incagnita es la velocidad v del objeto cayendo,

Ejemplo 2.2

Una pequeiia gota de aceite de 0, 2g de masa cae en el aire desde el reposo. La resistencia del aire
es proporcional a la velocidad instantdnea y es de 160 dinas (din) cuando la gota cae g 40 cm/s.
Determine el PVI que permita calcular la velocidad de la gota en el instante t.

Solucién:

Para resolver este problema , recordemos gue

ldina = 1gr-cm/s® y g=9,8m/s%=980cm/s*

Luego ya que la gota cae con una fuerza de resistencia del aire f proporcional a la velocidad instan-
tanea tenemos que

fr=kv y V'=g—%
Ademas, dado que fr = 160dinas cuando v = 40cm/s tendremos que k = 4, entonces la EDO
generada para poder calcular la velocidad de la gota sera

’ =980 i
v = -
0,2

y dado que la gota parte del reposo tenemos |la condicion inicial v (0) = 0. Consecuentemente, el
PV| que nos permite calcular la velocidad de la gota en el instante t viene dado por

v(0)=0

{v’=980—20v
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2.5. Un Modelo de Ajuste de Precios

2.5. Un Modelo de Ajuste de Precios

Sea S(p) el nimero de unidades de un cierto producto suministrado al mercado a un precio de p dolares por
unidad y sea D(p) el nimero correspondiente de unidades demandadas por el mercado al mismo precio.
Definiremos

= Escasez: cuando la cantidad demandada es mayor que la cantidad ofrecida, es decir
D(p)—S(p) >0
= Excedente: cuando la cantidad demandada es menor que la cantidad ofrecida, es decir

D(p)—5(p) <0

En circunstancias estaticas, el equilibrio del mercado ocurre en el precio donde la demanda iguala la ofer-
ta. Sin embargo, ciertos modelos econémicos consideran un tipo de economia mas dinamica en la que se
supone que el precio de un bien puede variar segun los excesos de oferta y demanda (escasez, excedente).

Notemos que cuanto mayor sea la escasez o el excedente en el mercado, mayor serd la respuesta en el
cambio de precio y viceversa. Por ejemplo, si la D(p) es mucho mayor que S(p), entonces definitivamen-
te el precio aumentara rapidamente y sera en direccion ascendente, y si S(p) es mucho mayor que D(p),
entonces en este caso el precio caera bruscamente. Es decir, los ajustes de precios son directamente pro-
porcionales al exceso de demanda. Consecuentemente, deducimos que la tasa de cambio del precio del
producto con respecto al tiempo, es directamente proporcional a la disparidad entre S(p) y D(p) lo que
sera expresado a través de la ecuacion
dp

 =k(D—5)

donde k es una constante positiva. Este modelo es llamado Modelo de ajustes de precios de Evans.

Supongamos gue el precio p(t) de fresas por kg. varia de tal manera que su tasa de cambio con
respecto al tiempo es proporcional a la escasez D — S, donde D(p) y S(p) son las funciones de
demanda y oferta lineales D = 3 + %}i—};— £ y5 =1+ & Determine el PVl que permita calcular el
precio del bien en cualquier instante t, si el precio inicial por kilo es de $1.

Solucion:

Tenemos que

ap k(D-5S
—_ (D-5)
luego
dp " 1 (1-t% »p (1 p)
dt |27 (1+82) 2 \272
asiel PVl es

dap ((1-4}2 )
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2.6. Un modelo de crecimiento econémico - Modelo basico de Solow

2.6. Un modelo de crecimiento econémico - Modelo basico de Solow

El modelo que examinaremos se denomina "Modelo de Solow”, en honor al economista y premio nobel
Robert Solow, que lo cred en 1956, El modelo de Sclow es un marco tedrico en economia que explora los
determinantes del crecimiento econdmico a largo plazo de una economia y se centra en la cantidad de ca-
pital fisico que tiene cada trabajador. Este modelo se relaciona con las ecuaciones diferenciales a través de
su enfoque dinamico para analizar el crecimiento econémico a lo largo del tiempo.

El crecimiento econdmico se refiere al aumento a largo plazo en la produccion de bienes y servicios de
una economia. Se puede medir de varias formas, pero cominmente se utiliza el Producto Bruto Interno (PBI)
real per capita como indicador de crecimiento econdmico que es una medida que ajusta el PBI nominal por
inflacion y lo divide por la poblacion total. Esto permite comparar el nivel de produccion de una economia
en diferentes periodos de tiempo, teniendo en cuenta los cambios en los precios y la poblacién. La formula
para calcular el PIB real per capita es la siguiente:

PBI real

PBI real percapita = ———
Poblacion

Donde:
= PBl real es el valor total de la produccion de bienes y servicios de una economia ajustado por inflacion.
= Poblacién es el nimero total de habitantes en la economia.

El modelo de crecimiento econdmico de Solow intenta prever la tendencia del producto potencial en el
largo plazo, analizandolo mediante la relacion entre la acumulacion de capital, el ahorro, la fuerza de trabajo
y el crecimiento. Para su mejor comprensidn, se definen las variables con las cuales se trabaja:

= Tiempo (variable continua): t

= Fuerza de trabajo: L

= Producto total: Q

= Producto per capita: g = Q/L

= Acumulacion de capital: K

= Capital per cépita: kK = K/L

= Inversion: |

= Ahorro: 5

= Propension marginal al ahorro: s

Todas las variables definidas son funciones del tiempo t, aunque ello sera omitido en la notacién, por
razones de simplicidad. A seguir se construird el modelo Solow bésico (usando ecuaciones diferenciales)
que permita describir como cambian las variables econémica claves, como el capital K, la produccién Q y la
inversion I, en funcién del tiempo t para esto tendremos en cuenta los siguientes supuestos (simplificados):

1. La existencia de un equilibrio dindmico, o sea no existe desequilibrio y ni desempleo.
2. El punto de partida es la funcion de produccién Q definida por
Q=F(K, L)

Con una funcién de produccién F que nos dice como se transforman el trabajo L y el capital K en
produccioén.

3. Lapoblacionylafuerza de trabajo L son iguales. Hay unarelacion constante entre tasa de crecimiento
y fuerza de trabajo, es decir;
L'(t) = nL(t).

Se la supone independiente de otras variables del modelo, y determinada por factores biolégicos y
otros factores exdgenos.

22



2.6. Un modelo de crecimiento econdmico - Modelo basico de Solow

4. La funcion de producciéon Q tiene rendimientos constantes a escala. Esto significa que la funcion de
produccidn global es homogénea de grado uno, es decir:

Q=F(K,L)=LF(K/L, 1) = Lf(k).

Asi se tiene que
q=f(k).

donde valores crecientes de k deben producir valores crecientes de q, pero a una tasa decreciente.

5. La economia es cerrada al comercio con otros paises, y no existe sector publico. Asi, en condiciones
de equilibrio, la inversidn interna I serd igual al ahorro nacional S

I=5.

6. La variacion del stock de capital K es la diferencia entre la cantidad de inversidn (I) y la cantidad de
depreciacion (D), es decir

dK I(t)— D(t)
dt
A suvez, suponemos que se ahorra S una parte constante de la produccién entonces

I(t) = 5(t) = sQ(t),

también suponemos que en cada periodo se deprecia una porcion constante del stock de capital
entonces D(t) = 6K(t). Combinando las tres ecuaciones anteriores, podemos formular una ecuacién
que represente la evolucién del capital :

dK— t)—6K(t
S = S0 — 8K

puesto que Q = F (K, L) entonces obtenemos

dK F(K, L)—K
— =5 s i
dt

ahora vamos a obtener la relacién entre las variables en términos per capita dividiento la anterior
ecuacion entre L:

K’ sQ 6K
L L L
K'L—KL’
yaque k/ = Ttenemos que
K' KL K
kK'=————=——kn
L LL L

/
luego k" + kn = T = sq — bk, consecuentemente se obtiene

k' =sf(k)—(n+6)k

Esta es la ecuacién fundamental de la acumulacién de capital, es una ecuacién diferencial de primer
orden de incdgnita k, cuya solucién k(t) describe la trayectoria temporal del capital per capita. Notese
que finalmente la solucion de esta EDO dependera de la funcién de produccion global F que se use.

Ejemplo 2.4
Investigaciones efectuadas por un equipo de analistas permiten admitir que la funcién de produccién
Q de una economia esta dada por @ = K341/ donde K es la acumulacion de capital y L la fuerza
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2.7. Modelo de concentracion de farmacos de un compartimento

de trabajo . La tasa de crecimento de la fuerza laboral es n =0.05; la propension al ahorroes s = 0,2
y la depreciacién de capital es § =0.03. Utilizando el modelo de crecimiento de Solow modele el PVI
que permita hallar la trayectoria temporal de acumulacion de capital per capita k si inicialmente la
acumulacion de capital per capita es kp = 25, ademas clasifique la EDO obtenida seglin sulinealidad.
Solucion:

Usando el modelo de crecimiento de Solow tenemos que

k'’ = 0,2f(k)— 0,08k

F(K, L K3,-’4Ll;"4 K L 1/4
e Ll (—) (—) — k=14 = A
L L f: K

la EDO queda en la forma k” = 0,2k34— 0,08k y dado que el capital inicial percapita es 25 tenemos
que el PVI correspondiente tiene la forma

Ademas

k’=0,2k¥%— 0,08k
k(0) =25

Ohservamos que la EDO obtenida es una EDO de primer orden no lineal.

2.7. Modelo de concentracion de farmacos de un compartimento

La farmacodinamica engloba la relacion entre la concentracion del farmaco en el punto de accion y el con-
siguiente efecto, abarcando tanto la duracién como la intensidad de los efectos terapéuticos y adversos.
Esta relacion esta influenciada por diversas variables, entre las cuales se destaca la duracién, entendida
como el lapso durante el cual el farmaco permanece en el sitio receptor, determinando asi la persistencia
de su efecto. Asimismo, la tolerancia juega un papel crucial al indicar que una concentracion creciente con
el tiempo en el receptor puede conllevar a una disminucion en la eficacia del farmaco.

Por otro lado, la ciencia médica nos revela que los organismos humanos experimentan un aumento en
su metabolismo, lo que conlleva a una eliminacién mas répida del farmaco y por ende, a una reduccién en
su permanencia en el organismo. Ademas, la manera en que los farmacos son metabolizados por el cuerpo
varia segun el tipo y el modo de accién de cada uno.

Con este entendimiento de la farmacodinamica, se nos abre la posibilidad de analizar sistemas matema-
ticos que permitan predecir la concentracion de farmacos en la sangre y los tejidos en cualquier momento
dado, asi como determinar su tasa de eliminacion. Esto se logra a través de modelos de compartimentos .
Los compartimentos en un modelo matematico representan los lugares donde el farmaco viaja por todo el
cuerpo, por ejemplo, el torrente sanguineo, los tejidos de los 6rganos o la orina. La forma mas simple sera
el modelo de un compartimento, en este caso, el farmaco se administra en el compartimento es decir entra
en el plasma (torrente sanguineo) y luego se elimina de este.

Dosis k

— " Jlcompartimento |,

b(t)

Figura 2.3: Concentracion de una farmaco.

La eliminacion de muchos farmacos del cuerpo sigue una cinética de primer orden ideal, lo que significa
gue su tasa de eliminacion es proporcional a su la cantidad actual, por lo que consideramos la ecuacién

db

—=—kb
dt

donde
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2.8. Modelo de Plaga de Insectos

= k es latasa de decrecimiento (k > 0),
= b esla cantidad actual del farmaco en el torrente sanguineo , y
= db/dt es la tasa de cambio de la concentracion de farmaco respecto al tiempo.

Utilizando este modelo, podemos determinar la cantidad del farmaco en la sangre en cualquier momen-
to dado cuando el farmaco pasa un compartimento(torrente sanguineo). En este caso, se espera que el
farmaco se elimine por completo del torrente sanguineo.

Por otro lado, multiples inyecciones del farmaco pueden ser modeladas a lo largo del tiempo utilizando
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). En estos casos, un paciente recibiria dosis de farmaco a inter-
valos regulares y entre cada inyeccion, el farmaco seria metabolizado. Esto crea un modelo en el que una
funcioén discreta es parte de una funcién continua . Es decir consideramaos la ecuacion,

db— t)— kb(t
S =1O=kb()

donde

f(t) = patrén de dosificacién de inyecciones en el tiempo t (Este es un valor discreto ya que las dosis
permaneceran constantes)

Es interesante destacar que en ausencia de otra inyeccidn, es decir f(t) = 0, el modelo funcionara de
la misma manera que el modelo anterior, Sin embargo, si f(t) # 0 las inyecciones constantes hacen que la
concentracion del farmaco vuelva a aumentar hasta el valor inicial b(0) = bg y el ciclo de decaimiento se
reinicia.

2.8. Modelo de Plaga de Insectos

Considera una plaga de insectos, que esta sujeta a la depredacion por parte de aves. Es un hecho muy
conocido y bien documentado que es posible observar los llamados brotes de la poblacién de insectos,
cuando el nimero de insectos aumenta desde casi indetectable hasta extremadamente alto. Es posible
sugerir un modelo matematico minimalista en forma de una EDO de primer orden, que exhiba este fenémeno
definiendo N(t) como la poblacion de insectos en el instante t, vamos a suponer que la dindmica de la
poblacién de insectos esta gobernada por la EDO de la forma

N _ vy
7 (N)—P(N)

donde F(N) es latasa de crecimiento de la poblacién en ausencia de depredadores y P(IV) describe la muer-
te de los insectos debido al efecto de las aves. Somos libres de elegir cualquier forma funcional razonable
para F(N) y P(N). Dado que estamos buscando un modelo lo mas simple posible, tomemos la ecuacion
logistica para F(N), es decir

F(N) = N(l N)
N)=r Tk

donde r > 0 es la tasa de crecimiento per capita cuando N esta cerca de cero y K es la capacidad de carga

poblacional. Sabemos que si no hay depredadores, entonces [imN(t) = K para cualguier condicion inicial.
t—+oo

Por otro lado, los hidlogos tienen ciertos argumentos sobre la forma de P(V) que es una funcion no
lineal de N pues no es solo que cuanto mas insectos hay, mas rapido son asesinados por las aves, las aves
suelen tener un comportamiento un poco mas complicadas que eso. Es decir, si N es un nimero pequefio las
aves estan volando buscando comida y les es dificil encontrar insectos. Es como si los insectos estuvieran
pasando desapercibidos. Asi que simplemente las aves deciden, bueno, voy a comer algo mas y lo hacen.
Entonces, la depredacion no es muy alta. Pero luego, una vez que aumenta el numero de insectos, van alli y
comienzan a comer. Y entonces, una vez que hay una cierta densidad critica de insectos, que se traduciria
en esta imagen en este ndmero A, entonces comienzan a ir tras ellos.
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2.9. Ejercicios Resueltos

PN}

Figura 2.4: Funcion P(N) no lineal.

Asi la tasa de mortalidad aumenta, cuanto mas insectos hay morirdn mas rapido hasta que en algin
momento los pajaros estan comiendo tan rapido como pueden que se saturan en algun nivel que vamos a
llamar B.

Notemos que si alalizamos la grafica de P(IV) versus N, tiene esta forma no lineal interesante, que co-
mienza siendo muy pequefo y permanece muy pequefio hasta llegar a un numero tipico, al que llamaremos
A, donde se enciende bruscamente. Después de eso, en algun punto, se satura y alcanza un nivel que lla-
maremos B. Luego, hay varias funciones que tienen este tipo de forma, pero por conveniencia algebraica,
lo escribiremos asi,

B 2
PN) = ——— .

Se puede ver que P(N) tiene las propiedades que mencionamos. Por lo tanto, el modelo que describe el
comportamiento de crecimiento de insectos estara dado por

an N BNZ
_:m(l__)___
dt K) A2+ N2

2.9. Ejercicios Resueltos

1. Un tangue inicialmente contine 200 litros de agua con 6 kg de sal. Una mezcla de agua conteniendo
sal entra al tanque con una concentracion de 0,2t + 0,4sen (4t) kg/ly una velocidad de 10(/min
y la mezcla sale del tanque a la misma velocidad, considerando Q (t) la cantidad de sal en el tanque
en el instante t. Modele el PVI que permita calcular Q (t).

Solucion:

Siendo Q (¢) la cantidad de sal que hay en el tanque en el instante ¢, se tiene
dQ
— =R1—R>2,
gt 1 2

donde
R1 : rapidez con que entra la sal.

R> : rapidez con que sale la sal.

Ademas, note que la velocidad del fluido que entra es la misma con la que sale el fluido, consecuen-
temente el volumen de la mezcla en el tanque permanece constante en cada instante de tiempo t.
Asi

O

(t

R1=(0,2t+0,4s5en(4t))10 = 2t + 4sen(4t) y Ry=10-%0 = U0

=720

[=]
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2.9. Ejercicios Resueltos

Ademas, por condicion del problema inicialmente hay 6kg de sal luego Q(0) = 6. Luego el PVI que
nos permite calcular la cantidad de sal en el tanque en el instante t estara dado por:

d t
—O= 2t + 4sen(4t)—w
dt 20

Q(0)=6

. Un tanque contiene 120L de agua y 260gr de sal. El agua conteniendo una concentracion de 2 +
etcos(5t) gr/L fluye al tanque a una razon de 5L/min, la solucién uniformemente mezclada en el
tanque fluye hacia afuera a la misma razon. Modele el PVI para encontrar la cantidad de sal Q (t) en
el tanque en instante t.

Solucidn:

La razén de cambio de la cantidad de sal en el tanque en el instante t, es
dQ
—=R1—-R
pr 1 2

donde

R : rapidez con que entra la sal.

R> : rapidez con que sale la sal.

Al Q)

t
Q' ()=5(2 +efcos(5t))— SE,

ademas por dato del problema en el instante t = 0, Q(0) = 160. Luego el PVI que hay que resolver
para encontrar Q (t) es

Q' (t)=5(2 + etcos(5t))— %

Q(0) =260

. Uncuerpo que pesa 8 kg cae desde el reposo, suponiendo que la resistencia del aire es numéricamen-
te igual a 2v (t), donde v (t) es la velocidad instantanea en m/s. Modele el PVI que permite calcular
la velocidad del cuerpo en cualquier instante. Considere g = 9, 8m/s2.

Solucién:

Por dato del problema |a resistencia del aire es f, = 2v, luego la fuerza total F a considerar sobre el
objeto es F = mg — f; luego
mv' =gm-—2v

al reemplazar m =8y g = 9,8 tenemos

8v' =(9.8)(8)—2v

Asi, v/ =9,8— (%) v. Por lo tanto, el PVI que nos permite calcular la velocidad v esta dado por

{v’:9,8—(%)v

v(0)=0

. Elarea de la superficie de un globo aumenta a una razén inversamente proporcional a la raiz cuadrada
del volumen del globo. Modele el PVI que permita calcular el radio del globo en cualquier instante, si
se sabe que a los 5 sequndos de comenzar a inflarse el radio del globo es de 7cm.

Solucién:

Sean A : drea superficial del globo y V : el volumen del globo, entonces por condicion del problema
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2.9. Ejercicios Resueltos

oK
SV
3
si r es el radio del globo entonces A = 4nr2 y V = 4% luego al derivar A con respecto del tiempo
t, obtenemos A’ = 8mrr’ entonces
, , k3

8nrr’ =

—_— = —
[ 4nr3 164/Tr3/2
3

entonces el PVl es

L k3
T 164mr2

r(s)=7

. Un gran tanque esta parcialmente lleno con 100gal de agua en los cuales hay 10(b de sal disuel-
ta, luego una salmuera que contiene %ib de sal por galén se bombea al tanque con una rapidez de
6gal/min,la solucion uniformemente mezclada se bombea hacia afuera del tanque con una rapidez
de 4gal/min. Modele el PVI que permita calcular la cantidad de sal(en libras) en cualquier instante
de tiempo t.

Solucion:

Sea A(t): la cantidad de libras de sal que hay en el tanque en el instante £, luego

dA R —R
T 1 2

donde
R1 : rapidez con que entra la sal.

R> : rapidez con que sale la sal.

Asi

Por dato del problema en el instante inicial hay 10 Ib de sal disuelta, es decir A (0) = 10, por tanto
tenemos un PVI
dA 4A

-3
dt 100 + 2t
A(0)=10

. Ana deposita 20 000 soles en una cuenta en la que se acumula interés a una tasa de 4% anual,
capitalizado continuamente. Plantee el problema de valor inicial que permite determinar el saldo S(t)
de la cuenta t afios después del depdsito inicial.

Solucion:

Para determinar el saldo 5(t), seguimos el principio financiero que, el ritmo de crecimiento del capital
es directamente proporcional al capital existente en cada momento. Asi 5/(t) = rS(t).
Luego el PVI esta dado por

S’(t) =0,045
5(0) = 20000
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2.10. Ejercicios Propuestos

. El precio de cierta mercancia es actualmente de 4 soles por unidad. Se estima que dentro de ¢ se-
manas, el precio p(t) estard aumentando a razén de 0, 06p(t) + %1 soles por semana. Plantee el
problema de valor inicial que permite obtener el precio de la mercancia en cualquier semana.

Solucidn:

Por la condicion dada de la razén de cambio del precio se tiene que el problema de valor inicial a

resolver es;
{p’(t) =0, 06p(t) + e¥1t
p(0)=4

Ejercicios Propuestos

. Suponga que un alumno es portador del virus de la gripe y regresa al apartado campus de su univer-
sidad de 1000 estudiantes. Determine la ecuacion diferencial para el nimero de personas x(t) que
contraeran la gripe si la razén con la que la enfermedad se propaga es proporcional al nimero de
interacciones entre el nimero de estudiantes que tiene gripe y el nimero de estudiantes que aun no
se han expuesto a ella.

. Enla teoria del aprendizaje, se supone que la rapidez con que se memoriza un tema es proporcional
a la cantidad que queda por memorizar. Suponga que M denota la cantidad total de un tema que se
debe memorizar y que A(t) es la cantidad memorizada al tiempo t. Determine la ecuacion diferencial
que permita determinar la cantidad A(t).

. Elnimero de ratones de campo en una pastura esta dado por la funcion 200 — 10t, donde el tiempo
t se mide en afios. Determine una ecuacion diferencial que gobierne una poblacién de buhos que se
alimentan de ratones si la razon a la que la poblacidn de buhos crece es proporcional a la diferencia
entre el nimero de buhos al tiempo t y el niimero de ratones al mismo tiempo t.

. Para un movimiento de gran rapidez en el aire, como el de un paracaidista que estd cayendo con una
velocidad instantédnea v(t), antes de que se abra el paracaidas, la resistencia del aire es proporcional
al cuadrado de la velocidad instantanea. Determine la ecuacion diferencial para la velocidad v(t) de
un cuerpo de 80kg de masa (constante de proporcionalidad 10). Considere g = 9, 8m/s2.

Rpta. v/ + % =9,8

. Suponga que un tanque grande contiene inicialmente 300 galones de agua en los que se disolvieron
50 libras de sal. Entra agua pura a una razén de 3 gal/min y cuando la solucidn esta bien revuelta, sale
ala misma razon. Determine una ecuacion diferencial que exprese la cantidad A(t) de sal que hay en
el tanque al tiempo £.
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Capitulo

Ecuaciones diferenciales Ordina-
rias de primer Orden.

En aplicaciones de la matematica a la fisica se define la velocidad de un objeto como la variacién ins-

tantanea de la posicién x con respecto al tiempo es decir v(t) = —d—’g, ahora es natural preguntarnos ¢ Cudl
es la posicion del movil en un instante dado si conocemos tal variacion? , esto nos lleva al estudio de las
ecuaciones diferenciales de primer orden.

Una EDO de primer orden se puede expresar como sigue:

Forma implicita G(x,y. y’) =0
Forma explicita  y' = F(x, ¥)

donde y = y(x) es la funcidn incdgnita y x es la variable independiente.

_ general o familia de soluciones de una EDO de primer orden es una solucion que

depende de un parametro. Fijando los valores del parametro en la solucién general, se obtiene
una solucién particular de |a ecuacion, la solucion general de una EDO puede expresarse de
forma explicita o implicita. Cuando existe alguna solucion que no pertenece a dicha familia,
esta recibe el nombre de solucién singular.

b) Sila expresion F(x, y) dada en la forma explicita no depende de x entonces la EDO se llama
autonoma y escribimos
y' =F(y)

Curva Integral

La gréfica de la solucién de una EDO se denomina curva integral.

Ejemplo 3.1
Hallar las curvas integrales de la ecuacion diferencial yy” = —x.
Solucion:

Las soluciones de esta ecuacion son dadas de forma implicita por la ecuacion

X2 +y?=K

donde K es una constante arbitraria; algunas curvas integrales (K=1,4,9,16) se presentan en la siguien-
te figura .




3.1. Problema de valor Inicial (PVI)

3.1. Problema de valor Inicial (PVI)

En el caso de EDOs de primer orden, un (PVI) presenta una sola condicion inicial y lo podemos expresar
de la siguiente manera

' =F X,
y' =Fx,y) -
y(xo) =yo
Resulta importante saber cuando un (PVI) tiene solucidn y también si ésta es Unica, aunque no podamos
conseguir explicitamente la solucion.

MM Solucion de un PVI

Una funcion y = ¢ (x) es llamada una solucién del PVI (3.1) si existe un intervalo abierto alrededor
del punto xg, es decirl =]xp — &, xp + &[ tal que

P(xo)=yo y @ (x)=F(x, ¢(x)), paratodox €l

El intervalo I es llamado el dominio de la solucién del PVI.

1. EIPVIY' ==y y(0)=2
tiene por solucion a y(x) = 2e™* donde x €] — 00, +00[
2. EIPVIy =1+y2, y(0)=0
tiene por solucion y = tan(x) pero su dominio es solo =] — % -g[

A continuacidn se presenta un teorema que garantiza la existencia y unicidad de una solucién para una
EDO de primer orden con una condicion inicial.

LU EUERR Teorema Picard (de existencia y unicidad local)

Sea el problema de valor inicial ;
y' =Fxy)

(3.2)

y(xa) = Yo
donde (xo, ¥o) € ]a, b[ x ]c, d[ . Silafuncion F y la derivada parcial de F respecto de y, son funciones
continuas en [a, b] x [c, d] entonces existe un intervalo ahierta I con centra en Xp contenido en el
intervalo ]a, b y una Unica funcion @ definida en I que satisface el problema (PVI).

(PVI){

En el teorema anterior si F fuese continua y Fy, no, entonces solo se garantizaria la existencia (y no la
unicidad) de solucion en un intervalo abierto I.

En el caso del PVI

yr —_ 2xy2
y(0)=1

La funcién F definida por F (x, ¥) = 2xy? es continua en [t x [, por lo tanto continua en cualquier
rectangulo que contenga el punto (0, 1) lo que garantiza la existencia de la solucion del PVI , por
ejemplo

1
1—x2
es una solucién del PV| con dominio ]—1, 1[. Luego también notamos que Fy, (X, y) = 4xy es una
funcién continua en B x [}, por tanto continua en cualquier rectangulo que contenga el punto (0, 1)
lo que garantiza la unicidad de solucion del PVI luego por el Teorema de Picard considerando el rec-
tangulo [—1, 1] x [0, 2] donde el dominio de la solucion es I=]—1, 1[ (T c [-1, 1]).

y:
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3.2. Resolucion de EDOs de primer Orden

Ejemplo 3.4
En el caso del PVI

{y’=y§
y(0)=0

2
La funcion F definida por F (x, ¥y) = y? es continua en B x i, por lo tanto continua en cualquier
rectangulo que contenga el punto (0, 0) lo que garantiza la existencia de solucion del PVI.

1
Ademds, Fy (x, ¥) = %y‘j es decir, Fy, no es continua en cualquier rectangulo que contenga el punto
(0, 0). Luego el Teorema de Picard no garantiza que la solucion sea Unica, por ejemplo se puede

verificarquey =0ey = % son dos soluciones del PVI dado.

Sabemos que no siempre es posible encontrar una solucion de forma explicita, sin embargo un teorema
que permite garantizar la existencia de una solucién de forma explicita es el siguiente

Considere la ecuacion f (x, y) = 0 y supongamos que f es continua, con derivadas parciales continuas

. af (xo. ¥o) ;
respecto de (x, y), si existe el par (xq, yo) tal que f (xg. yo) =0y S # 0, entonces existe ef
y

intervalo abierto I = xp — &, Xg + 8[ y una funcidn continua y : I — [ tal que f (x, v (x)) = 0 para
todo x €1.

Dado el PVI
x

1+ cosy
y(1)= 0

la solucion implicita y + seny = lnx satisface el PVI. Considerando

xy'=

f(x, y)=y+ seny—lnx,

tal solucidn satisface la ecuacion f(x, y) = 0, ademas tenemos que %f{l, 0) = 2 # 0, entonces
existe una funcién y = y(x) en un intervalo abierto alrededor de x = 1 tal que f (x, y(x)) = 0.

3.2. Resolucion de EDOs de primer Orden

3.2.1. Ecuaciones de variables separables

Una ecuacion diferencial ordinaria

i d = 3.3
- =fCey) (33

es de variables separables si f(x, y) se puede expresar como el producto de dos funciones en la que
una depende solamente de la variable x y |la otra depende solo de y. De esta manera la ecuacion diferencial
se puede expresar como

& (3.4
a~p(x)a{y) 4)

Ejemplo 3.6

d d
. d—i = yxe?X*Y¥ es una ecuacion separable, pues é =xeyeY = p(x)g(y)
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3.3. Solucion de ecuaciones de variable separable

d
" é = y+COsX es una ecuacion no separable, pues no se puede expresar de |a forma p(x)g(y)

3.3. Solucién de ecuaciones de variable separable

La ecuacidn separable (3.4) puede ser expresada como

1
——dy = p(x)dx,
q(y)
Integrando

f hey)dy = f px)dx

donde h(y) = ﬁ entonces

Hy)=Px)+C

donde H y P son las antiderivadas de h y p respectivamente y C es una constante arbitraria.

Ejemplo 3.7

Resolver %E =1+x+y?+xy?

Solucién:
Factorizando obtenemos

dy_ =
d—x—(1+x)(1+y )

dy 2
luego —-;: (1 + x) dx, al integrar

1+
ay
JTF:J(1+X)dX

2 o
setiene arctan(y)=x+ "7 + C donde C es una constante arbitraria, luego

32
y=tan(x+?+cj

Ejemplo 3.8

Resolver ysenx.e®Xdx + y ldy=0
Solucion:
Note que la EDO se puede escribir como

y tdy = —ysen(x)e***Xdx

de donde g% =—sen(x)e“S™dx integrando obtenemos

d
j —f =— f sen (x)e@sMdx
Y

entonces — = = e¢0s(*) | C,
Por lo tanto, la solucidn es

1

Yim _ecos(x] S
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3.3. Solucion de ecuaciones de variable separable

Ejemplo 3.9

d
Resolver el PVI d_j: = cos? (x)cos? (2y) con y (0) = g

Solucion:
Note que la EDO se puede escribir como

)
c0s?(2y) cos” (x)dx

integrando ambos lados de la igualdad

dy 2
J m —J-COS (X}d)(

J sec? (2y)dy = J‘ de

se obtiene

2
luego
tan(2y) 1 [ sen (2x)]
—  =—|x+—|+C
2 2 2
donde C es una constante arbitraria, luego la solucion general de la EDO es

sen(2x)
tan(2y)=x+ e +C

Usando la condicion inicial tenemos que tan (1) = 0 + 222 4 ¢ entonces 1 = C. Por lo tanto, la
solucion del PVl es
sen(2x)

tan(2y) =x+ 5

3.3.1. Ecuaciones Reducibles a Separables
La ecuacién diferencial

dy
—=f(ax+ by +c) (3.5)
dax
se reduce a una ecuacion diferencial de variables separables si hacemos el cambio de variable
z=ax+by+c

pues, derivando respecto a x se tiene

dz dy

—=a+b—,

dx dx
de donde, resulta la EDO de variable separable

dz b

—=a+ z

ox f(2)
luego de resolver

dz
—— =dx
bf(z)+a

se debe retornar a la variable original.
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3.3. Solucion de ecuaciones de variable separable

Ejemplo 3.10

d
Resolver ay =x+y—3.

Solucion:
Aplicando el cambio de variable z = x + y — 3, y derivando con respecto a x obtenemos
dz d
=T _y
dx ax
entonces
dz 1
—=1+2z
dx
Observamos que esta EDO es separable, luego 1‘% = dx integrando

=]
= | ax
1+z
obtenemos In|1 + z| = x + C, luego 1 + z = Ke* (K # 0), siendo K y C constantes arbitrarias la
solucion general de la EDO es

y=Ke*—x+2.
Resolver % =(8x+2y+1)°
Solucion:
Haremos el cambio de variable z = 8x + 2y + 1, luego derivando con respecto a x obtenemas
dz d
— =8+ 2_y
ax dx

entonces 9 = 8 + 2[22]. Observamos que esta EDO es separable, luego % = 2dx
seguidamente integramos indefinidamente

dz
f =J.2dx
4+ 22

1 z
—arctan (—) =2x+C,
2 2

y obtenemos

luego

=4x+C

Bx+2y+1
arctan (f)

es una solucion general de la EDO dada.

3.3.2. EDOs lineales reducibles a variable separable

Ciertas ecuaciones diferenciales de primer orden no son separables, pero se pueden llevar a esa forma
por medio de un sencillo cambio de variable; esto se cumple para la ecuacion de la forma

dy Y
— =fey=9(1) (36)
ax X
la cual sugiere se haga el cambio de variable
Y
U=>= <y =ux,
X

36



3.3. Solucion de ecuaciones de variable separable

derivando respecto a x
dy du
+ X
ax dx
y reemplazando en (3.6) se obtiene

du du
u+x—=g(u)e=>x—=g(u)—u
dx dx

luego
du ax
glu)—u  x
como se observa, esta ultima expresion es una ecuacion diferencial de variables separables, asi que se
integra, y a continuacién se abtendra la solucion general retarnando a la variable original.

Ejemplo 3.12

¥
Resolver g—i =ex + §
Solucion:
Aplicando el cambio de variable z = ;—’ se tiene zx = y, derivando con respecto a X obtenemos

dz dy
=
ax dx
consecuentemente
dz
—x+z=e"+7
dx
dz
—x=e°
ax
la cual es una EDO separable, para resolver aplicamos |a integral indefinida
ax
J‘ e fdz=| —
X
y obtenemos —e~“ = In |x| + C, es decir
1 ¥
—_— — X
[n|x|+C

es una solucion general de la EDO.

Ejemplo 3.13

Resolver x% =y+/x2+yZcony(1)=0yx>0

Solucion:

Aplicando el cambio de variable z = %, se tiene zx = y, derivando con respecto a x obtenemos
dz dy
—X+z=—
ax dx

consecuentemente x (g—ix + z) = x% =zx 4+ v x2 + z2x2 entonces

dz
x2d—+xz=zx+)<\,’1+22
X

luego x? gf; = xv'1 + 22, observamos que esta lltima ecuacién es de variable separable, integrando

f dz _de
V1+z2 X

obtenemos
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3.4. EDOs de primer orden Homogéneas

:n|v’z2+1+z’=an|x|+c

volviendo a las variables originales, obtenemaos la solucién general

2
In y—2+1+z =In|x|+C
X x

Usando la condicidn inicial y(1) = 0 tenemos que (n |1f % + 1+ %l ={n|1| + C, entonces C = 0.
Luego la solucion del PV| dado es
YE

¥
In —2+1+— =In|x|.
% X

3.4. EDOs de primer orden Homogéneas

Antes de ver este tipo de ecuaciones, definiremos lo que es una funcién homogénea.

La funcién f : @ € RZ — R es denominada homogénea de grado p si

Ftx, ty) =tPf(x,y), paratodo(x,y) EQ,t>0

donde p es un nimero real.

La EDO de primer orden

dy
—=f(x
e L)
es |lamada homogénea si la funcién f es homogénea de grado cero, equivalentemente este tipo de
EDO puede reescribirse en la forma
P(x,¥)dx+Q(x,y)dy =0

donde las funciones P y Q son funciones homogéneas del mismo grado.

Si la ecuacion diferencial gﬁ = f(x, y) es homogénea, entonces el cambio de variable y = ux la
transforma en una ecuacién diferencial de variables separables.

Ejemplo 3.14
dy _ x+
Resolver E=xr
Solucion: il
Note que f(x, y) = %X es tal que f (tx, ty) = 22 = XY = f(x, y), luego f es homogénea de
grado cero. Asi,

dy y
Sl e et
dx X

se resuelve haciendo y = ux y derivando con respecto a X tenemos
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3.4, EDOs de primer orden Homogéneas

luego se tiene xgrg + U= 1+ ude donde 55 = % integrando obtenemos u = [n|x| + C, al regresar
a las variables originales la solucién es

z=!n|x|+C.
X

En el caso que la funcion f(x, y) se pueda escribir como g (f) decimos que f es una funcién homo-
génea de grado cero.

3.4.1. EDOs Reducibles a Homogéneas

Entre las ecuaciones diferenciales que no son homogéneas, pero si reducibles a homogéneas, se en-
cuentran las ecuaciones diferenciales de la forma:

dy ( ax+by+c )
ax  \mx+ ny+p
Para resolver una EDO de la forma 3.7 distinguimos dos casos seglin como son las expresiones

(37)

ax+by+c y mx+ny+p

» Primer caso:
Silasrectas Ly : mx+ny+p=0yLs:ax + by + c =0 son paralelas, es decir, % = %, entonces
es posible transformar la EDO (3.7) en una EDO homogénea en las variables z y x con la sustitucién:

z=mx+ny o zZ=ax+by

= Segundo Caso:
Silasrectas Ly : mx+ny+p=0yL; :ax+ by+ c = 0 se intersectan en un dnico punto (xo. ¥o),
es posible transformar la EDO (3.7) en una EDO homogénea considerando las nuevas variables zy w
con las sustituciones:

Z=X—Xp
w=y—=VYo
de donde:
X=z+Xxp
Yy=w+yo
Ejemplo 3.15
1—-3x—3y

d
Resolver la ecuacion diferencial: _y =
dx 1+x+y

Solucion:

Notequelasrectas Ly : 1—3x—3y =0y L3 : 1+ x+ y = 0 son paralelas, entonces para resolver
la EDO aplicamos el cambio de variable z = x + y luego
dz dy 1-32z 2-2z

—=1l+—=1+ =
dx dx 14z 14z

la cual es una EDO separable, para resolverla la integraremos indefinidamente

[ Q22gz = [ 2dx
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3.4. EDOs de primer orden Homogéneas

entonces
—z—2ln|l—z|=2x+C.

Por lo tanto,
—x—y—2ln|l—-x—y|=2x+C

es |la solucion general de la EDO donde C es una constante arbitraria.

Ejemplo 3.16

Resolver la ecuacion diferencial:
(2x+3y—1)dx+ (dx—6y—5)dy =0

Solucion:

MNoteque lasrectas Ly : 2x+3y—1 =0y Lz : 4x—6y—5 = 0 no son paralelas, entonces para
resolver la EDO debemos encontrar la interseccion de estas dos rectas, esta interseccion se dd en
Xg = %— YYo= —%;. Luego aplicamos el cambio de variable

z=x—%=>x=z+%==»dx=dz

W=y+i=y=w—7=>dy=dw

Al reemplazar las nuevas variables en la EDO original se tiene

(z[+7]+3[ 1] 1) +(4[ +7] e[ 1] s)a 0
Z4+ — w——|— z —|—6|lw——|— W=
8 4 T 4
simplificando obtenemos

(2z+3w)dz+ (dz—6W)dw =0

esta ultima ecuacion es una EDO que se resuelve haciendo un nuevo cambio de variable u = % ==
w = uz de donde dw = udz + zdu y hace que la ultima EDO se transforme en una EDO de variable
separable

(2z+ 3uz)dz+ (4z—6uz)(udz + zdu) =0

factorizando du y dz obtenemos
(2z+ Tuz—b6u®z)dz + (42* — 6uz®)du=0

reescribiendo la EDO
du  z(2+7u—6u?)

dz  Z2(4-6u)

J‘ 4—6u d fld
— du=—| —dz
2+ 7u—6u? z

12u—v87-7
injeu~7u—2| ||

2 2J/97

luego reescribimas la igualdad en funcién a las variables wy z

luego integrando

obtenemos

=—In|z|+C

12¥_ /177
125 +497-7
2497

In|6(¥)°—72—2| n
|("')2 - |- =—In|z|+C,

volviendo a las variables iniciales x e y, la solucion general de la EDO esta dada por
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

)
V877
Ml _(Cq_
] (—3) Tty —2 12- el 57
B {X_E] g | 7 +C
- =—in|x——
2 249
lo que es equivalente a
24(ay+1) AT
A4y+1 (4y+1) (Bn—7
“"24( Y15~ 2| ez : | -
— =—In|x——|+
2 2497

3.5. EDOs de primer orden Exactas

Recuerde que

Siz = f(x, y) es una funcion de dos variables con primeras derivadas parciales continuas en una regién R
del plano xy, entonces su diferencial es

d d
dz = —fdx+ —fdy (3.8)
ax ay
En el caso particular que f (x, ¥) = ¢, donde ¢ es una constante, se tiene que
af af

:_de + Edy =0
Se dice fque una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de la forma
P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 3.9
es exacta en una region R € R?, si existe una funcion f : R € R? — R tal que

Vf (x, ) = (P(x, ), Q(x, ¥))
para todo (X, ¥) € R en cuyo caso la solucidn de la EDO esta dada de forma implicita por f (x, y) = C

Si las primeras derivadas parciales de P y Q son continuas en un rectangulo

={(x.y)eR’:a<x<b,c<y<d} CR?

Entonces la ecuacion (3.9) es una EDO exacta en R, si y solo si,

a0 ap
—(X, ¥) = —(X, y), para todo (x,y) € R
ax ay

Por el teorema anterior, es simple de verificar que la EDO
(2x + y2)dx + (2xy + 1)dy = 0,

es exacta. Pues siendo P(x, y) = 2x + y? y Q(x, y) = 2xy + 1 se cumple que

BQ( y=2 BP( x R
—_ , = = — , , [
axxy Y Byxy Xy
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

La EDO
(x+y)dx+(y—x)dy=0

no es exacta, pues siendo P(x, ¥) = x + ¥ y Q(X, ¥) = ¥ — X se tiene que

3P a0
— . y)=1#—(y)=—1.
ay ax

Ejemplo 3.17

Resolver la EDO
(2x + y2)dx + (2xy + 1)dy =0

Solucién: Por la forma de la EDO se tiene P(x, y) = 2x + y2 y Q(x, ¥) = 2xy + 1, luego

aP aQ aP  aQ
— =2y y — =2y entonces se cumple — = —
ay ax ay ax

consecuentemente la EDO es exacta, entonces existe f = f (x, y) tal que Vf = (P, Q), luego

af af
—=2x+y?y—=2xy+1
Ix y )‘ay Y

integrando con respecto a x
/ %dx = [(2x+y?)dx

seobtiene f (x, y) = X2 4 y2x + C (y) derivando parcialmente esta Ultima expresion respecto a y se
tiene

a
—f =2yx+C'(y)
ay
ademas como %; = 2yx + 1 se cumple
2yx+C'(y)=2xy+1=C'(y) =1

integrando con respecto a y obtenemos

j C'(y)dy = J dy

luego C(¥) = y + K donde K es una constan-
te arbitraria, en particular podemos hacer K = 0
entonces f (x, y) = x% + y?x + y y la solucion
general de la EDO esta dada por

X2+ y2x+y=c

donde ¢ es una constante arbitraria.
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

3.5.1. Factor Integrante

Existen casos de EDOs que no cumplen las condiciones necesarias para ser exactas; pero se pueden
convertir en EDO exacta.

Para esto vamos a encontrar una funcién que al multiplicar por la ecuacién dada la transforme en una
EDO exacta. Estas funciones reciben el nombre de factor integrante, en general son funciones de x e y.

Es decir se requiere encontrar una funcion g = (X, y) tal que la EDO

HYIP(x y)dx + p(x, y)Q(x, y)dy =0 (3.10)
verifique
a(uP) a(uQ)
ay  ax
esto es

au oP ol aQ

— et y— = —_—

ay “ay ax H ax
de donde obtenemos la EDP

ay ox| “ax  ay
luego, con el objetivo de encontrar una solucion 1t de esta EDPB consideramos casos especiales, donde la
funcion u es simplificada a depender de una sola variable.

P 2 u 2
o=

» Caso u = u(x), entonces g—;‘, =0, luego

2 _ 90 au o _ 20
Y x| gy — Inju(x))]

Q u

= Caso u = u(y),, entonces g—: =0, luego

P _ 30  u 9P _ 20
y 3 3 ay 9
_Y X ¥ | 2 PGy =inuly)
P u P

Ejemplo 3.18
Resolver la EDO  xydx + (x? + y)dy = 0.
Solucion:

Siguiendo la forma de la ecuacién 3.7 se tiene:
Px,y)=xy y Q(xy)=x?+y,luego
aP aQ
—=Xy —=2X
ay ax

como % £ % la EDO no es exacta, buscaremos un factor integrante ut con el fin de convertir a la

EDO en exacta. Supongamos que u := u(y) entonces
—X
—J —dy =1n|u(y)l
Xy
luego

[ 5dy =nluy)| = nly| = n |u(y)l = p(y) =Cy

donde C es una constante arbitraria, consideraremos C = 1, entonces u(y) = y. Multiplicando la
EDO dada inicialmente por el factor integrante u(y) = y obtenemos
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3.5. EDOs de primer orden Exactas

xy? dx + (x2y + y?)dy =0
:-v-’ e —
P(x.y) Q0x.y¥)
la cual es una EDO exacta, entonces existe f = f (x, y) tal que Vf = (5, 6) luego

i=

L=xy? y L=xy+y?

Integrando :{ = xy2 con respecto a x obtenemos

[ Lax = [ xy?dx =f(x,y) = $+C(y}

al derivar parcialmente esta ultima espresion, respecto a y obtenemos

of
@-x y+C'(y)

de donde x2y + C’ (¥) = x2y + y2 = C’ (y) = ¥? integrando con respecto a y se tiene

. 3
Cy)=[C'dy = [y*dy =% +K
donde K es una constante arbitraria y es posible no considerarla pues se agrupa con otra constante
22 3
luego f (3. y) = )'—zy— + % y la solucion general de la EDO esta dada por
x2y?
2

3
Y
+—=C
3
donde ¢ es una constante arbitraria.

Ejemplo 3.19

Resolver la EDO 2xdx + x2cotydy, x = 0
Solucion:
Notemos que P(x, ¥) =2xy Q(x, y) = x?cot (y), luego

aP aqQ
—= y —=2xcot(y)
ay ax

entonces |a ecuacidn no es exacta pues % g, buscaremos un factor integrante 4 con el fin de

convertir a la EDO en exacta. Supongamos p := i (x) entonces

0—2xcot(y)
j de—mlﬂ(x)l

luego
2
—2In|x|+C =—f ;dx = In|u(x)]

es posible no considerar la constante arbitraria C pues se agrupa con otra constante consecuente-
mente u(x) = % Multiplicando la EDO inicial por u se convierte en exacta, entonces la solucion
esta dada por |a ecuacion

fouy)=c

donde Vf = (UP, uQ) = [% cot{y)), es decir fx = f—( y fy = cot(y), integrando fx con respecto a X
obtenemos

[ y)=2In|x] + cly),



3.5. EDOs de primer orden Exactas

al derivar respecto a y se obtiene cot(y) = f, = ¢’(y), integrando,

J cot(y)dy = J. c’'(y)dy

se tiene c(y) = [n|sen(y)| + K. Por lo tanto, |a solucién de la EDO esta dada por la ecuacion
2ln|x|+ In|sen(y)| =C

que es equivalente a la ecuacién xZsen (y) = ¢, donde ¢, K son contantes arbitrarias.
Notese gue en esta EDO es conveniente buscar como factor integrante una funcion que dependa de
la variable x, pues no sera posible que dependa de la variable y.

Resolver la EDO (xy + 1)dx + x (x + y)dy =0
Solucion:
Notemos que P(x, y) =xy + 1y Q(x, y) = x (x + y), luego

aP aQ
== y —=2X+Yy,
oy 9x
como @ 3‘3 esta EDO no es exacta, buscaremos un factor integrante con el fin de convertir a la

EDQ, en una EDO exacta. Supongamos que y := {i (x) entonces

ey f —
nux)= | —=
& x(x+y}
luego
nlu()l= —[ 3dx=—In|x|+C

= [u(x)|= e MFC=|xtC

en particular podemos considerar i (x) = %

Multiplicando la EDO inicial por 4 obtenemos

( )dx + (x+ y)dy 0

se convierte en exacta, entonces la solucién esta dada por la ecuacién
flxy)=c

donde Vf = (_F_’, 5) = (y-f- ;lc,x + y), esdecir fu =y + % y fy = X +y, integrando f con respecto a
x obtenemos

[felx yddx = [(y+3)dx

fx.y)= yx+Inlx|+g(y)

Al derivar la ultima igualdad respecto a y se obtiene

fy=x+d'(y)

45



3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

ademas f, = x + y dedonde x + g’ (y) = x + y => g’(y) = y al integrar
y?
gly) = > +K

Recuerde que en este caso se puede prescindir de la constante arbitraria de integracion K, asi

y2
aly) = EX

luego
2

FOx,y) = yx + [n|x| + y?

Por lo tanto, la selucion de la EDO es:

y?
yx+fn|x|+?=c

donde ¢ es una constante arbitraria.

3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Una ecuacién diferencial lineal de primer orden es una ecuacion que se puede expresar de la forma

d
ax (XJd—i: +az (x)y =f(x), (3.11)

donde ai, a; y f sonfunciones definidas en un intervalo abiertoI =]a, b[ y a1(x) # O paratodox €1,
en adelante vamos a suponer que @y, az y f son funciones continuas en I. Por ejemplo, la ecuacién

5 dy x3
x“tanx—(xcosx)—+|x—— |y=0
ax 2

es lineal, pues se puede escribir en la forma

dy % 5
(xcosx)——|x—— |y =xtan(x)
— X 2 —_———r

ai(x) - )

az(x)

= 0, se dice que la ecuacion lineal (3.11) es homogénea, caso contrario se dird que es
no homogénea.

Dado que ai(x) # 0 serd posible transformar la ecuacién lineal de primer orden a su forma estandar,
para ello se divide (3.11) entre el coeficiente principal ai (x). y se obtiene

dy

—+pX)y=q(x), (3.12)
dx

donde p(x) = L(XJ yq(x) = 09 En seguida se muestra el procedimiento para encontrar una
ai (x) a (x)

solucién de la ecuacion (3.12), en un intervalo I en el cual las funciones p (x) y g (x) son continuas, tanto
para el caso homogéneo y no homogéneo.
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

3.6.1. Ecuaciones lineales homogéneas de primer orden

Si en la ecuacion en la forma estandar (3.12), g (x) = 0, la ecuacién lineal se llama homogénea y es de
la forma

Y Py =0
— +p(x)y=0.
dx P y

Estd ecuacion es de variable separable, es decir

d d d
d_y=—p(x)y1:)—y=—p(X)dX4=J—y=—JP(X)dX
X y Y

de donde tenemos
ly| = e~ [ POADXHK (3.13)

luego
y= Ce-—f plx)dx

donde C # 0 es una constante arbitraria.

Resolver ey’ + (1 +x?)y =0
Solucion:
Podemos reescribir la EDO en su forma estandar como y” + (1 + x?) ey = 0, asi

px)=(1+x¥)e™* y q()=0
esta es una EDO lineal homogénea y de variable separable,
dy

—=—(14+x%)e ™

- laREey
integrando

d

= J’(l +x?2)e Xdx

¥

resolvemos aplicando integracion por partes. Asi:

nlyl=e%(1+x%)+2xeX+2e*+C

Por lo tanto, (n|y| = e (3 + 2x + x?) + C

I+2wtxl
Asi y(x) =Ke e donde K y C son constantes arbitrarias.

3.6.2. Ecuaciones lineales no homogéneas de primer orden

En esta seccion estudiamos la ecuacion diferencial lineal (3.12) del tipo no homogénea, es decir, cuando
q (x) # 0. El procedimiento para hallar la solucién de este tipo de ecuaciones se explica en las lineas que

siguen a continuacion.
Notemos que la ecuacién

dy
—+px)y=qx)
ax
es equivalente a

(g(x)—p(x)y)dx+(—1)-dy=0

—_——— ——
P Q

no es una EDO exacta, pues
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

a(-1)
ax
Luego para resolver dicha ecuacion, multiplicamos a ambos lados de la igualdad por un factor integrante
1 = u(x) para que la EDO se convierta en una EDO exacta. Es decir,

ad
—(q(X)=p(X)y)=—p(x) £ =0
ay

(L) g(x) — u(x) p(x)y)dx + (= (x))dy =0
- —
P 0

o () p(x) "(x) °Q
— =—uX)px)=—p'(x)=—,
ay HX)p H ax
asi i’ (x) = p(x) p(x) y podemos escribir
dy
u(X)a;+u(XJp(x}y=u(XJq(X) (3.14)
el lado izquierdo de esta ecuacidn es la derivada del producto u(x)y, es decir
02 s utopoy =2 02 i
H(x ax TH x)p ny—d—x[u[x]y]—#(x ax TH x)y.

es facil notar que como

M (x) =p(x)p(x). (3.15)
es de variable separable
du(x du(x
dx H(x)

luego se integra ambos miembros de la igualdad

Jdu(X) =jp(x)dx
u(x)

|nIM(X)I=jP(X)dx.

de donde se obtiene
ux)= el pGaax, (3.16)

y nos permite escribir (3.14) como
d
Jx HOYT=p(x)q 0.
luego al integrar y despejar la solucion se tiene:
J & 0ayl= [ug(x)dx
pX)y= [p0)g(x)dx+C

y0d= Z5[[rIg(x)dx+C].

La solucién obtenida proporciona una familia uniparamétrica de soluciones, conocida como solucién gene-
ral de la ecuacidn (3.12).

Para resolver una EDO lineal no homogénea se recomienda , en primer lugar calcular (3.16) y luego
sustituir en (3.6.2) para obtener la expresion habitual de la solucién general dada por

¥ (x) = e~ ] px)dx [J e PXIx g (x) dx + C]. (3.17)
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Resolver y = tan(x) y + cos(x).
Solucion :

Podemos reescribir la EDO en su forma estandar y" — tan (x) y = cos(x). Asi p(x) = —tan(x)y
q (x) = cos(x), cuyo factor integrante es

LX) = ef—t:m(x)dx — glnlcos(x)|+C

donde C es una constante arbitraria, que podemos considerarla como C = 0, pues luego se simplifica
con la constante de integracion

1 (x) = cos (x)

luego por la ecuacion (3.6.2) se tiene

1+ cos(2x)
{f cos(x)cos(x)dx + K} =sec(x) [J (7] ax + K] =

y(x)

cos(x) 2

g U (H%S(?X}] dx + K] = sec(x) [K—TLJ' =i K]

Por lo tanto, la solucion general de la EDO esta dada por

= xsec(x) % sec(x)cos(2x)

y() = > 3 + Ksec(x)

donde K es una constante arbitraria.

Resolver (t> — 1)y’ =ty + 2t(t?—1),si|t| > 1
Solucién :

Podemos reescribir la EDO en su forma estandar y’ — =

t?—1

y =2t Asi

P)=—p ¥ qlO=2t

y su factor integrante es

! ot
Iu[t)._—_e_J 'r’r-_ldt:e‘! it! - +C

al igual que en el gjercicio anterior consideramos C = 0 y se obtiene

p( =

t2-1

luego por la ecuacion ( 3.6.2) se tiene
y(t)= vtz—l[J‘ vt2—1-2tdt+.‘<]= vtz—l[f v‘t2—l-2tdt+K]=
= VE-1[3(2-1)"*+k]=2(P-1) +kVEE-1
Por lo tanto, la solucion general de la EDO esta dada por

yO=3(@ -1’ +kvVi—1

donde K es una constante arbitraria.
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3.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

3.6.3. PVis Lineales de primer orden

En el capitulo anterior vimos problemas fisicos que se modelan como problemas de valor inicial, una
consecuencia inmediata del Teorema de existencia y unicidad es la unicidad de solucién en un intervalo
abierto I de un PVl lineal de la forma

{2{ +p(Xx)y=9(x)
y(xo)=Yyo

siendo p y g funciones continuas en I.

Ejemplo 3.24

Resolver

g% + tan (x) y = cos? (x)

y(z)=1

Solucion: Teniendo en cuenta la EDQ lineal en su forma estdndar se tiene p(x) = tan(x) y g(x) =
cos?(x), su factor integrante esta dado por

) = el tan(x)dx _ alnlsecx|+C
donde C es una constante arbitraria, al igual que en la ecuacién anterior, consideramos C = 0, luego
p(x) = sec(x)

Asi, por la ecuacion (3.6.2) se tiene u (x) = sec (x) luego

y(x)= U. sec(x)cos’ (x)dx + K] = cos(x) U cos(x)dx + K] =cos(x)[sen(x)+ K]

sec(x)

Es decir, la solucién general de la EDO esta dada por

y(x) = cos(x)sen(x)+ Kcos(x)

Ademés de la condicién inicial y (1) = 1 obtenemos

= L1 K T
1=cos(z)sen(z) +Kcos(3)=1= 55+ =K="7
Por lo tanto, |a solucidn del PVI esta dado por v (x) = cos(x)sen(x) + M_

Hallar la solucion del problema de valor inicial
y'+y=cos(x)cony(0)=1/4 .

Solucion :
Teniendo en cuenta la EDO lineal en su forma estandar se tiene p(x) = Ly g(x) = cos(x),y su
factor integrante es:

Hx) = efdx — gxtC

donde C es una constante que al igual que antes puede ser considerada como C = 0. Por (3.6.2) la
solucidn general de la EDO esta dada por

y(x)=e* [J e*cos(x)dx + K}

donde K es una constante arbitraria, integrando por partes obtenemos
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- . X
yx)=e x[e !sengx%mogx!! + K]

luego la solucién general de la EDO esta dada por

y(x) = sen(x);cos{x) B %
Ademas de la condicién inicial y (0) = % tenemos que % = %+ == —%_ Por lo tanto, la
solucién del PVI esta dado por

y(x)= M;WSN o %_

3.7. Ecuaciones diferenciales de Bernoulli

Una ecuacion de primer orden que puede escribirse de la forma

dy -1
—+pX)y=q0)y". (3.18)
dx
donde p y g son funciones continuas en un intervalo I siendo r7 es un ndmero real diferente de 0 y diferente
de 1, es una ecuacién de Bernoulli.

Como una nata histdrica, se sabe que Gottfried Leibniz mostrd que la ecuacidn propuesta por James
Bernoulli, se puede reducir a una ecuacién lineal haciendo la sustitucién z = yl‘”, como se muestra a
continuacion.

Al dividir la ecuacion (3.18) por y" se tiene

—-n dy 1-n _
y aﬂa(x)y =q(x). (3.19)

Definiendo la nueva variable z = y1~", se tiene.

dz _.dy _.ady 1 dz
—=(1-my"— n— = I
dx dx dx 1—ndx
Al reemplazar este ultimo resultado en (3.19) se consigue
1

dz
in dxw(XJZ—q{x),

que es una ecuacion lineal cuya solucion esta dada segun (3.17).

Ejemplo 3.26

Resolver la EDO xy’ + 6y = 3xy¥3,x > 0
Solucion:
Tenemos una EDO de Bernoulli con n = %, luego definimos una nueva variable z = y

g
b il —— S

_1
¥ 3, entonces

dri. 1l .—Sdv__ 1. a3T= 43 6¥]_ 2y _ 2z
o= as - YEN =
Asi hemos obtenido una EDO lineal % — % = —1, cuyo factor integrante es

2

X
P‘(x) 15 Evf X = e—2In|xl+C’

por lo tanto podemos tomar como factor integrante a
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ik
M) = =
Asi, la solucién general de la ecuacién resultante seg(in (3.17) esta dada por
1 1
z() =x?| | ——dx+K =x?[;+K]=x+x?K
X
Por lo tanto, |a solucién general de la EDO inicial esta dada por

Yy =z30)= —L 5

(x+x?K)
donde K es una constante arbitraria.
Resolver el PVI 2xyy’ +x2 =y? cony (1) =1
Solucion:
Podemos reescribir la EDO como
, X ¥ , ¥ X
y +—=—=y——=——
2y 2x 2x 2y

que es una EDO de Bernoulli con n = —1, luego definimos una nueva variable
=yt oy
Asi tenemos
x ¥ dz

dz _ 5 dy _ S x v dz _z _
dx_zydx_zy[b{ zy}_x XK=y X= g x= X

1
que es una EDO lineal, cuyo factor integrante es 1 (x) = e~/ ¥ = e=1"XI+C, por tanto podemos
tomar como factar integrante a

1
Mx)=—.
X
Luego, la solucion general de esta ultima EDO lineal esta dada por
z(x) =xU L(—x)dx + K] =x[—x+K]=—x2+xK
y la solucion general de la EDO inicial esta dada por

y(x) =vZ(x) = v—x2 +xK

donde K es una constante arbitraria.

De la condicién inicial (1) = 1 obtenemos 1 = v—1 + K = 2 = K, luego la solucion del PVl es

y(x) = v—x2+2x.

3.8. Ejercicios Resueltos

1. Sila velocidad v de un objeto que cae satisface la ecuacion diferencial

rey=og_ YO
V()=98-—
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a) Determine la solucién de la ecuacion con la condicion inicial v (0) =9, 8.
b) Calcule e interprete lim v (t).
t—+co
Solucidn:
a) Laecuacion v/(t)=9,8— @ es de variables separables, luego
v’ 1
19,6 —v 2

Asi,integrando [ 15— = [ dt se tienen la solucién general

t t
—In|19,6—v|= E+C=>[n|19,6—v|=—E+C=>19,6—V=Ce*5

y se escribe como

v(t)=19,6—Ce 2
donde C es una constante arbitraria. Ademas, por la condicion inicial v(0) = 9,8, obtenemos
9,8=19,6 — C= C=9,8, luego la solucion del PVl es v (t) = 19,6 — Q,Be‘g.

b) Al calcular el limite de v, se tiene
lim v(t)= lim 19,6—9,8¢ % = 19,6.
t—+o00 t—+00

Este valorindica que la velocidad del objeto cayendo, después de un largo tiempo se estabilizara
en 19,6.

2. Resuelve el PVI gf =—y+ 1—e* sujeto a y (0) = 1y determine x[_i‘rl)my (x)

Solucion:
La ecuacion diferencial

dy
—+y=1—¢e"%
ax Y

es una EDO lineal de primer orden no homogénea, donde p(x) = 1y g(x) = 1 — e * y cuyo factor
integrante es

u(x) = el ldx = gx

luego la solucion general de la EDO esta dada por

1
y(x)= e_xf [e"(l—e"‘)]dx:e‘xj(ex— l)dx=e(e*—x+C)=1—xe "+ Ce™™

Por la condicién inicial 1 = y (0) = 1 + C se tiene C = 0. Por lo tanto, |a solucién del PVl es
y(x)=1—xe™%,
Célculo del limite
X X
[imy(x)= lim1——=1— lim —=1-0=1.
X—+00 X—+00 ex x—+00 X

8+t3
3y-y?

3. Dadoel PVIy’ = sujetoay(2)=b
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a) Determine los valores que puede tomar b para que PVI tenga solucion.
b) Si b= e, determine si el PVI posee solucion dnica.

Solucion:

a) Tenemos el PVI {i:, (:)F_Fi;y ) donde F(t,y) = 3?:?2 y cumple que F es continua en

Rx (R—{0,3}),

luego haciendo uso del Teorema de existencia y unicidad tenemos que la solucién del PVI exis-
tird para b € R — {0, 3} ya que siempre sera posible encontrar un rectdngulo donde F sea
continua y tal que ese rectangulo abierto incluya al punto (2, b).

3 —

b) Ademas g—a;(t. ¥) = —%ﬁﬁ asi, %-;—, es continua en B x (R— {0, 3}) entonces como
b = edonde e # 0y e # 3 haciendo uso del Teorema de existencia y unicidad podemos
encontrar una region rectangular que incluya en su interior al punto (2, €) (como se muestra
en la figura) y donde F, F, sean continuas.

4. Resuelve la EDO

l+(£—cos(y)) =0
y y

Solucién:
Al escribir la EDO G —cos(y)) % =—1,enlaforma

t
dt+ (; —cos(y)) dy=0

tenemos que P(t, y) =1y OQ(t, y) = J%— cos (y), luego g—i =0y¥= )l, como g—; # 22, laEDO no

es exacta. Buscaremos un factor integrante u () que la convierta en exacta. Asi

1

nluy)l=-— Tydy =lnly|+C
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3.8. Ejercicios Resueltos

De donde podemos considerar u(y) = y, luego al multiplicar la EDO inicial por el factor integrante
U (y) se tiene

ydt+ (t—ycos(y))dy =0

la cual es una EDO exacta, entonces la solucion de la EDO estara dada por f (t, y) = ¢, donde

Vf(t, y)=(y.t—ycos(y)).
Es decir,

of - of -
aty)=y vy Gt y)=t—ycos(y),

Al integrar g—j;(t, ¥) respecto a t, se tiene f(t,y) = fydt = yt + C(y), derivando parcialmente
respecto de y,

2]
t+C'(y) = % =t—ycos(y) = C'(y) =—ycos(y)

integrando esta Gltima igualdad obtenemos C(y) = — f ycos(y)dy =—ysen(y)—cos(y). Porlo
tanto,

flt,y)=yt—ysen(y)—cos(y)=c

es la solucion general de la EDO donde ¢ es una constante arbitraria.

. Resolver el PVI %’E = %[y—yzf’-:’] sujetoa y (1) = 0.
Solucién:

La EDO % = %[y—yZB] se puede escribir como

dy 3 3

a0

2/3

que es una EDO de Bernulli, luego multiplicando por y=2/3 y haciendo el cambio de variable z =
y1=2/3 = y1/3 tenemos
E — E —2/3d_y
dt 3 dt

al reemplazar esta Ultima expresion en la ecuacion de Bernoulli se tiene la EDO lineal

’

dz 1 1

7_72__
dt t t

1
cuyo factor integrante es u(t) = e[ 19t = g-inltl+c y podemos considerar p(t) = % luego la
solucion de la EDO lineal esta dada por

1 1
z(t)= t[— —dt+ C} = t(— + C) =1+Ct,
t? t
donde C es una constante arbitraria. Al regresar a la variable original y = z3, la solucién general es

y=(1+Ct)?

Ademas por la condicion inicial 0 = y (1) = (1 + C)3 setieneC =—1.

Por lo tanto, la solucién del PVl es
y(t)=(1-1t)°.
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3.8. Ejercicios Resueltos

6. Considere el PVI
x+1)y'=1+y
y(x0)=2

Determine los valores de xo € R para los cuales se puede asegurar que el PYI tiene solucién Unica.
Expligue.

Solucion:

Escribimos laEDO (x + 1)y’ = 1+ y como

' 1+y 1 1 ]
x+1 [
asi 1
+y ol (X52)
Fuy) =——= ey
Y x+1
luego la funcion F es continua en
(R—{-1}) xR

1
Ademas, Fy, (x, y) = —— implica que F, tam-
y (. ¥) w1 Implicaque Fy

sesmsmsnnssssnsndeans

bién es continuaen (R— {—1}) x K. Por lo tanto,
por el Teorema de existencia y unicidad, conclui-

mos que para que el PVI tenga solucién tinica los
valores que debe tomar xg € R— {—1} ya que
siempre podemos encontrar una regién rectangu-
lar que incluya al punto (xg, 2) (como se muestra
en la figura) donde F y Fy es continua.

7. Resolver la EDO
y2cosxdx + (4 + Sysenx)dy =0,

Solucidn:
Notemos que P(x, y) = y2cos(x)y Q(x, y) = 4 + 5ysen(x). Asi,

aP aQ
— = 2ycosx # — = 5ycosx
ay ax

luego la EDO no es exacta. Buscaremos el factor integrante p = u(y) para transformarla en exacta,
es decir

—3ycosx

3
ln\u(y)|=—f dy=J;dy=3m|y|+c

v2cosx

Consideramos u () = y3. Luego multiplicando la ecuacién dada (inicialmente) por 1 () obtenemos
la EDO exacta

y2cosxdx + y3 (4 + Sysenx)dy =0
entonces existe f tal que la solucion es f(x, y) = C donde

Vf = (y>cosx, y3 (4 + 5ysenx))

Asi tenemos fi(x, y) = y>cosx yfy(x,y) = y3 (4 + 5ysenx) integrando fx(x, y) respecto de x
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fx.y)= fo(x, y)dx = f y>cosxdx = y°senx + g (y)

derivando f(x, y) respecto de y
y3 (4 + 5ysenx) = f, = Sy*senx + g’(y)

entonces 4y3 = g’(y) luego g (¥) = y*. Por lo tanto la solucién general de la EDO es

yisenx+y*=C
donde C es una constante arbitraria.

X, sl 1<x<2

A L — =
8. Resolver la PVl y +xy_h(x},y(1) 2 donde h(x) {O, si x=>2

Solucién:

» Sil<x<2,aEDOY + %y = x, es lineal, donde p(x) = % y q(x) = x cuyo factor integrante
es
ux)= eJ- %dx =xC
consideramos Li(x) = x luego al multiplicar la EDO por el factor integrante, se tiene la solucion

1 5 1[x3 x2
y(x):—[ xdx+c1]=— —+cC|=—=+—
X x| 3 3 X

donde ¢ es una constante arbitraria.

= Six > 2,1aEDO y’ + %y = 0 es de variables separables y

dy dx dy dx
—=——= | —=—| —=Inly|=—In|x|+c2
Y X Y X

) C2 o i . ] .
luego la solucién es y(x) = —, ¢ es constante arbitraria. El andlisis anterior permite escribir
X

la solucidn
x2 1 .
—+ — si 1<x<2
3 X
y(x) =
c2 )
— si x>2
X

Ademds, por condicién inicial se tiene

1 5
2=y(1)=§+c1=>c1=§,

luego ya que la solucién de una EDO de primer grado debe ser continua debe cumplirse que
tim y(x)= lim y(x)
x—=2- x—2%

es decir
 x?2 5 2
lim — + — = lim —
x—=2- 3 3X  x-2+t X
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luego
4 5 ¢ 13
—+—-—=—=C2=—.
3 6 2 3
Por lo tanto,
x? 5
—+— si 1l<x<2
3 3x
y(x)=
13
— si x>2
3x
9. Dado el PVI

xy'=y(lny—Inx+1), x>0,y>0
y(l)=e

Si y(x) es solucion del PVI. Determine XIir:rnmy(x].

Solucioén:
La ecuacion xy’ =y (Iny—Inx+1), x>0,y > 0 se escribe,

y X
y'== (!n (—) + 1)
X y
4 i =Y =
que es una EDO homogénea. Definimos v = 5 <= xVv =y, luego

dy dv
— =X—+V
ax ax

Asila EDO homogénea se reduce a una EDO de variables separables

dv
x—+v=v(lnv+1)
ax

equivalentemente

dv dv dx
X—=vihv—= — = —
X vinv  x

dv

vy = f %" se tiene la solucion [n |lnv| = In|x| + C donde Inv = xC

integrando
luego v = eX = f—( = e®*, Por lo tanto, la solucién general es
y =xe%*
Por la condicion inicial y(1) = e obtenemos e = e€ entonces C = 1. Luego la solucion del PVI es
y =xe¥,
aplicando el limite a y = y(x) cuando X — + 00 se tiene

lim xe* =+o0,
X—+00

10. Encuentre el valor del parametro a para que la EDO
(x +ye?¥)dx + axe®™dy =0
sea exacta, luego encuentre su solucién general.

Solucion:
De la EDO tenemos que P(x, y) = x + ye2¥ y Q(x, y) = axe?*¥, ademas
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P _ oZxy 2x 30 _ qa2xy 2x
5y =€ +ye Y2x y 5y = ae”Y + axe 2y
para que la EDO sea exacta se debe cumplir
aP  9Q
— = — = PV 4 ye?¥2x = ae®¥ + axe®V 2y.
ay ax

de donde se obtiene a = 1.
Considerando a = 1, la solucién general de la ecuacidn diferencial esta dada por F(x, y) = C donde

VF=(F Q)
Asi, tenemos

aF 2 oF 2
—=x+ye™ y —=xe?¥
ax ay

integrando % respecto de x se tiene

aF ) x2 2xy x2 ery
F(x.y)=fad>c=f()<+ye V)dx =+ 5, TIW=5 4o

al derivar parcialmente respecto de y obtenemos

aF
— =xe® +g'(y)
dy

consecuentemente
xe?V =xe® + g'(y) = g'(y) =0 = g(y) =K.
Por lo tanto,
X2 ery
Fx,¥y)=—+ +K,
(x.¥) 3 3

luego la solucion general de la EDO dada es

X2 e2xy

—+ =C,

2 2

donde C es una constante arbitraria.

. Resolver la ecuacion diferencial [ycos (£) + xsen (£)]dx — xcos(£)dy =0, x>0ey>0
Solucion:
Al dividir la EDO por y obtenemos

X X
[cos(z) + —sen({)]dx— —cos(z) dy=0
X 3% x y X
X X
—fcos(x)dy =— [cos(z) + fsen(xﬂ dx
y X X y b'e

cos(¥)dy = [Lcos(£)+sen(£)]dx

luego

equivalentemente

2= Letan(d

esta Ultima ecuacidn es homogénea, para obtener su solucién aplicamos el cambio de variable u = §
asi ux = y derivando respecto a x %x +u= %, luego
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12.

13.

du _
ax+u—u+tanu

al simplificar, se tiene

u
—Xx =tanu
ax

dx

que es una EDO separable, cotudu = =, integrando obtenemos

1
J cotudu = J —dx = In|senu| = n|x| + C => |senu| = K |x|
X

donde K es una constante positiva. Por lo tanto, la solucion de la ecuacion diferencial es

sen(z) =Cx.
X

considerando C es una constante arbitraria.

Resuelva |a siguiente EDO lineal
xy'+(1+1)y=e x>0

Solucion:
Al dividir la EDO por x, escribimos

y+(E+S)y=%

donde p(x) = % + X—12 y qx)= ixix con factor integrante

1,1 _ 1
u(x) = ef(x"rz]"x = elMXI=x7'4C — ¢ |x| e~ x

consideramos u(x) = xe~1/*_ Por lo tanto, la solucién esta dada por

[(xevxer)dx _er ek o
yx)=————"——=— f(l]dx=—(x+(:)=elf’<+c_
Xe x X X X

donde C es una constante arbitraria.

Resolver la ecuacion diferencial (4x + 3y + 15)dx—(2x+ y+ 7)dy = 0.

Solucion:

La forma de la EDO nos sugiere llevarla a una ecuacion homogénea, para ello encontremos el punto
de interseccion (xo, yo) de las rectas L1 v L2, es decir resolver el sistema

dx+3y+15=0
2x+y+7=0

de donde, Xxg = —3 e yo = —1. Haciendo el cambio de variable z = x + 3, w = y + 1, tenemos
dz=dx,dw =dy

Reemplazando en la EDO inicial tenemos
(4[z—3]+3[w—1]+15)dz—(2[z—3]+[w—1]+7)dw= O
(4z+3w)dz—(2z+ w)dw= 0
gue es una ecuacion homogénea en las variables z y w por lo que para resolverla necesitamos hacer

un nuevo cambio de variable
w=uz
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donde u = u(z)

Observamos que dw = udz + zdu asi, la EDO homogeénea se transforma en una EDO separable
(4z+ 3uz)dz— (2z+ uz)(udz + zdu) =0
al agrupar términos semejantes

(4z+ 3uz—2zu—u?z)dz—z(2z + uz)du=0
equivalentemente

z(4+u—u?)dz—2*(2+u)du=0

Es decir,
z(4+u—u?)dz=2%(2+ u)du
integrando
1 2+u
—dz=| ————du
z 4+u—u?
obtenemos

24+u
Inlz|= | —————du

17 1y2
7-(-3)
Aplicando el método de sustitucion trigonométrica con

1 17
U— —=——5send
2 2

tenemos que

V17 51417
_ (Tsen9+5)75056‘d9 _ EF
Injz|= [ o5t j(tan8+ sec&) de
n|z|= In |sec6|+ 5417 |sec@+ tan@|+ C
luego
12 V17 5417 V17 u—= c
nlzl=In + n + +
2Va+u—u? 17 2Va4+u—u? Va+u—u?
V17 5/17 [V17+2(%)-
In|z| = 2In = + 17 In 5 +C
2/ar2—(1) z‘/4+;—(g)
Por lo tanto, la solucién de la EDO esta dada por
V17 5417 | YI7+2(45)-1
Inlx+3|=In + ln +C
y

donde C es una censtante arbitraria.
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3.9. Ejercicios Propuestos

1. Aplicando el teorema de existencia y unicidad para una EDO de primer orden, determine si los siguien-
tes PVI tienen solucion Unica:

d
a) —y=x2—xy3,y(1)= 6.
dx

dy
b) o 3y23, y(2)=0.
X

d
c) d_y =xy¥2,y(0)=0.
X

2. Halle la solucidn de las siguientes EDO

a) (1+eX)yy’ =e* h) y'+ % =—xy?
— 4 v3ry2 _
by (x—4)y*dx—x3(y2—3)dy =0 Dy = sxsy
c)y'=y—y? o i
d) y' =y2—y3 Ny +tan(x)y = cos* (x)
/ -
e) (1+y)y' =1+x? k) xy’ — 2y =xIn(x)
f) y* = (tanx)y + cosx I) xy’+ 3y = 3x2 —2x
9y =%L+x m) X)”—(X—3)y=";“—21

3. Resolver los siguientes PVis

a) y'=(1- Jy)y. sujeto ay(0) = 3

by (1+y?)y’=1+x2 sujetoay(0)=—1

c) Yy +y+y2=0,sujetoay(0)=2

d) ¥ +y=x/¥ stjetoay(0)=1

e) X2y’ + 2xy—y3 =0, sujetoay(1) =1

f) 2sen(x)y’ —cos(x)y +sen?(x)y3 = 0,sujetoay(Z)=1
4. Resolver

a) (3x? + 6xy?) + (6x2y +4y3)y’' =0

b) (x+ y)dx + (x+2y)dy =0

c) (2xy+x2y+ %)"‘ (x*+y?)y'=0

xdy+ydx
x2+y?

d) xdx + ydy =

e) y2dx + (xy? +3xy + 1 )dy =0
5. Resuelva el PVI % + %serﬂs =0,r(0)=a=>0.

x lsx<2

6. Resuelva la siguiente EDO y’ + 1y = h(x) donde h (x) =
esuelva la siguiente y'+ 3y (x) donde h(x) {0 X2

sujetoay(1l)=2

X2y’ =(1+y?)

7. Determine x[_(;rpmy (x) si y (x) es la solucién del PVI {y (1)=0
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3.9. Ejercicios Propuestos

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. En un laboratorio de biologia, los especialistas suponen que una colonia de bacterias crece a una

tasa igual a la milésima parte de la cantidad de bacterias presentes P(t) en el instante t(horas).
Si después de 100 horas la cantidad de bacterias presentes era de 2000, determine la cantidad de
bacterias presentes al cabo de 200 horas.

Rpta. Al cabo de 200 horas, la poblacion de bacterias es de 2 211 aproximadamente

. La rapidez de propagacién de una enfermedad infecciosa en una ciudad es directamente proporcio-

nal al producto de la poblacién infectada por la poblacién no infectada. En el instante inicial, cuando
la enfermedad fue detectada, 10 casos fueron registrados; dos dias después, habia 100 casos re-
gistrados. Suponemos que la ciudad, de 10 mil habitantes, es un ambiente cerrado (nadie entrd ni
salié de ella desde instante inicial). Determine el PVI que describe la propagacién de la enfermedad
e indique cudl es la poblacién infectada después de 5 dias.

Una lata de leche se encuentra inicialmente a 25°C. Se coloca la lata en una refrigeradora, donde la
temperatura es de 4°C. Suponiendo que la temperatura de la leche contenida en la lata desciende
7°C después de 20 minutos, determine el tiempo para que la temperatura sea de 8°C.

Rpta. La temperatura de la lata de leche es de 8°C luego de 82 min aproximadamente.

Se toma un termometro colocado en una habitacion donde la temperatura es de 20°C y se lleva al
exterior, donde la temperatura del aire es de —4°C. Después de medio minuto se ve que el termometro
marca 16°C. Determine la lectura del termémetro después de un minuto de sacarlo de la habitacion.

Sobre un cuerpo en caida vertical actian el peso y la fuerza de resistencia del aire. Esta dltima tie-

ne una magnitud igual a la velocidad instantanea del cuerpo. Si inicialmente el cuerpo se deja caer

desde el reposo y la velocidad instantdanea v = v(t) es tal que tu'm v (t) = 10m/seg. Determine la
— 00

velocidad del cuerpo al cabo de 5 segundos. Considere g = 9, 8m/s2.
Rpta. 9,93m/s

Untanque de 150 litros contiene inicialmente 30k g de sal disueltas en 90 litros de agua. La solucién,
que contiene 0, 2kg/! de sal, fluye hacia adentro del tanque a razén de 4{/min, y la mezcla homo-
genizada mediante un agitador mecanico fluye hacia el exterior del tanque a una razon de 3l/min.
Determine la cantidad de sal que contiene el tanque cuando esta completamente lleno.

Rpta: Cuando el tanque esta lleno contiene 32,59 kg de sal aproximadamente.

En ACEROS AREQUIPA el proceso de laminacién en caliente se inicia en el horno de precalentamien-
to que tiene una temperatura de 1150°C, para la elaboracion de productos terminados de perfiles
de acero y varillas de construccidn. Las varillas son retiradas del horno para iniciar el proceso de
enfriamiento. Luego de 30 minutos la temperatura de las varillas es de 135°C. La temperatura del
medio ambiente es de 20°C. Si la tasa de cambio de la temperatura de las varillas es directamente
proporcional a la diferencia de la temperatura de las varillas y la temperatura del medio. Determine la
solucién de la EDO que modela el proceso de enfriamiento en cualquier instante.

Después que se abre el paracaidas, el aire ofrece a un paracaidista una resistencia que es proporcional
a v(t) que es la componente vertical de su velocidad instanténea (constante de proporcionalidad 5).
Para cierto paracaidista de 90 kg. de masa total, se pide determinar la velocidad v(t) en todo instante
de tiempo t. Considere que el hombre se lanza cuando t = 0, desde un avion gue vuela en trayectoria
horizontal. Nota: Considere g = 9, 8m/s?

Rpta. v(t) = 176,4 — 176,4e~1/18¢

Un tanque contiene 200 litros de una solucion salina con una concentracion de 0, 15kg de sal por
litro. Se vierte al tanque una solucion salina con una concentracion de 0, 10kg/!l a razén de 5(/min.
Al mismo tiempo, se bombea hacia afuera la solucién homogenizada mediante un agitador mecanico
arazon de 7I/min. Calcule cual sera la concentracion de la solucién salina en el tanque luego de 20
minutos.

Rpta. 0,13kg/!t
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3.9. Ejercicios Propuestos

17.

18.

19.

La funcion de consumo de un individuo crece con el tiempo a una tasa dada por la ecuacion

dc
—=-2C+100.
dt

Encuentra la trayectoria temporal del consumo de esta persona dado que C(0) = 10.
Sea I(t) el valor de la inversion, t dias después del inicio de la inversion y satisface la ecuacién dife-
rencial

drI

—=0,002I'+ 5.

dt

Encuentra el valor de la inversion 15 dias después si el nivel inicial de la inversion es I(0) = 2000.

El valor V de un pozo de petroleo, que se explora, inicialmente es V(0) = 2700, y esta decayendo a

una tasa
av
—=-0,04V + 28.
dt

Determine cuanto sera el valor del bienen t = 20.
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Capitulo

Ecuaciones diferenciales Ordina-
rias de Orden superior.

4.1. Introduccion

Considere un cuerpo de masa m al que se le aplica una fuerza f y se mueve en la direccion del gje X
positivo. Sea x (t) la posicion del movil en el tiempo t. La segunda ley de Newton afirma que

m - a = suma de fuerzas (4.1
entonces en este caso
i (4.2)
m—= g
dt?

La fuerza f es en general funcién de x, x” y posiblemente t, esto es f = f (t, x, x’). Es decir
d?x
m— =f(t, x, x’ 4.3
gz =f(txx) (4.3)
Notemos que esta es una EDO de segundo orden.

Un sistema de resorte-masa

Supongamos que se une una masa /m en posicion fija a un resorte y que una fuerza f es ejercida sobre m

La ley de Hook afirma que la relacion entre esta fuerza y la contraccién del resorte es lineal de la forma
f=—kx,

donde k > 0 es llamada la constante de restauracion del resorte. Si la masa m no esta bajo una fuerza
externa fext, y la masa se mueve libre de friccion, la ley de Newton aplicada en este caso es

a?x

Con el objetivo de determinar x(t), la posicién de la masa m en cualquier instante, tenemos que resolver la
ecuacion (4.4). Sin embargo la solucion depende del estado inicial del sistema.
El estado inicial esta compuesto por x (to), x’ (tp), donde ty es constante. La ecuacién anterior con

este estado inicial es llamado PVI s
d?x _

x(to) =co (4.5)
x'(to)=c1

Se puede verificar de una manera simple que la ecuacion (4.4) admite dos soluciones

k k
t)= —t t)= —t].
x1 (t) = cos por v x2(t)=sen e




4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

mientras que el PVI (4.5) admite una unica solucion

x()=cpcos| \|—(t—to) | +c1\ —sen —(t—to)
m k m

Notemos que si g = ¢1 = 0, entonces la solucion del PVi es x (t) = 0 para todo t(el sistema permane-
ce estatico). Similarmente, si un motor externo es conectado a la masa m, este ejerce una fuerza fext = r(t)
sobre la masa, entonces tenemos que

2

Mm—— =—kx+r(t).
dt?

Por ejemplo, si consideramos a esta fuerza externa como:

0 si t<1

r(t)={1 si t>1"

entonces el PVI a resolver es

a’x
mw + kx = r(t)

x(0)=0 (4.6)
x'(0)=0
aqui la solucion es dada por

si t<1

0
= {%[l—cos(@t)) si t>1

4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

Una EDO lineal de segundo crden es una ecuacion de la forma
Yy +p )y +a(x)y=r(x)
donde p(x), g(x) y r(x) son funciones reales que dependen de la variable x.
= Sir(x) =0 laEDO serd llamada homogénea.

= Sir(x) # 0 la EDO seré llamada no homogénea.

4.2.1. Ecuacion lineal homogénea de segundo orden

Una EDO lineal homogénea de segundo orden es de |la forma
y'+pX)y +qx)y=0 (4.7)

donde p(x) y g(x) son funciones reales que dependen de la variable x.

Comenzaremos observando gue cualguier comhbinacion lineal de dos soluciones de la ecuaciéon homo-
génea, es también solucién. Es decir, si y1(x) e y2(x) son soluciones delaEDO (4.7) y C1, C2 € Rentonces
la funcién

Y(x) =Ciy1(x) + Cay2 (X)

es también solucion de (4.7) (para comprobarlo basta derivar y(x) y sustituir en la ecuacion).

Funciones linealmente independientes

El conjunto de funciones {y1(x), y2(x), - -+, ¥n(x)} eslinealmente independiente (l.i.) en el intervalo
[a, bl,silaecuacion A1y (X)+ Azy2(x)+-+-+ Anyn(x) = 0paratodo x €[a, b], admite como
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4.2, Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

unica solucion a
AM=Az=--=As=0.

de lo contrario el conjunto se denomina linealmente dependiente (l.d.).

Dos funciones, {y1(x), y2(x)}, seran linealmente dependientes si existe una constante k tal que

yi(x) = kya(x)

yilx)

== no es una funcion constante de x .
ya(x}

y linealmente independientes si el cociente

Sistema fundamental de soluciones

La pareja de soluciones {y1(x), y¥2(x)}, forman un sistema fundamental de soluciones de la ecua-
cién

y'+py +q(x)y=0enx€]a, bl

si son linealmente independientes en ]a, bl .

En |a practica es frecuente estudiar la dependencia lineal a través del Wronskiano.

m Wronskiano de un conjunto de funciones

Definimos el Wronskiano del conjunto de funciones {y1 (x), ¥2(x), -+, ¥n(x)} y denotamos por
W(y1.¥2,--- . ¥n) al determinante dado por

Y1 Y2 ¥n
y;- y; i y;'
W(.Vl-)’2:“'»)’n)= < 2 1 (4‘8)
1 —1 —
yFLH_} ygn ] e yE‘n 1)

Propiedad del Wronskiano de soluciones
Sean y1 (x) e y2 (x) dos soluciones de la ecuacion homogénea
Y’ +p0y +q(x)y =0
en el intervalo ]a, b[ , siendo p(x) y g(x) funciones continuas en el intervalo ]a, b[ .

s Estas soluciones son linealmente dependientes si y solo si el wronskiano es idénticamente nulo
en el intervalo ]a, b[.

= Estas soluciones son linealmente independientes siy solo W (y1, y2) # Oparatodox en ]a, b[ .

Ejemplo 4.1

Consideremos la EDO lineal homogeénea y* + y = 0 . Es facil ver que y1(Xx) = cosx e y2(x) = senx
son soluciones de la ecuacion diferencial. Ademas su Wronskiano es diferente de cero, pues

Ccosx senx

Ccenx cosx | = €057 00— (—sen?(x))=1#0.

W[yl,}"ﬂ=

Por lo tanto, y1 e y2 son soluciones linealmente independientes de la EDO " + y = 0.

Considerando la ecuacion

¥ +p(x)y’ +q(x)y =0
donde p (x) y g (x) son funciones continuas en ]a, b[ . Entonces

1. Existen dos soluciones y1 e y> linealmente independientes de [a ecuacidn.
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

2. Si ¢ es una solucion arbitraria de la ecuacion, entonces existen constantes c1, €3 tal que

¢ =ciy1+c2y2.

Esto significa que el problema de encontrar la solucién general de una ecuacién lineal homogénea de
segundo orden esta resuelto si se han encontrado dos soluciones no proporcionales.

Caso 1: q(x) = 0 para todo x

A continuacién presentaremos casos especiales en la que es posible resolver EDOs lineales de segundo
orden. En este caso la ecuacion a resolver seria

Y4+ px)y' =0 (4.9)

La solucion se obtiene definiendo una nueva variable u como u = y’, luego la ecuacién (4.9) se transforma
en una EDO lineal de primer orden de la forma

u+pxju=0 (4.10)

la cual necesitara ser resuelta con los métodos del capitulo anterior para posteriormente encontrar la solu-
cién de la EDO inicial.

Ejemplo 4.2

Considere la EDO

xy”—y’:O, x>0

Solucion:
En este caso tenemos que g (x) = 0 y aplicando el cambio de variable u = y/, se tiene

xu'—u=0

observemos que esta EDO es separable u’ = ‘—; para resolverla integraremos ambos miembros de la
ecuacion

f%: L= in|u| = In x| + K

Asi, podemos escribir

u=Kx=:y’=Kx=-»y(x)=JKxo‘x

2
consecuentemente y (x) = KXT + C, donde K y C son constantes arbitrarias.

Caso 2:
Una de las soluciones de la EDO es conocida

Supongamos que tenemos una funcion y; conocida que es la solucion de la ecuacion

Y+ px)y" +qx)y =0 (4.11)

Aplicaremos el "Método de reduccién de orden'para encontrar otra solucion yz de la EDO (4.17) tal que y1
e y2 sean linealmente independientes. Para esto consideraremos que

y20) = c(x)y1(x)

donde c(x) debe ser una funcion real no constante. Luego teniendo en cuenta gue y satisface la EDO (4.11)
tenemos gue

(70100 + ' (x)y; () + €' (X)y (x) + €0y () [+p(x) [ € (x)y 1 (x) + €0y, () [+a(x) [e(xdya(x)] = 0
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

luego
[ (0y1(x) + (Y4 () + ¢’ 0y, () [+ (x) /Gy 1 0)+¢() [y () + p(x)y (x) + (x)y1(x) | = 0
considerando que y7'(x) + p(x)y] (5] + g(x)y1(x) = 0 la expresion se reduce a

[ (Y1) + 2¢/ (0, ()] + PO’ Gy 0] = 0
reescribiendo tenemos gue
y1c” +(2y} + p(x)y1) ¢ =0
Para resolver esta ecuacion necesitamos definir una nueva variable u = ¢’ entonces la EDO de primer orden
aresolver es
yiu' +(2y} + pey1)u=0

ya que esta es una ecuacion separable su solucidn esté dada por
B d
u(x) = — e Pdx,
2
61

Por tanto y> serd obtenida como sigue y2(x) = [ [ u(x) dx]y1(x).

Ejemplo 4.3

Dada la ecuacién

1 y
i’ !
L e =
2 xy x(x+1)
= Encuentre una solucion de la EDO si se sabe que tiene una solucion de la forma de un polinomio
de primer grado.
= Encuentre |a solucion general de la EDO dada.

Solucion:

Se sabe que una de las soluciones y; tiene la forma de un polinomio de primer grado, entonces
y¥1 = ax + b, donde a, b € R, luego

-y’1=a
- yi’:{)
comoy’l’—£1+x(x+1 = (0 obtenemos
a ax+ b
——+t+————=0=—-a+b=0=a=0b,
X X(x+1)

entonces podemos considerar y¥1 = X+ 1, luego por el método de reduccion de orden la otra solucion
y2 tienen la forma y; = c(x) y1 (x) donde

E—J'p[x)dx 1
C)=—s— y pX)=—=
Y1 X
al reemplazar y1(x) y p(x) tenemos

ri
—|—xadx
cx)=°="_— =

_x 1
De+1)® T (x+l)?

= cx) = [ Zpdx=1nix+ 1+ 2.

Asi,y2 (x) = (In[x+ 1|+ 25 ) (x + 1) = (x + 1) n [x + 1| + 1.

Por lo tanto, la solucian general de la EDO esta dada por
yx)=ci(x+ 1)+c2((x+ 1) nlx+1|+1)
donde ¢;, ¢z son constantes arbitrarias.
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

4.2.2. EDOs lineales de segundo orden con coeficientes constantes.

En este caso consideramos la ecuaciéon
y”" +py +qy=0 (4.12)

donde p, g € R. Asumiremos que la ecuacién tiene una solucién de la forma y = e** paraun A € C
desconocido. Sustituyendo esta funcién en la EDO (4.12) tenemos que

e A2+ pr+g}=0, (4.13)

y como e* # 0, obtenemos que A2 + pA + g = 0 el cual es llamado ecuacién caracteristica de la ecuacion
(4.12). El polinomio
p(A)=X24+pr+g (4.14)

es llamado polinomio caracteristico de la ecuacion (4.12). En esta situacion existen tres posibilidades para
las soluciones de la EDO (4.12) segun sean las raices de su polinomio caracteristico. Se presentan tres
casos

1. Raices reales distintas.
2. Raices complejas.
3. Raices reales repetidas.

Caso 1: Raices reales distintas

Si A1, Az son dos raices reales distintas de |la ecuacion caracteristica, la ecuacion diferencial tiene dos
soluciones de la formay; = e"lx.yz = ghzx gue son linealmente independientes, es decir {y1(x), y2(x)}
es un sistema fundamental de soluciones de la EDO(4.12), luego |a solucion general de la EDO (4.12) es
definido por

yp = c18MX + cyeh2X,

Ejemplo 4.4

Resolverla EDO y*" + 3y’ + 2y = 0.
Solucion:

La ecuacién caracteristica asociada a esta EDO es A2 + 3\ + 2 = 0 y tiene como solucién dos raices
reales diferentes que son A1 = —1, A3 = —2,consecuentemente y1 = e X e y> = e 2X son dos
soluciones linealmente independientes de |la EDQ, luego

ylxy=cre ™ ;e

es |a solucién general donde c1, ¢z son constantes arbitrarias,

Caso 2: Raices complejas

SiAy = 0+ iw, A2 = 0w (donde @, w € R) son raices complejas de la ecuacién caracteristica,
entonces la ecuacion diferencial tiene dos soluciones y; = e+ &% ys = @9%—WX gye son soluciones
complejas y linealmente independientes (L.i), ademas

yi+yz —iy1—y2)
e cos (Wx) = T e%sen (wx) = fy

son también solucicnes de la EDO(4.12),notemos que este ultimo par de soluciones son reales y lineal-
mente independiente consecuentemente el canjunto {e“*cos (wx), e“*sen (wx)} es un sistema funda-
mental de soluciones, luego |a solucidn general de la EDO (4.12) es

y¥h = c18%%cos (wx) + c2e%sen (wx)
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4.2, Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

Ejemplo 4.5
Resolver la EDQ y*" + 5y = 0.
Solucion:

La ecuacion caracteristica asociada a esta EDO es A2+ 5 = 0 cuyas raices complejassonA =+ V5i,

consecuentemente y1 = e%cos(+/5x) e y2 = e¥sen (+/5x) son dos soluciones linealmente in-
dependientes de la EDO, luego

y(x) =cicos(+/5x) + casen (+/5x)

es la solucidn general de la EDO dada, donde ¢1, ¢z son constantes arbitrarias.

Caso 3: Raices reales repetidas

Si A1 =A; € ¥ son raices reales repetidas de la ecuacion caracteristica, la ecuacion (4.12) tiene dos so-
luciones y;1 = e*1%, y; = xeX que son linealmente independientes, por lo tanto el conjunto { 1%, xe*1X}
es un sistema fundamental de soluciones de la EDO, luego la solucién general de la EDO (4.12) es definida
por

Ejemplo 4.6
Resolver la EDO y*" + 2y’ + y = 0.
Solucion:

La ecuacion caracteristica asociada es

yh =e"*(c1 + c2%)

Al+2A+1=0=(+1)2=0

que tiene por solucion a A = —1 (se repite dos veces), consecuentemente y; = e * e yp = xe™*
son dos soluciones linealmente independientes de la EDO, luego |a solucion general es

Yh=cC18 X+ coxe ™™
donde ¢, ¢z son constantes arbitrarias.

4.2.3. Ecuaciones Lineales de segundo orden No Homogéneas

Una EDO lineal no homogénea de segundo orden es una ecuacion de la forma
y'+pX)y +q0)y=r(x) (4.15)
donde p(x), q(x) y r(x) son funciones reales que dependen de la variable x.

Cualquier solucién de la EDO (4.15) tienen la forma

y=ciyi+cayz + yp. (4.16)
donde c1, ¢2 € R, y1 e y2 son soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogenea
y'+p(x)y' +q(x)y =0,

e yp es una solucién particular de la EDO (4.15). La solucion (4.16) es Ilamada solucicn general de la
ecuacion (4.15).

Si definimos el operador D = ‘%‘. entonces D[y] = y’, también D2 [y] = y”/, entonces la EDQ

¥+ p(X)y' + g(x)y = r(x)

7



4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

puede escribirse como (.D2 + p(x)D + q(x]) [¥] = r(x). Si definimos la regla de correspondencia
L tal que
LIyl =(D?+p()D +q(x)) [y,

entonces podemos reescribir la EDO (4.15) como
Llyl=r(x)

Asi, L = D? + p(x)D + g(x) es denominada aplicacién o transformacion.

Aplicacion Lineal

Dada la aplicacion L y dos funciones y; e y2 que dependen de la variable x, diremos que es una
aplicacion lineal si se cumple

Llcwyr +cay2]l = cil[y1] +cal[y2]
donde c1 y 2 son constantes arbitrarias.

De acuerdo a la definicion anterior es facil verificar que
L:=D*+p(x)D+qg(x) (4.17)
es una aplicacion o transformacion lineal.

Principio de Superposicion

Dadas dos funciones r1 = ri1(x), r = rz2(x), consideremos el operador L definido por

Llyl=rn(g+rz2(x). (4.18)

Si yp, es una solucion de la EDO L[y] = r1(x) e yp, es una solucion de la EDO L[y] = rz (x),
entonces
Yo =Yp1+ Yp:

es solucion de la EDO (4.18).

A continuacién presentamos dos métodos para encontrar una solucion particular yj; de la EDO no ho-
mogeénea
Y+ p(x)y’ + a(x)y = r(x) (419)
4.2.4. Método de variacion de parametros

Este método sugiere gue la solucion particular ¥, de la EDC no homogénea debe tener la siguiente
forma
Yp=c1(x)y1+ca(x)yz, (4.20)

donde y1 e y2 son soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea y c1(x), c2(x) son fun-
ciones a determinar. Notemos que

v, =c1(x)yy +c2(X)y) + ¢ (X)y1 + G (X)y2 (4.21)
Asumiendo que c’l{x)yl + c‘é{x]y; = 0 y derivando una vez mds, obtenemos

y;; =1 (x)y) +c20QyY +c 0y + 5 (xS, (4.22)
luego dado que y es solucién particular de la EDO no homogeénea, tenemos que

Yy + Py, +q(x)yp = r(x) (4.23)

[c10OYY + 2 yg + 0y} + c5(X)ys |+ P [ ()Y + €2 (v + ¢ (X)y1 + Sy (X)yz2 |+
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4.2, Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

+q(x)[c1 () y1+ 2 (x)y2]1=r(x)
después de hacer algunos calculos obtenemos que
yie () +yici () =r(x).

de esta manera para encontrar ¢/, cg necesitaremos resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales
i Cy1+ci(x)y2 =0
yic )+ yaci(x) =r(x)

la solucidn de este sistema cumple que

(4.24)

, r(x)y2(x) , r(x)y1(x)
) =— )= ——
W (y1. y2) (x) Wy1, y2) (x)
Luego,
e r{x)ya(x) o r{x)y1(x)
c1(x) “_J' WX Y c2(x) ‘f Wiy, 72300 9%
Por lo tanto,

y__y( rix)ya(x) dx]+y( rx)y1(x) dx]
P WLy (0 ) Wiy 00

Ejemplo 4.7

Encuentre una solucion general de la siguiente EDO

v+ a4y’ + 4y =e*

Solucién:
Primero encontraremos dos soluciones y1 , ¥ linealmente independientes de la ecuacion homoge-
nea, para esto resolveremos la ecuacion caracteristica correspondiente

AMidr+d4=0= (A + 2}2 =0 = A =—2(raices repetidas)

luego y1 = e 2* ey = xe~2* son soluciones linealmente independientes. Por otra parte notemos
que en este problema r (x) =e* y

—2x Xe—2x

€ - - F o
Wiy, y2) = —2g—2x 2% _Jye—2x =¥ xe X 2e N =g~

consecuentemente aplicando el método de variacién de pardmetros calculamos

Xy q— 2% 3x Ix Ix 3x
c1(x)=— —,—e;‘_ex dx =—_fxe3"dx=_("93 = Ede)=_X83 R eT

2 (x) = [ 57 dx = [ e¥dx = &5

Asi se obtiene la solucién particular
3% 3x 3x x
2% Xe e —2x [ & e
Por lo tanto, |a solucién general de la EDO es

X
yO)=cre ¥+ oxe*+ S

donde ¢1, ¢z son constantes arbitrarias.
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

Ejemplo 4.8

Encuentre una solucion general de la siguiente EDO
y" +y=tanx
Solucién:
En este problema p(x) =0, g (x) =1y r(x) =tan(x)y la EDO homogénea asociada es
y'+y=0,
entonces la ecuacion caracteristica asociada es
AM+l=0=>A==V-1=4i
luego y1 = cos(x) e yz = sen(x), son dos soluciones linealmente independientes de la EDO homo-

génea , consecuentemente para encontrar una solucién particular ¥, usando el método de variacién
de parametros, debemos encontrar las funciones ¢ (x) y ¢z (x) tales que

— r(x)ys () — || oAREa)
c (x}——_[mdx y CE(")—IW(ya,mmd"

ya que
Wy y2) = _c;es;g) izz gg =cos?(x)+sen?(x)=1
se tiene que
B senzfx}d B 1 ~c052(x)d B .
c1(x)=— J' TJS{X] = —I T{x} X =— J‘ (sec(x)—cos(x))dx
c1 (x) = —In|sec(x) + tan(x)| + sen(x)
Ademas,
2 (x}=jsen(x)dx =—cos(x)
luego

Yo = (—In|sec(x) + tan(x)| + sen(x)) - cos (x) — cos(x) sen (x)

Por lo tanto, la solucion general esta dada por

y =kicos(x)+ kzsen(x) + —In|sec(x) + tan(x)|cos (x)
o N -

" ¥z ¥
donde k1,k2 son constantes arbitrarias.

4.2.5. Método de coeficientes indeterminados.

Este método solo podra aplicarse en el caso de tener una ecuacién ordinaria lineal se segundo orden
de la forma
y” +ay’+ by = r(x), (4.25)

donde a, b € Ry la funcién r (x) es de las siguientes formas
= Exponencial: r(x) = e, cona R
= Polinomial; r(x) = po + p1X + pax2+ - + ppx”, donde p; € Ry n e U {0}

= Trigonomeétricos: r(x) = cos (wx) o r(x) =sen(wx) conw € R.
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

= Combinaciones: r(x) = e™cos(wx) or(x) =e™sen(wx)o
r(x) = e™ (po+p1x+ P2x% 4+ pax") 0 r(x) = (po + P1X+ P2x2 + -+ + + pax") cos (wx)
0r(x)=(po+p1X+ pax? + -+ pax") sen (wx) con w, p;, a € R.

Funcion exponencial r (x) = e®, cona e R

= Si A = a no es una solucion de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada entonces
la solucion particular de la EDQO tendra la forma

yp =Ae?,

= SiA = o es una solucién simple de la ecuacion caracteristica de la EDO homaogénea asociada enton-
ces
yp =Axe",
= Si A = o es una solucién repetida de |a ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada
entonces
Yp= sze‘”‘,

paraun A € R arbitrario gue posteriormente sera calculado sustituyendo y,, en la ecuacion (4.25).

Ejemplo 4.9

Resolver y” + 3y’ + 2y = 2e3%.

Solucion:
Observemos gue la ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

AM+3A+2=0=A=-1 0 A=-2.

Asf y1 = e e y3 = e 2% son soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea aso-
ciada y la solucién particular tendrd la forma y, = Ae3* entonces
e 3x

= = 3Ae

= _V;J’ =9Ae3*
ya que se debe cumplir 5

rr ’ = X
Yk 3yp+ 2y, =2e
obtenemos(9Ae3*) + 3(34e3*) + 2 (Ae®X) = 23, entances
204e3* = 23

B
= 204=2 = A= %, luego la solucién particular es yp (x) = El—;, Finalmente la solucién

general estara dada por
3X

xX)=ci1e ¥+ e X —
yx)=c 2 10

donde ¢, ¢z son constante arbitrarias.

Funcion polinomial
F(X)=Po+p1X+pax? + -+ pox";n 2 0

= Si A = 0 no es una raiz de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucién particular de la EDO tendra la forma

)’p=QO+Q1X+Q2x2+---+qnx”.
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

» SiA = 0 es una raiz simple de la ecuacidn caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces
la solucién particular de la EDO tendrd la forma

yp=x(go+ g1x+ q2x? + -+ + gax").

= SiA = 0 es una raiz repetida de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces
la solucion particular de la EDO tendra la forma

Yo =x%(qo + qiX + q2X% + -+ + qnx").

donde g; € ® son valores indeterminados que posteriormente serén calculados sustituyendo y; en la ecua-
cion (4.25).

Ejemplo 4.10

Resolver y” + 3y’ = 4eX + 1 — 2x + e~ 3%

Solucion:
Observemnos que la ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

A24+3A=0

entonces A =0 o A =—3, luego dos soluciones linealmente independientes de la EDO homogé-
nea asociada serdn y; = €% = 1 e y; = e, seguidamente subdividimos el problema en tres
EDOs no homogeéneas

= Subproblema 1: ¥ 4 3y’ = 4e¥ = r1 (x)
= Subproblema 2: y"" + 3y’ =1 —2x =r2(x)
» Subproblema 3: ¥/ + 3y’ = e~ 3%=r3(x)
Por tanto, la solucién particular v, de la EDO dada tiene la forma
¥p =é£:+ X (B + Cx) + Dxe—3%

¥pq You Yea

donde yp,. ¥p,. ¥p; representan las soluciones particulares de los subproblemas 1,2 y 3 respectiva-
mente, sequidamente derivamos yp

» y,=Ae*+B+2Cx+ De=3* — 3Dxe™3%
=yl =Ae*+2C—3De ¥ —3De~3 + 9Dxe~
dado que debe verificarse que
yy + 3y, =4e* + 1 D%t

obtenemos
(Ae* + 2C—3De ¥ — 3D + 9Dxe %) + 3(Ae* + B + 2Cx + De= 7 — 3Dxe™ ) = de* + 1 — 2x + %

entonces
2C+ 3B+ 6Cx + 4AeX—3De X =4eX + 1 —2x + e &%

consecuentemente 2C+ 38 = 1;6C = —2,4A=4y-3D=1=>A=1;D=—-3,C= -1

2 ~3
y B = 2, luego la solucion particular sera y, (x) = € + 3% — X — X¢ Finalmente, la solucién

general es

2 —3x
y(x)=c1+cre ¥+ X+ g L
9 3 3

donde c1, cz son constantes arbitrarias.
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4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

Funcion trigonométrica
r(x)=cos(wx)or(x)=sen(wx)

= Si A ==*iw no es una raiz de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucién particular de la EDO tendrd la forma

yp = Acos (wx) + Bsen (wx).

® Si A = *{w es una raiz de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucion particular de la EDO tendra la forma

¥p = X (Acos(wx) + Bsen (wx)).

donde A, B € R son valores indeterminados que posteriormente seran calculados sustituyendo y, en la
ecuacion (4.25).

Ejemplo 4.11

Resolver y'' + 2y’ + y = 2senx—3e * + 1.
Solucion:
Observemos que la ecuacidn caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

AM+22+1=0
entonces A = —1 (doble) . Luego
yi=e™* , yz=xe%

son soluciones linealmente independientes, para encontrar la solucién particular subdividimos el pro-
blema en tres EDOs no homogéneas

= Subproblema 1y’ + 2y’ + y = 25enx = r (x)
= Subproblema 2: y” + 2y’ + y=—3e X =r3 (x)
= Subproblema 3: y”' + 2y’ + y = 1=r3(x)

Por tanto la solucién particular de la EDO dada tiene la forma

Vp =Asenx + Bcosx + Cx’e ™"+ D
rnsniine o8 ittt i et R
¥oq ¥pz ¥ps

donde ¥p,, ¥p.. Yp; representan las soluciones particulares de los subproblemas 1, 2 y 3 respectiva-
mente, sequidamente derivamos yp

= y; = Acosx—Bsenx + 2Cxe~* — Cx%e~*

= y;’ =—Asenx — Bcosx + 2Ce* — 2Cxe X — 2Cxe X 4+ Cx2e X
dado que debe verificarse que
y;’ + Zy; +yp=2senx—3e " +1

obtenemos

(—Asenx — Bcosx + 2Ce™ — 2Cxe™ — 2Cxe™ + Cx?e7) + 2 (Acosx — Bsenx+

2Cxe % — Cx%e ™) + Asenx + Bcosx + Cx2e* + D = 2senx—3e % + 1




4.2. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden

entonces
(—2B)senx + 2Acosx + 2Ce * + D =2senx—3e >+ 1

luego—2B=2,2A=0,2C=—3yD=1=B=-1A=0,C=3yD=1
por tanto la solucion particular seréa

3x2e*
¥p(x)=—cos(x)— — 1
consecuentemente la solucion general de la EDO es
Ly - Ixle™*
y(x)=c1e " +cxe ¥ —cos(x)————+1

2
donde ¢y, €2 son constantes arbitrarias.

En los casos anteriores se vio como encontrar la solucién particular de la EDO no homogénea cuando r (x)
tenga la forma de una funcion exponencial, polinémica , trigonomeétrica seno, coseno o la combinacion
lineal de ellos (sumas, restas). Ahora veremos que este método también puede aplicarse cuando r(x) es
obtenido como multiplicacion de estas funcicnes, es decir

s Sir(x) =e™cos(wx)or(x)=e"sen(wx)y A = a+ wino son raices de la ecuacidn caracte-
ristica de la EDO homogénea asociada, entonces

yp =Aecos (wx) + Be™sen (wx).

n Sir(x)=e"cos(wx)or(x)=e"sen(wx)yA = a=xwisonraices de la ecuacion caracteristica
de la EDD homogénea asociada, entonces

yp = x(Ae™cos (wx) + Be™sen (wx)).
s Sir(x) =e™(pg+pi1x+pax?+---+ppx") ysi A = a no es raiz de la ecuacion caracteristica
de la EDO homogénea asociada, entonces
Yp =€ (qo+ qix+ gax? + -+ 4 gnx").
» Sir(x)=e®(pg+pix+pax2+-+-+ ppx)ysiA = o esraiz simple de la ecuacién caracteristi-
ca de la EDO homogénea asociada, entonces
Yo =x8%(qo + q1X + qax% + +++ + qax").

» Sir(x)=e™(pg+p1x+p2x%+---+ pnx”)y si A = a es raiz repetida de la ecuacién caracteris-
tica de la EDO homogénea asociada, entonces

Yp =x2e%% (qp + q1X + qax° + -+« + qux").
= Sir(x)=(po+ p1x+ pax? + -+ + pyx") cos(wx) o

r(x)=(po+pix+ p2x?+ -+ ppx")sen(wx) y A = £wi no son raices de la ecuacién caracte-
ristica de la EDO homogénea asociada, entonces

vo=(qo+ gix+ gax2+ -+ gax") cos (wx) + (ro + rix 4 rax2 + -+« + rpx") sen (wx) .
» Sir(x)=(po+p1x+pax?+---+ppx")cos(wx) o

r(x)= [po FPIX+P2X2 et pnx”] sen(wx)y A = £wi son raices de la ecuacion caracteris-
tica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p =x(go+ q1x + g2x% + -+ + qnx") cos (wx) + X (ro + rx + r2x? + -+ + rpx") sen (wx)..

donde A, B, g, r; € i son valores indeterminados que posteriormente seran calculados sustituyendo yp en
la ecuacion (4.25).
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Ejemplo 4.12

Resolver y"* + 2y’ + 2y = e *sen(x)
Solucion:
En este caso la ecuacidn caracteristica de la EDO hpmogénea asociada es

A24224+2=0=(A+1)°+1=0
resolviendo obtenemos A = —1 & i, entonces

y1=e*cos(x); y2 =€ *sen(x)

son soluciones Li. de la EDO homogénea asociada, luego al aplicar el método de coeficientes inde-
terminados ya que |a parte no homdgenea se obtiene multiplicando una funcién exponencial y otra
trigonomeétrica, la solucion particular y, tendra la forma

¥p =x(Ae*sen (x) + Be *cos(x)) = Axe *sen (x) + Bxe Xcos(x)
derivando y agrupando convenientemente obtenemos

y; = e*(A—(A+B)x)sen(x)+e*(B+(A—B)x)cos(x)

y:; = e ¥[-2(A+B)sen(x)+2(A—B)cos(x)+ 2Bxsen(x)— 2Axcaos (x)]

ademas, como
£f f — a—N
Ve +2yp+ 2yp =e""sen(x)

se tiene
e X[—2Rsen(x) + 2Acos(x)] =e *sen(x)

consecuentemente —2B8=1y24=0=B= —% y A = 0. Por lo tanto la solucién particular sera

xe*cos(x)

Y= >
Finalmente la solucion general de la EDO es

xe *cos(x)

y(x)=ci1e *cos(x)+ cze *sen(x)— >

donde ¢1,¢2 son constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.13

Resolver y* + v = (x + 1) sen(x).
Solucion:
En este caso observamos gue la ecuacidn caracteristica correspondiente es
A2+ 1=0=2A=4#i

por otro lado, observamos que el termino independiente de la EDO se obtiene como multiplicacion
de un polinomio de primer grado y la funcion seno, entonces al aplicar el método de coeficientes
indeterminados tenemos que la solucidn particular yp tendra la siguiente forma

Yp =X (Ax + B)sen(x)+ x(Dx + E) cos (x)
luego, al derivar y agrupar en términos semejantes, se tiene

y' = (2Ax+ B)senx + (Ax? + Bx)cosx + (2Dx + E) cosx — (Dx? + Ex) sen(x)
= ((2A— E)x— Dx? + B)senx + (Ax? + (B + 2D) x + E) cosx
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derivando por segunda vez,

y!'= (2A—E—2Dx)senx+ ((2A—E)x— Dx* + B) cosx + (2Ax + B + 2D) cosx — [Ax? + (B + 2D) x + E) senx
(—Ax? — (4D + B)x— 2E)senx + (—Dx* + (4A—E)x + 2B + 2D) cosx

ademas, como
y;; +yp = (x+ 1)senx

obtenemos
(—4Dx — 2E)senx + (4Ax + 2B + 2D) cosx = (x + 1) senx

de donde resulta que
—4D=1; =-2E=1; 4A=0; 2B+2D=0
Asitenemos D= —7; E=~3; A= 0; B = ; consecuentemente la solucién particular sers

xsenx X2cosx Xcosx

Yo=—3 T T4 T2

luego la solucion general de la EDO es

xsenx x2cosx  XCosx
y(x) = cicosx + czsenx + 2 = 4 = 5

donde ¢ y €2 son constante arbitrarias.

Ejemplo 4.14

Resolver vy + 3y’ + 2y = xe X + 2e *senx.
Solucion

En este caso la ecuacion caracteristica a la EDO homogénea asociada es:
A243A+2=0

que tiene por solucion A = —1, —2. Luego dos soluciones Li. de la EDO homogénea son y; = e~ *
ey = e 2% Para resolver la EDO noc homogénea, separamos en dos EDOs no homogéneas de la
forma

yv'+3y' +2y=xe*=n(x) y y'+3y' +2y=2e%sen(x)=rz(x),

Aplicando el método de coeficientes indeterminados, las soluciones particulares de cada una de es-
tas EDOs tienen la forma

Ypi (X) =x(Ax+B)e™

¥p (x) = De *cos (x) + Ee *sen (x)

cansecuentemente la solucion particular yp de la EDO es
Yp=xX(Ax+ B)e ™ + De *cos(x) + Ee *sen(x)

Al derivar por primera o segunda vez cada solucion particular, se tiene
yy, =€ *[-Ax? +(2A—B)x + B]
vy =e™ [Ax? + (B—4A)x +2A—2B]
5’::2 =e X[(E—D)cos(x)— (D + E)sen(x)]
y;’z =e X [2Dsen(x)— 2Ecos (x)]
ademds, como
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i i/ — =K
Yo, + 35, + 2¥p =xe
obtenemos
e X[Ax? + (B—4A)x + 2A— 2B] + 38 % [—Ax? + (2A— B)x + B] + 2x (Ax + B) e ¥ = xe ¥

luego
e X [2Ax +2A+B]=xe*

consecuentemente 24 =1; 2A+ BE=0=— A = % yB=-1.
Por lo tanto, yp, (x) = (x; - x) e~*. Por otro lado dado que

Yp, 3y, + 2yp, = 2e7"sen (x)
obtenemos

e *[2Dsen(x)— 2Ecos(x)] + 3e ™ [(E—D)cos (x)— (D + E)sen(x)] +
+2[De*cos(x) + Ee~*sen (x)] = 2e *sen (x)

de donde resulta que
e [(E—D)cos(x)—(D+ E)sen(x)] = 2¢ *sen(x)
= E—D=0y-—D—E=2=+D=E=—1.Portanto,
¥p; (x) = e7*[—cos(x)—sen (],
luego la solucion particular de la EDO no homogénea es
Yp= (% - x) e *+e *[—cos(x)—sen(x)].
Finalmente la solucion general es
y(x)=cie X+ cre X + e [’5; —x—cos(x)—sen (_x}]

donde €1 y c2 son constantes arbitrarias.

Considere el problema de valor inicial

{y” +p(X)y +q(x)y =r(x)

y(xo) =yo. ¥ (xX0) = y1 (4.26)

donde p(x), g(x) y r(x) son funciones continuas en un intervalo abierto I, yo. y1 € B. Si ¥ €s una
solucidn de la ecuacion no homogénea

Y'+p()y +q0)y =r(x), (4.27)
entonces existirdn constantes unicas ¢1 y ¢z tal que la solucidn del PYI (4.26) es
y=ciy1 () + cayz (x) + yp (),
donde y1, y> son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogenea

y'+p)y +q(x)y=0
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Ejemplo 4.15

Considere el PVI
xy"—y'=0, x>0
y(1)=1y(1)=-1
Solucion: 5
En este caso tenemos que la solucion general de la EDO es y (x) = K"-Z— + C, donde K y C son
constantes arbitrarias. Ademas aplicando las condiciones iniciales se tiene

K
1=y(1)=5+C
ya que y'(x) = kx tenemos que —1 = y'(1)=K=C= % Por lo tanto, la solucidn del PVl es

5 x2 3
yix ——2+2.

4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

Una EDO lineal de orden superior s una ecuacion de la forma

d(n]y din—1] dy
do(xX)—— + a1(xX)——— + -+ an-1(x)— + an(xX)y = F(x 4,28
00— + 00—y 1)+ an(x)y = F(x) (4.28)
donde ao, @1, -+ . Ap—1. dn. F son funciones continuas en el intervalo I < [, con aa(x) # 0 para todo

x el

[aEilil= -1 Problemas con valores iniciales (PVis)

Un PVI es un problema formado por una ecuacidn diferencial de orden n junto con los valores fijos
que debe tomar la solucion y sus derivadas hasta el orden n — 1 en un mismo punto x = Xp.

y(xo)=yo, ¥ (xa)=y1, ¥y’ (x0)=ya2, -+, y" D (xg)=yn-1.

DG Problema de valores en |a frontera

Es el problema formado por la ecuacion diferencial junto con los valores fijados que debe tomar la
solucién de la EDO para diferentes valores de x( X = Xp, X = X3, ..., X = X;;—1), es decir

yxo)=yoyx1)=yryxz)=y2 -, y(Xnp-1) = ¥n-1.

Teorema (Existencia de una solucién linica)

Sean a, (x), @n—1(x), -+, a1 (x), ag (x) y F (x) funciones continuas en el intervalo abierto I y sea
ag (x) # 0 para toda x en este intervalo. Si x = X es cualquier punto en este intervalo, entonces para
cualesquiera valores de yq, y1, ¥2.*+ , ¥n—1 € R existe una solucicn dnica y(x) de la EDO (4.28) en
el intervalo I tal que

y(x0) = Yo, ¥'(Xa) = y1. ¥"(x0) = y2, -+, Y D (x0) = yn-1,

4.3.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior con coeficientes
constantes

Una EDO lineal de orden superior con coeficientes constantes es una ecuacién de la forma

y[i’i) + aly[”—l} + .-+ apy =r(x) (4.29)
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donde @1, --+, an son constantes y r es una funcion que depende de la variable independiente x.

Ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas lineales de coeficientes constantes

Si en la ecuacion anterior r(x) = 0 para toda x, entonces la ecuacion se denomina homogénea, es decir

Yyt ay™ Vot ay=0 (4.30)
donde ay, - -+, a son constantes. El polinomio caracteristico p (A) correspondiente a la ecuacion (4.30)
= PN =A"T+a1A™ 1+ o5 qp,. (4.31)
luego la ecuacion caracteristica asociada a la EDO homogénea es
p(A)=0
es decir

AMeaA™ 4 vap=0

Proposicion 4.1

= Si A es una raiz simple real de la ecuacién caracteristica p (A) = 0 entonces y = €* es una
solucién de la EDO (4.30).

= Si A es una raiz repetida real de multiplicidad r, entonces todas las funciones
y = xk-1eM,

parak =1, 2,---, r son soluciones linealmente independientes de la ecuacion (4.30).

= SiA = 0+ iw es unaraiz simple compleja de la ecuacion caracteristica p (A) = 0 entonces
¥y =e"cos(wx) ey = e%sen(wx)

son dos soluciones linealmente independientes de |a ecuacion(4.30)

= SiA = 0+ iw es unaraiz compleja con multiplicidad r, entonces todas la funciones
y = xK"le%cos (wx) e y = xkF~1esen (wx),

parak =1, 2,---, r son soluciones linealmente independientes de la EDO (4.30).

DEHGIEGI Sistema fundamental de soluciones

Un conjunto de n funciones {y1, ¥2,---.¥n} es llamado sistema fundamental de soluciones de la
EDO (4.30) en ]a, b[ si son soluciones linealmente independientes en el intervalo ]a, b[ .

Dado un sistema fundamental de soluciones de la EDO(4.30) {y1, ¥2. -+, ¥n} su solucién general
de (4.30) esta dada por la combinacién lineal de dichas soluciones, es decir tiene la farma

y(x)=ciyi+caya+---+Cnyn

donde ¢4, ¢3, -+ , € sON constantes arbitrarias

Ejemplo 4.16

Resolver y™* — 6y + 11y’ — 6y = 0.
Solucion:
La ecuacion caracteristica correspondiente es

AP—BAZ+11A—6=0
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

al factorizar
(A—1)(A—2)(A—3)=0

de donde se obtienen las soluciones, A = 1, A = 2, A = 3, entonces y; = &%; ys = 2%; y3 = 3%
son soluciones l.i. de la EDO, consecuentemente la solucion general de la EDO sera

y(x) =ci1e* + ce2* + c3e3%
donde ¢1, €2 ¥ c3 son constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.17

Resolver y) — y/ = 0.
Solucion:
La ecuacidn caracteristica correspondiente es

AMA=0=A(AM-1)=0=A(A—-1)A2+A+1)=0

que tiene por solucionaA=0,A=1A = :1-*5@ luego, las soluciones linealmente independientes
de la EDQ son

yi)= 1
ya(x)= e*

y3(x)= e_%cos[—‘gi)

il

Ya(x)= e isen (%)

consecuentemente la solucién general de la EDO es

® ﬁ){ s
y(x)=c1+c2e*+cze 2cos (T) + c;,e‘fsen(

¥3x
T)

donde cj, €2, €3 ¥ €4 son constantes arbitrarias.

Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no Homogéneas de orden superior con co-
eficientes constantes

Una EDO lineal de orden superior con coeficientes constantes no homogénea es una ecuacion de la
forma

Yy 4 a4y any = r(x) (4.32)

donde a3, - -+, ap son constantes.

Cualquier solucion de la EDO (4.32) tiene la forma

y=ciy1+Caya+ -+ Cayn+Yp. (4.33)

donde ¢1,Cz,+++,Ch € R e yy, 2, ¥n son soluciones linealmente independientes de su ecuacion
homogénea asociada e yp es solucidn particular de la EDO (4.32).

La solucidn (4.33) serd llamada solucidn general de la ecuacion (4.32).

A continuacién presentamos dos métodos para encontrar una solucidn particular y, de la EDO no ho-
mogénea.

84



4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

4.3.2. Método de Variacion de pardmetros

Asumamos que y1, V2, * =+, Vn 50N n soluciones linealmente independientes de |a ecuacion (4.30). De-
finamos

yp=c1(X)y1+c2(xX)ya+ca(x)yz+-++cn(3)yn,
donde c; (x) son funciones por determinar, ademds para simplificar cuentas supondremos que

yicy +yach +yach 4o+ ypc, =0
Yie HY5C +ysc +etyic, =0
Y Y I Tl T rrr e
yyetyscs+yjcy+etyic, =0

2 —2 o —
AW+ s ey g ke, =0
Luego sustituyenda yp, y;, y;’, e, y; en la ecuacion no homogénea (4.29) tal que

yL”J + alyg”_l) + o4 Anyp =r(x) (4.34)

se verificara que

y&"_”c‘i + yg_”_nc’z + y[;_ nc; +eedk Yyl = r(x).

entonces se tiene un sistema de n ecuaciones y n incognitas, c[.’(x). por resolver. Luego estas incognitas
deben cumplir: )
(=)W (Y1 ya. o Yiel, Yiel, oo Vo) F(X)

Wiy1 y2.-=+ . ¥n)

paracadaie {1, 2,--+,n}, donde W(y1.¥2. . ¥n) es el wronskiano de las funciones y1, y2, . ¥n.
Por lo tanto,

ci(x) =

(=D W (y1, Y2, -+, ¥ic1, Yier, -+ Ya) F(X)
ci{x) = dx
Wiyi y2. .- . ¥n)
paracadaie {1,2,-:-,n}

Ejemplo 4.18
2eﬂx

Resolver la EDO y'"' — 6y + 11y" — 6y = £—
Solucion:
Notemos que la ecuacion caracteristica correspandiente a la EDO homogénea asociada es

AP—BAZ+11A—6=0,

que tiene por solucién A = 1, A =2, A = 3, asi abtenemos que y1 = €%, y2 = e?* e y3 =& son
tres soluciones Li. de la EDO homogénea asociada, buscamos la solucion particular y,, aplicando el
método de variacion de pardmetros, es decir proponemos la solucién particular como siendo

Yp=c10)y1+c2(x)y2+ca(x)ya,
donde las funciones ¢; satisfacen el sistema de ecuaciones

’

ylc}+y2c3+y3c‘ =0
yie +y’c'+y’c? =0
A S e —ro0)

B RS R GRS =
luego

(=1 Wy, y3)r(x)
Wily1.¥2.¥3)

(=12 Wy, y3)r(x)

_ (1P W yvadrx)
Wiy1.y2.¥3) y

’ i i
¢l (x)= )= Wiy1.yz,y3)

s (x) =
donde el Wronskiano esta dado por
er gix a3x
W(y1.y2.y3)=| € 22X 3e3* | =eX(18e°—12e°X)— e?* (9e™ —3e%) +
er 4e?* Qg3
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

+e3% (463 — 2%X) = 62°* — 6B 4 265% = 20
H 2x 3x
€ =3
W(,VZ, Y3) i Jadx 3e3x ) 3€5>{_ 2651\' : eSx
ex e 4x 4x Ax
w'[)’l;YB) = ex 3e3x =3e—¢e =2e
e e 3x 3x 3x
Wiy1.y2) = X e =23 — X =g
Asi tenemos que - ;
W (yz,y3)r(x) J‘ Lo f Sk =
c1(¥) =| ————————dx=| —e *r(x)dx=| ——dx=——e*+In(1+¢&%),
e W(y1, ya, ¥3) 2 ) 1+ e 2 ( )
W (y1, y3)r(x 2e2x
c2(x) =— de:—fe‘”r(x)dx:—f dx=2ln(1l+¢e")—2¢e"
y W (yi1, ¥2.¥3) I+ es
W (y1. y2)r(x) Jl ex
c3(x) = | ————————dx=| e F¥r x)dx=j dx =in(1+e¥).
’ Wyt y2.y3) - 1+e~ (s
luego la solucion particular se escribe
yo =(F —e*+in(1+e9))ex+(2n(1+eX)—2e¥) e + In(1+eX)e™
=X 2 X 3e’x
Por lo tanto, la solucion de la EDO es y = k1y1(x) + kay2(x) + kays + yp(x)

4.3.3. Método de coeficientes indeterminados.

Este método solo podréa aplicarse en el caso de tener una ecuacion ordinaria lineal de orden n de la

forma

Y 4 a1y =D 4k gy = r(x) (4.35)

donde a; € Ry si la funcion r (x) toma las siguientes formas

Exponencial: r(x) = e®*, cona e R
Polinomial; r(x) = po + p1X + p2Xx2 + +++ + ppx”, donde p; e Ry n € Nu {0}
Trigonomeétrica: r(x) = cos (wx) o r(x) = sen(wx) con w € R.

Combinaciones: r (x) = e™cos(wx) or(x) = e®sen(wx) o
r(x) = e (pg+p1x+pP2x®+ -+ ppx7) or(x) = (po + P1x + P2x? + +++ + ppx") cos (wx)
or(x)=(po+p1x+pax? + -+ ppx")sen (wx) con w, pi, & € R.

Funcion exponencial r (x) = e, cona e R

Si A = o no es una solucion de la ecuacion caracteristica asociada, entonces la solucion particular
de la EDO tiene la forma y, = Ae®™ , donde A es una constante a determinar.

Si A = a es una solucién de multiplicidad & de la ecuacidn caracteristica asociada , entonces la so-
lucién particular de la EDO tiene la forma y, = Ax*e%,

donde A es una constante a determinar sustituyendo yp en la ecuacion (4.35).
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

Funcién polinomial
r(x}=pﬂ+p1x+p2>(2+-..+p”xn;n20

» Si A = 0 no es una raiz de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucion particular de la EDO tiene la forma

Yp =G0+ q1X+ qax® + -+ gnx".

= SiA =0 es una raiz de multiplicidad k de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada,
entonces la solucidn particular de la EDO tendré la forma

¥p=xK(go+gix + gax® + -+ gnx").

donde g; € R son valores indeterminados que posterisrmente seran caleulados sustituyendo yp en
la ecuacion (4.35).

Funcién trigopnométrica
r(x) =cos(wx)or(x)=sen(wx)

= Si A = %iw no es una raiz de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces la
solucién particular de la EDO tendra la forma

yp =Acos (wx) + Bsen (wx).

» SiA = *iw es una raiz de multiplicidad k de la ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asocia-
da, entonces la solucién particular de la EDO tiene la forma

¥p = x* (Acos (wx) + Bsen (wx)).

donde A, B € R son valores por determinar que seran calculados sustituyendo y; en la ecuacidn
(4.35).

Enlos casos anteriores encontramos la solucion particular de la EDO no homogénea enel caso de que
r (x) tenga la forma de una funcién exponencial, polinémica , o funcidn trigonométrica seno, coseno
o lacombinacion lineal de ellos (a través de sumas, restas). Ahora veremos que este método también
puede aplicarse cuando r(x) es obtenido como multiplicacién de estas funciones, es decir

» Sir(x) =e%*cos(wx)or(x)=e™sen(wx)yA=a =+ wino son raices de |a ecuacion caracte-
ristica de la EDO homogénea asociada, entonces

¥p = Ae™cos (wx) + Be®sen (wx).

= Sir(x) = e®™cos(wx)or(x) = e™sen(wx)y A = a+ wi son raices de multiplicidad k de la
ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces

yp = x* (Ae®cos (wx) + Be™sen (wx)).

» Sir(x) = e [pg+ p1Xx+pax? +---+ppx") ysiA = a no es raiz de la ecuacion caracteristica
de la EDO homogénea asociada, entonces

Yp=e"(go+ gi1x+ gax? + -+ + qnx").

» Sir(x)=e™ (pg+ p1x+p2x? + -+ pax") y si A = a es una raiz de multiplicidad k de la ecua-
cién caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces

Yp = x*e® (go + q1X + g2X% + + -+ + gnx").
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden superior

®» Sir(x)=(po+p1x+pax?+ -+ ppx")cos(wx) o
r(x)= (pg +P1X+Pp2xZ 4+ pnx”] sen(wx) y A = wino son raices de la ecuacion caracte-
ristica de la EDO homogénea asociada, entonces

Yp =G0+ q1x+ Gax? + -+ qnx") cos (wx) + (ro + rix + ryx? + +++ + rox") sen (wx).
= Sir(x)=(po+p1x+pax? + -+ + ppx") cos(wx) o

r(x) = (pg +pix+ pg){2 + -+ pnx”} sen(wx)y A = xwi son raices de multiplidad k de la
ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada, entonces

Yp =x*(qo + gix + gax? + -+ + gax") cos (wx) + X* (ro + rix + rax? + -+« + rpx) sen (wx).

donde A, B, g;, ri € [ son valores indeterminados que posteriormente seran calculados sustituyendo
¥p en la ecuacion (4.35).

Ejemplo 4.19
Resuelva y"’ + y'* = e¥cos(x)
Solucion:
La ecuacidn caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

AMia2=0,

y tiene por solucién A = 0(doble), A =—1, entonces y1 = 1,y = x e y3 = e~ son tres soluciones
L.i. de la EDO homogénea asociada, luego

¥h=C1+ Cax + c3e%,
Por otro lado la solucion particular tomara la forma
yp = Ae*cos(x) + Be*sen(x)

luego

= y; =eX[(A+ B)cos(x)+ (B—A)sen(x)]

. y;; = e*[2Bcos(x) — 2Asen (x)]

= y;j” =eX[(2B—2A)cos(x)— (2A + 2B)sen(x)]
Dado que y, debe satisfacer la EDO dada tenemos que

y;" + y;’ = (—2A + 4B) e*cos(x) + (—4A — 2B) e*sen(x) = eXcos(x)

entonces —2A+4B=1—-4A—-28=0,luegoA=—=yB = % consecuentemente

1.
10
 rroct) v - st

==—gg " CoOS\X )+ —e"5eni(x).
_Vp 10 5

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion es

1 1
Y=Yn+yp=C1+CaX+cze ¥~ Ee"cos(x} + Eexsen[x]

Ejemplo 4.20

Resuelva y14 + " = 1 — x2e™*
Solucidn: La ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

AM+a%=0.

y tiene por solucionesa A = 0, A = —1. Para encontrar la solucion particular de la EDO subdividimos
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el problema como sigue:
Y 4y =1=ri(x) e yH+y"=—x?eX=ry(x)
luego las soluciones particulares yp,, ¥p, tendran la siguiente estructura
ypr =Ax3 e yp, =x(B+Cx+Dx?)e ™

y la solucidn particualr de la EDO dada tendra la forma

Yp=VYp, t+Yp:
es decir,
Yp (%) = Ax> + (BX® + Cx? + Dx) e~
Y, =3Ax? +(3Bx?+2Cx + D)™ — (Bx® + Cx? + Dx)e ™™

=3Ax%+ (D + (2C—D)x+ (3B—C)x2—Bx3) e~

y; =6Ax+[2C—2D +(6B—4C+D)x+(C—6B)x? +Bx?]e™™
y,’ =6A+[6B—6C+3D+(6C—188—D)x+ (98— C)x*—Bx*]e™™

yff] =[12C—24B— 4D+ (36B—8C+ D) x + (C—12B)x% + Bx3|e~*

al sumar estas Ultimas derivadas

yg” + y;” =6A+[6C—18B—D+ (188 —2C)x— 3Bx?|e*
Asi, tenemos que

6A+[6C—18B—D+(188—2C)x—3Bx2]e ¥ =1—x%e*
de donde6A =1, 6C—188—D =0, 188— 2C = 0y —3B = —1 consecuentemente A = 1/6,
B=1/3,C=3yD=12. Luego,

x3 X3 5
=—+|—+3x“+12x |e*
Yp 6 ( 3 )

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacidn diferencial es

3 3
X X
y(x) =c1 + Cox + C3x2 + cae * + = (? + 332+ 12x) e,

4.4. Ejercicios Resueltos

1. Resuelva la ecuacién diferencial x2y” + xy’ + (xz = %)y = 0sisesabeque y; (x) =x2sen(x)
es una solucion de la EDO.
Solucion:
Dividiendo esta EDO entre xZobtenemos

"+1 "+ 1-i =0
Y axz )’ ™
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_ 1
4x?

La otra solucion y; (x) de la EDO, es de la forma y3 (x) = c(x) y1 (x) donde

identificamos p(x) = % ygx)=1

1 1
e [P0 —y f(x) = —— o[ 59 = xescx . e X = esc2x

cdx)=
() yix) x"1lsen?x

integrando

c(x)= J €5C2XdX = —Cotx = y> (x) = —cotx - x ¥ 2senx = —x~?cosx.
Por lo tanto, la solucion general de la EDO esta dada por

y(x) = c1y1 (x) + cay2 (x) = c1x~Y2senx + ¢z (—x Y2 cosx)
donde c1,cz son constantes arbitrarias.
. Dadala EDO y(*) + 4y + 4y = 3c0s (2x) + X + e~ 2%, Determinar la forma de la solucién particular
usando el método de coeficientes indeterminados.

Solucidn:
La ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada es

r*+ar’+4=0
factorizando se tiene (r2 + 2]2 = 0 = r = £ +/2i (doble multiplicidad)
Notemos que ningunaraizes-2, 00 0+ 2{, luego dividamos la EDO no homogénea en tres problemas
P1:y@® + 4y + 4y = 3cos(2x)
Py y®) e dy” 4 4y =x
P3:y® 4 4y 4 4y = e~ 2%

entonces

Yp, = Acos(2x) + Bsen (2x)
Yp, =Cx+D

Yps = Ke™2X

La solucion particular propuesta es de la forma
Yp=Vp: + Yp> + ¥p; = Acos (2x) + Bsen (2x) + Cx + D + Ke™2X
donde A, B, C, D y K son constantes.
. Considerando la ecuacion 3 4
’7 /
——y'+=y=0
Yy ty t2y
encuentre su solucion general si y; (t) = t2 es una solucién de la ecuacién dada.
Solucidn:

Apliquemos el método de reduccion de orden, entonces para encontrar la otra solucién y2 (t) escri-
bimos y= (t) = y1 (t) c (t) donde

e—f(—%)dr _ 23t _ 1
1) t4 t

luego ¢ (t) = (n {t], consecuentemente y; (t) = t2(n |t], entonces la solucién general es

c(t)=

y(£)=c1t? + catn|t].
donde ¢1 y €2 son constantes arbitrarias.
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4. Resolver x”’ + x = 2sec3(t) conx(0)=0, x(0) =0
Solucion:
La ecuacion caracteristica correspondiente a la EDO homogénea asociada es

A+l1=0

y tiene por solucién a A = i

luego x1 = cos(t) y x2 = sen(t) son soluciones l.i. de la EDO homogénea. Para encontrar la so-
lucién particular x, de la EDO no homogénea aplicamos el método de variacion de pardmetros, es
decir

Xxp=C1(t)x1+ Ca2(t)x2

donde
3
Ci(t) =— W‘“ =— [ 2sec? (t)tan (t)dt = —tan? (t)
=1
y
_ cos(t)(2sec(t)) ., 2 _
Ca(t) = WO a) dt = [ 2sec? (t)dt = 2tan (t),
=1
consecuentemente

Xp =—tan? (t)x1 + 2tan (t)x2 = tan (t)sen (t).
Por lo tanto, la solucién general es
x(t) =ci1cos(t) + czsen(t) + tan(t)sen(t)
de la condicién inicial 0 = x(0) = ¢1 = 0, ademas
x’(t) = cacos (t) + sec? (t) sen (t) + tan (t) cos (t)
ycomo 0 = x’ (0) = ¢z = 0. Finalmente la solucidn del PVl es
x =tan(t)sen(t).
5. Dadala EDO X2y —x(x + 2)y’ + (x+2)y =0 parax >0

a) Verifique que y1(x) = xe* es una solucidn de la EDO.

b) Usando el método de reduccion de orden obtenga una segunda solucidn linealmente indepen-
diente de la EDO dada.

Solucién: Calculamos las derivadas de y1

y’i (x) = X + xeX

y7 (x)=2e"+xe*
al reemplazar en la EDO
x?y’l’~ X(x+2)y, +(x+2)y1 = x2 (28X + xeX)— x (x + 2) (eX + xeX) + (x + 2) (xeX)
= (22 +x°—x(x+2)(x+ 1) +x(x+2))=eX-0=0

Lo que prueba que y1 es solucién de la EDO. Por otro lado aplicando el método de reduccion de orden
tenemos que reescribir la EDO como
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" X+ 2 , X+ 2
- X y - x2 y=0

y tenemos que la solucidn y» es tal que

y2(x)=C(x)y1
donde
e Pax  GJ(1+3)ox  gxsamiy g

C'(x) = = = =
(Xex)2 x2@2x x2e2x eX

luego C(x) = f C'(x)dx = f e *dx =—e X Asiy; = —e ¥ .x-e*¥ =—x. Porlo tanto, la segunda
solucion es
y2(x) =—x.

. Resolver [aEDO y” — 2y’ +y =&
Solucién:
La ecuacion caracteristica asociada es A2 — 2A + 1 = 0, al factorizar

(A—1)? =0 = A = 1(multiplicidad 2)
luego dos soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea asociada son
y1=¢e* e yr=xe*.

Aplicando el método de variacion de parametros tenemos que la solucién particular debe tener la
forma

yp(x) =c1 (xX)y1 + c2(x)y2
donde c‘l, c;._ son funciones tales que cumplen

; r(x)yz (x) ; r(x)yi(x)
X)) =———— ¥y X)=—————
Wy, y2) (x) W (y1, y2) (x)
= r( )y,(x} = r(y1(x)
Luego, ¢1 (x) = W(;. eadx Y 20 =] mritegdx

Ademas como r (x) = 7 y W (¥1, ¥2) = e2¥ se tiene que

= a1 ()=—[ Gdx=—
Y
= () =[ Erdx=lnlx|
Por lo tanto,

Yp=—xy1+In|x]y2
luego la solucion general de la EDO es

y = k1e¥ + kaxe* — xe* + In|x| e*x.
donde k1, k7 son constantes arbitrarias.
. DadalaEDO y” — 5y’ + 6y = efcos(2t) + e2! (3t + 4)

Aplique el método de coeficientes indeterminados, determine la forma de la solucién particular .
Solucion:
Como la ecuacion caracteristica es A2 — 5\ + 6 = 0 entonces (A—3)(A—2) =0

luego dos soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea asociada son
yi=e? e yy=e*

entonces yp = Aelcos(2t) + Belsen(2t) + t(Ct + D)e?' donde A, B,C, D € R
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.5. Ejercicios Propuestos
1. Verificar si las de funciones dadas son linealmente independientes en la recta real:

a) y1i()=1y2(x)=x

b) y1(x)=sen(x), y2(x)=cos(x)
¢) y1(x) =e*, y2(x) = e2x

d) y10x) = 2x?, y2 (x) = 3x2

2. Resolver los siguientes PVIs

a) ¥y + 9y =0sujetoay(0) =1, ¥’ (0) = 0 Rpta. y = cos (3t)

b) y"” +3y’+2y =0sujetoay(0)=1, y’(0)=1Rpta.y =—2e 2t + 3¢
¢) y”—4y'+ 4y =e3sujetoay(0) =0, ¥’ (0) = 1Rpta. y = &3 — 2!

d) y"—4y’ =—e3tsujetoay(0) =1, y’'(0) = 1Rpta. y = % + %

zezt efit

. t
e) y” -3y +2y=edtsujetoay(0)=1,y(0)=2Rpta.y=5+ 5+ 3

f) ¥y +y' =2 sujetoay(0) =0, y’(0)=0,y” (0) = 1 Rpta. y = & — Gt — 2sent
g) vy — 4y"” + y’ + 6y = 10sent sujeto a y(0) = 0, y'(0) = 0,y (0) = ORpta. y =

—t 2t t
3¢ 2% 42 +sent

3. EIPVIque modela la posicién x(t) de un objeto en cualquier instante de tiempo t es:
x" +4x'+3x=0sujetoax(0)=1,x'(0)=0
determine la posicion del objeto en cualquier instante.

4. El PVI que modela la posicién x(t) de un objeto en cualquier instante de tiempo t es:
x”+10x"+ 16x =0sujetoax(0)=1, x’(0) =—6
determine la posicién del objeto en cualquier instante.

5. Verifique que ¥ (x) = x es una solucién de la EDO lineal homogénea

2,11

X2y +xy'—y=0
Determine una segunda solucién, linealmente independiente con la primera.

6. Sea la ecuacion diferencial x2y” + axy’ + By = 0, para x > 0 donde a y 8 son constantes y
(a—1)? < 4B. Considere el cambio de variable x = eZ. Resuelva la nueva EDO y determine la
solucién general de la EDO original.

7. Muestre que x2y” + xy’ + (x2 — 1/4) y = 0; para x > 0 puede ser reducida a la EDO
vi+v=0
mediante la sustitucién y (x) = x~/2v (x). Determine la solucién general de la EDO original.
8. Halle las Transformadas de Laplace de las siguientes funciones:
a) f(H)=t2+6t—3
b) F(t)=3e 44 <0550, 30 g
o) f(1) =51

9. Resolver las siguientes EDO
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4.5. Ejercicios Propuestos

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) y"' +y’ =sec(x)

b) y"" + y = cot(x)
0O y'=2y+y=5
Resolver los siguientes PVI
a) v/ +3y' +2y=eX+e2X, y(0)=0,y'(0)=0
b) y/+ 4y +4y=e"2%X,y(0)=1,y(0)=0
c) y”+ 4y =2sen(2x),y(0)=0,y'(0)=-1
Use el método de variacion de pardmetros para resolver los siguientes PVI

a) y"+y=sec(x),y(0)=0,y'(0)=0
b) v+ 3y'+2y=sen(e*),y(0)=1,y'(0)=1

eX
c) Y"—Y=ﬁJY(0)=Y’(0)=0

y'+y=rx)

Considere el problema
P {y(01=y'(0)=0

a) Verifique que la funcién ¢ (x) = f; sen(x—t)r(t)dt es una solucion del problema dado.

b) Obtenga esta formula usando el método de variacion de pardmetros.
Resolver las EDOs

a) y'+4y' +2=0 o) (y—1Y=1-y

b) (v'—6y) +9y =0 d) y"+7y +12y =0

Considere la ecuacion
xy"+(x=1)y'—y=0

a) Si existe una solucién y; de la forma exponencial. Encuentre esta solucién.
b) Use el método de reduccién de orden y encuentre la solucion del PVI

{xy”+(x—1)y’—y=0
y(1)=1y'(1)=0

Encuentre |a solucion general de la ecuacion x2y” —x (x + 2)y’' + (x + 2)y =0,
si se sabe que una de las soluciones es un polinomio de orden 1.

Demuestre que el cambio de variable v = x’/x transforma la ecuacion

X'+t +t2x=0

en la ecuacion

V4t +tv+1vZi=0

Demuestre que el cambio de variable v = x’/x transforma la ecuacion

tx" —x'—t3x =0

en la ecuacion

tv—t3—v+tvi=0
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4.5. Ejercicios Propuestos

18. Muestre que la EDO x2y"’ + xy’ + (x? — 1/4) y = 0 para x > 0 puede ser reducida a la EDO
vi+v=0
mediante la sustitucién y = x~1/2v (x). Determine la solucién general de la EDO original.

19. Resolver los siguientes PVI

a) y"+3y+2=0,y(0)=1y(0)=-1

b) y"—4y+4=0,y(1)=0,y'(1)=0

) y'+9y=0,¥(3)=Ly'(3)=-1

d) y"+y"=2y=0,y(0)=y"(0)=0,y"(0)=1

e) y¥—3y”+2y=0,y(0)=y'(0)=y"(0)=0,y"(0) =1
20. Resolver las siguientes EDO

a) 3y(®3 —2yd) _ 15y 4 10y —12y'—8y =0

b) y®) 4 2y(5) _ 2y =

c) y® 4+ yB) 12y 4 76y —109y” + 195y’ =0

d) yB)—y®) 10y — 10y + 4y’ + 16y =0

e) 2y 4 (A _ 25y _ 12" =0

f) yBl+32y=x5+x*+x2+1

g) ¥y + 4y + 4y = 3cos(2x)

h) y" —y" +y'—y=eXsenx + e*

i y"”—y"+y' —y=eX—xcosx
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Capitulo

Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una herramienta que permite resolver problemas de valor inicial de ma-
nera mas sencilla. La idea es remplazar un problema de valor inicial en el dominio del tiempo t por una
ecuacion algebraica en el dominio 5.

Transformada de Laplace

Para una funcion f definida para t = 0 definimos la transformada de Laplace de f como la funcién
LA{f} definida por

+00
L{FHs)=F(s)= J e~Sf(t)dt, (51)
1]

donde el dominio de la funcion £{f} sera el conjunto de los valores de la variable s para los cuales
la integral impropia converge.

Calcule la transformada de Laplace de |a funcion f definida por f (t) = 1.
Solucion:
De la definicidn (5.1) tenemos

oo e—st B

= +00 i b =
L{fHs) =[g e ®f()dt=["e 5‘dt=bETmfue s‘dt=bt_£rl1m_—ﬁu=

1
= (im =) _|s  .s>0
b—+00 ] +oo ,5<0
yL{f}(5)=+0o0sis=0
entonces observamos que esta integral solo es convergente para valores de s positivos, entonces el
dominio de transformada de Laplace de esta funcion estard dada por el intervalo ]0, +oo[.

Calcular la trasformada de Laplace de la funcién f definida por f (t) = e,
Solucién:
De la definicion (5.1) tenemos

st |
LUNs) =[y e tetdt= lim [7e@Ndt= lim S| =

= st
= a—s=0

- i ge(a—slb—xl_[-l-m ,a—5>0

y L{f}(s)=+cosia—s5=0
entonces cbservamos que esta integral solo es convergente para valores de s > @, entonces el do-
minio de transformada de Laplace de esta funcion estara dada por el intervalo ]a, +oo[.

Calcule la trasformada de Laplace de la funcion definida por f (t) = sen(bt).
Solucion:
De la definicion (5.1) e integrando por partes obtenemos




4o

= —st — I foyst i
c{fys)= [, e 55en{bt}dt—rﬂrrmfoe Stsan (bt) dt =

. e—Si r _
lim S [—sen (bt)— bcos(bt)]‘ﬂ =

e 0
: g5 b 5 +b. =
= r{mﬂ[;_r;‘;y{—sen (br)—bcos(br))]+ [;;—;37} =4oscila s=0
+co s=<0
observamos que esta integral es convergente para s > 0, entonces el dominio de la transformada de
Laplace de esta funcion es el intervalo ]0, +oo[.

Funcion de Orden exponencial

Decimos que la funcion f es de orden exponencial si existe a € R y una constante C = 0 tal que

If (£)] < Ce®,
paratodot=TyparaciertoT > 0,

Ejemplo 5.4

Verifique que la funcién definida por f (t) = e2lsen (—3t) es de orden exponencial.

Solucién:
If ()] = |[e*'sen (—3t)| = e*'|sen (—31)| < &**
paratodo t € R, entonces eligiendoC=1,a=2yT=1
F(ol<e?, vt=1
luego la funcién f es de orden exponencial.

Si f es una funcion continua o acotada de orden exponencial entonces existe su transformada de La-
place.

en efecto, dado que f es de orden exponencial entonces existe a € R y una constante C = 0O tal que

[F(£)] s Ce™,

paratodo t > T y para cierto T = 0. Luego el médulo de su transformada de Laplace se puede acotar por:
IL{FY (5)] = “g" e-sff(t)dt’ < [jor e~Stf (t)dt + [ e~Stf(t) ot
< ‘fOT e=stf (t) dt| + ‘f;"’ estf (t) dt‘
T | a—st @ | —st _
< [, [e7stf (@) dt+ [ |e~stf (t)|dt =

= [ et IF(Bldt+ [P e st IF (D)l dt <A+ [ e siCedt

E(u’—s)T

SA+C[; el idt <A+ Co

Asi, para todo s > o se tiene
1
[£{f}(S) SA+C—— <+
s—a
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5.1. Propiedades Fundamentales

En caso que existe a@ € R y una constante C = 0 tal que |f (t)| € Ce® , ¥t = 0, entonces f es de
orden exponencial y siguiendo el mismo proceso anterior, para todo s > o se cumple

4
IL{fr6)sC—
S5—a
Por lo tanto,
1
< i = [ —
v SETmlﬁ 3l SETWC [5_ g) 0,
asi,
Jm L ) =0= lim £{f}(s)=0.
Podemos determinar la transformada de Laplace de expresiones mas complejas aplicando los resulta-
dos de la siguiente tabla de transformadas y algunas propiedades

Tabla Basica de transformadas de Laplace

| I(t) . £{f}(s) |
_ 1 | Ss20 |
t"'n=1,2,3,--- ;"_:T'T.s>0
et | Z5s5>a
sen(bt) é’ﬁ,s> 0
cos(bt) m,s> 0
et n=1,2,:-- . {S_:w,s:aa
esen (bt) . {S_ﬂ]%, s>a
ettcos(bt) | =t 5>

5.1. Propiedades Fundamentales

La transformada de Laplace es un operador lineal, es decir, siay B € Ry f, g son funciones que tienen
transformada de Laplace, entonces

L{af} = al{f}
L{af+Bgt= ac{fr+pL{g}

Halle la transformada de Laplace de la funcién definida por f (t) = 5sen (3t) — v2e*t.
Solucion:

L{F (D)} (s)

c{5sen(3t)— ¥Ze’t} (s) =52 {sen (3t)} (s)— V2L {e*}(s) =

3 1
S'M—ﬁ'm.
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5.1. Propiedades Fundamentales

Sea f una funcion y F su transformada de Laplace definida para s > a, entonces
£{ePF ()} =F(s—b)
y el dominio de la transformada de Laplace de fa funcion ePtf (t) es el intervalo Ja + b, +oo[

Ejemplo 5.6

Halle la transformada de Laplace de la funcién definida por F (t) = e?!t2.

Solucion: Al aplicar el teorema anterior se tiene:

LUOIES) =] 2 (5= ——,
e == 2}3
a(t) (R
G(s—=2)

Sea f una funcion definida para t = O y derivable con transformada de Laplace F definida para s > @,
entonces [’ tiene transformada de Laplace definida por

L{F ()} (s)=sF(s)—f(0)

cuyo dominio es el intervalo Ja, +o0[.

Calcule la transformada de Laplace de g (t) = cos(bt), b= 0.
Solucion:Aplicando el teorema anterior

’

ciomie=cf | =280 g A
g)l= g)l=5- - =
g b b(s% + b?) 52+ b?
\._V_-’
ity SF(s)—F(0)

Si f es una funcion de orden exponencial o (es decir, tendra una transformada de Laplace F (s) defi-
nida para s > a) y ademas f es n-veces diferenciable, entonces
df(t
" { f(t)
datn
paras > a.

Si f es un funcion con transformada de Laplace F (s) definida en s > a, entoncesparan=1,2,-+-
se tiene

} (5) = 5"F () =" £ (0)— s"°f (0} —---— sf*2) (0) — F*~ 1) (0)

d"F
L{t"f (D} () =(~1)" gon )

para s > a.

Ejemplo 5.8

Calcule la transformada de Laplace de £ {tcos (2t)}.
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5.2. Transformada de Laplace Inversa

Solucion: Aplicando el teorema anterior

, _d s y_ [P¥a-s@s)) -4
£(teos @0 =~ () =- (s2+47 ] (s2+a)

5.2. Transformada de Laplace Inversa

La transformada de Laplace inversa es una herramienta alternativa que permitira resolver problemas de
valor inicial de manera mds sencilla.

Dada una funcion F (s), decimos que f () es la transformada de Laplace inversa de F(s) si f(t) es
continua para t = 0 y satisface que

LAF()}(5)=F(s)
Usualmente se denota £~ {F(s)} () =F(t) o Fl(s)=f(1)

Ejemplo 5.9

24
Calcule £~1 {5—5} (t).

Solucioén:
Siendo L {t4} (s)= g = i—‘;. entonces £t {i—?} L) =t*

Ejemple 5.10

+20
Calcule £71 4 ————— 1 (1).
24—4s5+5s?
Solucién:
Note que, £ {eztsen (v‘ ZUt]} (5)= (5—21%' ademds
¥20 V20

24—4s+52  (s—2)2+20

luego £1 {%} = eztsen(mt).

La transformada de Laplace inversa es un operador lineal , es decir, siay 3 € Ry F, G son transforma-
das de Laplace de las funcicnes f, g respectivamente, entonces

L {aF} ()= acL™r{F}(D)

L7 {aF + BGY ()= aL L {F}(t)+BL 1 {G}(t)

Calcule £~1 {

s2+65+9
}(r).
(s—1)(s5—2)(s+4)
Solucion:
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis
Apliguemos la descomposicion en fracciones parciales,

s?+6s5+9 A B C

= B
(s—1)(s—2)(s+4) s—1 s—2 s5+4

luego
52 465+9 _ AGE=2)s5+4)+B(s—1)(5+4)+C(5—1)(5—2)
G-DGE-2)5+4) — G-1)52)5+4)
=>5°+65+9=
observamos que

A(s—2)(5+4)+B(s—1)(5+4)+C(s—1)(s—2)
= Sis=2=525=86=>B=%

# Sis=1—16=—5A—>A=—

16

s

" Sis=—4=51=30C=C=3%
consecuentemente

16 25 1
! 5246540 e B R 5 ETE (o
£ {(s—li{s—iliﬂﬂ} =L {5—51 i sii it 53+B4}

Por lo tanto,

16 ~— 1 2 1 1 s 1
T gk e O T
- 52+ 65+9 16e! 25e2t @4
o - + —
(s—1)(s—2)(s+4) 5 6 30
5:3.

Transformada de Laplace para resolver PVis

Para resolver PVIs aplicando la Transformada de Laplace es recomendable seguir los siguientes pasos:

1. Aplique la transformada de Laplace y sus propiedades a la ecuacion del PVI.

2. Utilice las condiciones inciales.

incognita de la EDO inicial.

3. Resolver algebraicamente la ecuacion donde la incégnita es la transformada de Laplace de la funcién

4. Aplique la transformada de Laplace inversa para obtener la solucion de la EDO inicial.

Resolver el PVl y* 4+ 3y = 13sen (2t) sujetoa y (0) =6
Solucion:
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion
L{y'+3y}(s) =L{13sen(20)}(s)
Li{y'}+3c{y} =13c{sen(20)}

sY(s)—y(0)+3Y(s) =13-

s7-+4
o T
(s+3)Y(s)—6 =

_ 26
Y(s) =gis+ GIra)G3)

Al descomponer la dltima fraccion en sus fracciones parciales, se tiene

26 A5+B+ C (As+B)(s+3)+C(5°+4)
(s2+4)(s+3) s2+4 s+3 (s2+4)(s+3)

=26 =(As+B)(s+3)+ C(s5? + 4),
s Sis=—3entonces 26 =13C=C=2.
= Sis=0entonces 26 =3B+ 8=—B=6.
= Sis=1lentonces 26=(A+6)4+10=26=4A+ 34 = A=-2.

26 —25+6 2 =25 6 2
= + = + + ;
(s2+4)(s+3) s2+4 s+3 s52+4 5244 s+3

Aplicando la transformada de Laplace inversa para encontrar la solucién del PVI

el —1) 6 26 =5 =25 6 2ol
y{t) =L fY(s)r=cC [m*—m} £ {““‘3‘+ +m+m}_

=r {s+3 + Bt ;f%i} 85-1{53}“3'}_25_1{2555}"'3‘:_1{5214} =

= 8e~3t_2cos(2t) + 3sen(21).

Resolver el PVI y/ — 3y" + 2y = e “ sujetoay(0) =1, y'(0) =5
Solucion;
Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion

c{y” =3y’ +2y}(s) = £{e ] (5)
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

luego
c{y"}(s)-32{y’}(s)+ 2L {y}(s) =L {e4}(s)
[s2Y(s)— sy(0)—y* (0)] — 3[sY ()= y(0)] + 2Y(5) = iy
52Y(5)—s—5—3sY(s)+3+2Y(s) = ﬁ{'a',
(s2—35+2)Y(s)—s—2 =
(s2—35+2)Y(s) =5+s+2
(s—1)(s—2)Y(s) = %
de donde

s2+65+9 A B i
= + +
(s+4)(s—1)(5—2) s+4 s—1 52

io’btenemos queA=g5,B=—2,C=%
si

Y(s)=

16 25
- +
30(s+4) 5(s—1) 6(s—2)
para obtener y (t) aplicamos la transformada de Laplace inversa de Y (s), entonces

Y(s)=

y() =c {rrm=c*{ 3u{.§+4] = S(iﬁn T 6(5321 H)

y() =50 Znt -2 {0+ 20 {510

Por lo tanto,

1 16 , 25
e gl 0oty SO0
yt) =33 5 6

5.3.1. EDOs lineales con coeficientes variables

La transformada de Laplace funciona bastante bien para EDOs lineales con coeficientes constantes, sin
embargo, en algunos casos también se puede utilizar para resolver EDOs lineales con coeficientes variables.

Ejemplo 5.14
Resolver el PVI ty” —ty’ + y = 2 sujeto a y (0) = 2, y' (0) = —4

Solucion:
Aplicando |a transformada de Laplace a la EDO obtenemos

ity —ty’ + y}(s)=£{2} (s),

Lity”}(s)—L{ty’}(s) + L{y}(s)=2L{1}(5) = g
observemos que
= L{y}(S)=Y(s)
s £{ty} () =—ZL{y'} () ==L [sY(s) =y (0)] ==Y (5)—sY’(5)

ity () ==2Lc{y"}(5)= —£&[s?Y(s)—sy(0)—y'(0)]=

= —25Y(5)—s%Y/(5)+y(0)
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

consecuentemente

[<25Y (s)=s%Y/(s)+ y(0)]=[=Y (s)=sY/(s)]+ Y (5) = %
reescribiendo obtenemos

(s—s2)Y'(s)+(2—25)Y(s)+2=

t|r

s5(1—5)Y'(5)+2(1—s)Y(s)= %—2
luego dividiendo entre s (1 — 5) obtenemos
(2—25) 2(1—5) 2
s%(1—5) s2(1—s) &2

Notemos que la ecuacién resultante es una EDO lineal de primer orden, luego el correspondiente
factor integrante es

2
Y'(s)+ < Y(s)=

u(s) = el Fds _ g2tnis) =32,
consecuentemente la solucion de esta ultima ecuacion diferencial es

&

2 v
Y(s)=s5"2 [j 52.3d5+c]=s—2{25+c‘]= -+ =,
s s s

donde C es una constante arbitraria. Por otro lado tenemos que
o o |2 o L —alhal
y(O) =L {Y(s) M) =L" -+ (0)=2L —()+CL o (t)y=2+Ct,
s s s s

Ademads, como—4 = y/ (0) y y'(t) = C,tenemos que C = —4.
Por lo tanto, la solucidn es:

y(t)=2—4t

5.3.2. Funciones con discontinuidades de salto

DL Funcion escalon unitario

La funcion escalén unitario se define como

1 si t=0
0 si t<0O

U(t)={

1. Sia € R, latraslacion de la funcion escaldn unitario a unidades se escribe:

1 si t=za
0 si t=a

U(t—a)= {

2. Para m € H tenemos que
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVIs

m si t=za
0 si t=<a

mU(r—a]=[

3. Laexpresion 1 — U (t— a) se escribe como

0 si t=za
1-ue-a= ) 5 (3o

4. Considerando a < D se tiene:

1 si agst<bh
0 si t<a &6 tzb

U(t—aJ—U[twb}:{

Una de las virtudes que tiene la funcién escalén unitario es que permite escribir funciones continuas
por partes usando una sola formula.
Por ejemplo la funcién f definida por

0 si O<t<m
3cos(t) si t=m

f{t)={

puede reescribirse como
0 si O<t<m
t) =3 t ,
f() cos(y & t>q
=3cos(t)U(t—m)

donde Dom(f) =]0, +co[—{m}
En el caso de la funcién
t si t<1
g(t) =1 4t? si l<t<?2
cos(t) si t=>2

tenemos que

t si t<l1 0 si t<l 0 si t<1
git)= {0 si l<t<2 + {4t2 si 1l<t<2 + {0 si l<t<?2
0 si t=2 0 si t=>2 cos(t) si t>2

equivalentemente

0 si t<l1
_ L)1 st t<1 2 , 0 si t<2, t#1
g(i.“)—t{0 si 1<t t;é2+4t 1 51. 1<t<2+cos(t){1 si t>2
0 si t>2
luego
g =t(1—U(t—1))+4t2(U(t—1)—U(t—2))+cos(D)(U(t—2)).
Finalmente,

g(t) = (4t? —=t)U(t—1) + (cos () — 42 )U(t—2) + t
donde Dom(g) =}-co, +00[—{1, 2}.

Teorema 5.7
La funcion U (t — a) posee transformada de Laplace dada por
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

—Sd

L{U(t—a)}(s)= {F
s

si a>0
si a<0
cuyo dominio es el intervalo 10, +o2[.

=05
Considerando a > 0, la transformada inversa de “— esta dada por

. a—as
L = (B)=U(t—a).

Calcule la transformada de Laplace de |a funcion f definida por f (t) = 3U (t— m) + 2U(t + 2)
Solucion:

LA = L{BUE—m)(s)+2U(t+2)}(5)=3L{U(t—m)}(s)+2L{U(t+ 2)}(5)

v L =% 1. 3e="42
= Fre——dd-n= =

Si la funcién f posee transformacda de Laplace
F(s)=L{f(D)}(s), s>a
Para a > 0 se tiene

LAf(t—a)U(t—a)}(s) =e “°F(s),

reciprocamente, se cumple

L e SF(s)] =f(t—a)U(t—a).

Si la funcién g posee transformada de Laplace. Para todo a = 0 se cumple

L{g)U(t—a)} =e~L{g(t+a)}(s)

Calcule la transformada de Laplace de la funcién f definida por f (t) = t2U(t— 1)

Solucién:
Aplicando la transformada de Laplace, se tiene

LW = c{t?Uu(t—1)}(s)=e"5C {(t + 1)2} =eSL{t?+2t+1}=

= ==slZ20 2 1]_2&“ L
_e[Ef+s+s_s3+s s -

Ejemplo 5.17

Calcule la transformada de Laplace de |a funcion f (t) = sen () U (t — )
Solucién:
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

Aplicando la transformada de Laplace, se tiene

LAf(B)}Y(5) =LA{sen()U(t—m)}(s)=eTL{sen(t+ m)}

=e~™L {sen(t)cos(n) + cos(t)sen(m)} = e "L {—sen (1)} =—e~™ .

Ejemplo 5.18

Calcule la transformada de Laplace inversa de G (5) (t) =

—Rs

s?2+1 (0

Solucian: Aplicando la transformada de laplace inversa

LG ()=t soern 4r1{gms 4cos(t—mU(t—m)
5 =L = (=] =4cos(l—T1 — ).
g2 47 5241
[ —
Licas(t)}

Ejemplo 5.19

Resolver el PVl y' + y = (t) sujeto a ¥ (0) = 5 donde

0 si O<t<m
3cos(t) si t=m

f[f)={

Solucion:
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacion del PVI se tiene

ciy' +yl=c{f (O},
donde
C{f(t)} =LA{3cos()U(t—m)} =3e "L {cos(t+m}

= 3e~ "L {cos(t)cos(m)—sen(t)sen(n)} = 3e "L {—cos(t)} =—3e" ™. 5—2‘%

luego

sY(5)—5+ Y(s)=—3e 5. 5
sc+1
seguidamente

5 3e s
s+1 (s+1)(s2+1)

aplicando la transformada de |aplace inversa se tiene

vy =t rsy =] S22 7E }(t)=g_1{i}-c—1{‘ — }
L A 1) stl (s+1)(s?+1)

Y(s) =

ya que se tiene que
s A Bs+C

G+D(E+1) G+D  (+1)
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

resulta que A = —1, B = 3 y C = £ obtenemos
= - e S5 e 1=
y(t) 5e { 2{:+1) 2(52+1) g 2[52+1]}
—q5 15 3 —1s
et i -1fe®s ] 2. e
¥ =S f “emlits {(sm;} 2° {(sm)}

y(t) =5et—2 {—e~(=my(t—n) + cos (t — M) U(t— m) + sen (t— m) U(t— )}
y(t) =5et+ 2e MUt —m)— 3cos(t—mU(t—m) — Zsen (t—m) U(t— m)
y(t) =5et+ e—“—’”U(t M)+ 2cc}s (Qut— ﬁ]— cos(D)U(t—m)

Por lo tanto,

3
y(t)=5e"t+ Ee—lt—”u(t— ),

es la solucion del PVI dado.

Ejemplo 5.20

Resolver y() — y = U(t— 1) sujeto a y(0) = y’(0) = y(0) = 0, yCJ(0) =1
Solucion:
Aplicando la transformada de Laplace y sus propiedades a la EDO obtenemos

iy} ()~ L{y}Hs) = L{U(t=1)} (5)
luego
s*Y(s)=sy(0)—s?y'(0)—sy”(0) — yP(0) = Y(s) = ET_S
reemplazando los datos iniciales y simplificando, se tiene

—5

{54—1)Y[5}=ET+1

asi,

Y(s) = L St
)= G DE-Dex 1)(T+ )

aplicando la transformada de laplace inversa

1 1

H=c1 .e~* +£—1{ }

it {(53 +1)(s—1)(s+1)s } (24 1)(s—1)(s+1)

notermos que
1 As+B &l D
- = + +

(s2+1)5—1)s+1)s s2+1 s-—1 s+1
A=1/2,B=0,C=1/4,D=1/4E=1

i Fs+ G H
(52+1}(s (s + l) 52+1 s—1
F=0G6=-1/2, H=1/4, K=—1/4.

E
chcha ecuacion se cumple para

K
+ de donde
s+ 1

Luego,
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

-
(52 + 1)(s—1)(s+ 1)s

1 1 1 1 1 1
= =/l { .e“} +—L71 {—e‘s} ty+-—c1 {—e‘s} ) +c71 {—e‘s}
2 (s2+1) 4 s—1 4 s+a 5

1 1
= E{COS[t— 1U(t=1)) + 7e' Ut —1) + Ee"‘“_l)U(r— 1)+ U(t—1)

1 1 1
—cos(t—1)+ —et"14 el 1 1U—-1)
2 4 4

e e L e e
E+his-ne+nl - 27\&+1t2 s—1) 4 s+l

1 1 1
——sen(t)+ —el — —e 1,
2 4 4

Por lo tanto,

y(t)= [lcos(t— 1)+ Ee*—l + Ee—“l + 1] U(t—1) + (— Esen(t} + }e‘ = Ee—f)
2 4 4 2 4 4

110



5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

GG Convolucion

Dadas dos funciones continuas por partes en el intervalo [ 0, +o00o[, entonces se define |la convolucion
(producto de convolucion) entre f y g como

£
(f * g)(¢)=L fnNg(t—r)dr

Sif(t)=1yg(t)=t. Determinef * g.
Solucion: Por definicion de convolucion tenemos
2|

t t
(f * g)[f)=j 1[t—r)dr=f (t—r)dr=tr— —
0 0 2

tambien note que al calcular g * f se tiene:

t 21t

(9 *f)tt)=f N@ar==

1]

t2

2

0

una pregunta natural es ¢ el producto convolucion es conmutativof * g = g * 7, veamos algunas propie-
dades importantes de la convolucidn

Sean f, g dos funciones continuas por partes, se cumple
Lfxg=gx*f
2 (Fxg)*h=f+(g=*h)
3 f+(g+h)=f*xg+f*h
4. f*0=0

Sin embargo como vimos en el ejemplo anterior, no se cumple que

fri=f

Una de las principales propiedades de la convolucion de funciones tiene que ver con la transformada
de Laplace, es decir la transformada de Laplace de una convolucién es el producto de sus transformadas,
como lo dice el siguiente teorema

Teorema 5.11

Sean f y g funciones que tienen por transformadas de Laplace a F (s) y G (5) respectivamente para
5 > a. Entonces se cumple que

LA = 9) ()} (S)=F(s)G(s),

o en términos de la transformada de Laplace inversa se tiene que

LHF()GB)} (O = *9) (1)

Notese que este resultado permite calcular transformadas de Laplace inversas de productos de funciones.

Calcule la transformada de Laplace inversa de F(s) = (—25—4]5
e

Solucion: Al aplicar la transformada de Laplace inversa a F se tiene
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVis

LT

- 20 = cos(2t) * sen(2t)

5444 544

£ {(s?ia)? } =

=

oY— o~

= 3 [ cos(2r)[sen(2t)cos(2r)—sen(2r)cos(2t)] dr

t o
= %[j sen(2t) cos? (2r)dr— | cos(2t)sen (2r)c05(2r)dr]
a [+]

t
0

t
_ sen(2t) p 1+cos(dr) cos(2t)  sen?(2r)
2 J.S 2 dr—[ 2 4 }

_ sen(2t) sen(ar)\t  cos(2t)sen?(2t)
3 (r-i— 3 ]o"_ ]

tsen(2t) | 2sent(2t)cos(2t) _ cos(2t)seni(2t) _ tsen(2t)
4 16 8 ] 4 4

cos(2r)sen(2(t—r))dr= % j' cos(2r)[sen(2t—2r)]dr
[

5.3.3. EDOs lineales y transformadas de Laplace

Para resolver la EDO
ay’ + by’ +cy =g(t)

Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion,
a(s2Y(s)—sy (0)—y' (0)) + b(sY (s)—y(0) +cY (s} =G(s)
si hacemos que y (0) = C1 y ¥’ (0) = C3, entonces

a(s?Y (s)—sC1—Ca)+ b(sY(s)—C1)+cY(5) =G (5)

luego
(as? +bs+c)Y(s)=G(s)+ (as+b)C1 +aCs

despejando Y(s) obtenemos
G(s) (as+b)Cy aC;

Y(s)= +
as?+bs+c as?+bs+c asi+bs+c

aplicando la transformada de Laplace inversa a esta ultima expresion:

— -1 G(s) (as+b)Cq aCz
yt)y= £ {asz+bs+c +aszebsic T cz52+bs+c} ®

£7HG(S) gorpare | + Ot i) + Cot ™ aoane )

(g * M)+ Cay1 (D) + Cay2 (1)

donde
HEAUID) Slwe yray s
c 11 = (as+ b)
B e
n L{y2(D)} =

as2+ bs+c
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5.3. Transformada de Laplace para resolver PVls

5.3.4. Impulso Unitario

Para todo a = 0, se define la funcién impulso en ty = 0 como:

1/2a+

0 si t<ty—a
Salt—to)={ 4 si to—ast<tg+a fg—0 1o to
0 si to+ast

Vi
P 2a
I
|
|
1
1

I

P |
1
1
|
|
;
+

a

Ndtese que el area por debajo de la gréfica de la funcion impulso y sobre el eje X se mantiene igual a 1
cualquiera que sea el valor de a. Si a se hace progresivamente pegueiio, el drea se mantiene igual a 1,
obteniéndase un pulso de gran altura.

 SpESS I

Funcion delta de Dirac

Sea 8, la funcién impulso unitario, definimas la funcién delta de Dirac como el limite de 5, cuando a
tiende a cero. Es decir:
s(t—tg) = J!'r‘%&a (t—ta)
[ B

La funcidn delta de Dirac realmente es una distribucién y no una funcién como tal, pero no es objetivo
de este curso detallar |a definicion de distribucion y para evitar confusiones nos referiremos a esta
distribucién delta de Dirac simplemente como la funcién Delta.

La funcion Delta de Dirac tiene las siguientes propiedades

+c0 t=t
1. 5[t—fn]={0 t#fg 4

o

[ee]
2. f S(t—to)dt=1
—C0
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LELCUCERPIE Transformada de Laplace de la funcién Delta de Dirac
Para tg = 0,
L{5(t—to)}(s) =€

En particular £ {5(t)} =1

Resolverel PVIy' + y =8 (t—1),y(0) =2
Solucion:
Aplicamos la Transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacion y obtenemos

cly' +y}s)= £{6(t—1)}(s)
cly't+c{yr= e

—5

sY(s)—y(0)+Y(5)=

0]

(s+1)Y(s)—2= e&°

2468
s+1
al aplicar la transformada de Laplace inversa y sus propiedades se tiene

2+e° 1 e *
y(t)=£‘1{ s+1 }= 2(:-1{5+ 1}+£_1{s+ 1]= i

Y(s)=

luego la solucién es y (t) = 2e~t + e~ 1U(t—1).

Resolver el PVl y"" + y = 46 (t— 2m) sujetoa y(0) =1, y'(0) =0
Solucion:
Aplicamos la Transformada de Laplace y sus propiedades, obtenemos
L{y” +y}s)= L{486(t—2m)}(5)
L{y"}(s)+ Ly} (s)= 4c{s(t—2m)}(s)

52Y (s)—sy(0)—y (0)+ Y(s)= 4e—2ns

luego
5+ 4g—2ms

s?+1
aplicando la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene

(s24+1)Y(s)—s=4e 2™ =Y (s) =

y= == o F o+ (o

= cos(t)+4sen(t—2m)U(t— 2m).

5.4. Ejercicios Resueltos

1. Resoverel PVl y’ 4+ 2y =35 (t—2)— U(t— 7) sujetoa y (0) = 1.
Solucion:
Aplicando la transformada de Laplace y sus propiedades obtenemos
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c{y'+2y}= c{t3s(t—2)—-uU(t—7)}

ciy't+2c{yy=  c{6(t—2)} —c{UEt-T7)}
—_—

n d"F(s)

LUMF(O}=(-1)" L

a3(e=25) o5
T s T s

sY(s)—y(0)+ 2Y(s) =

—75

(5+2)Y(s)—1= +8e 25— 2—

1 25 e 7s
Y(8)= =3 +8am— e
luego
~25 e 7s 1 9_25 1 6_75
— - g _ p— — _ —
yO ==L { et s — 5(s+2]}_£’ {5+2}+8 £ {s+2} L {5(5+2)}
L£7H{e aF(s)}=f(t—a)U(t—a) L71{F(s)G(s)}=(f*g)(t)

Por lo tanto,

y(t)=e"2+8e 2y (t—2)—e 2t x U(t—T7).

. Resolverel PVI y” + 3y’ 4+ 2y = 2U(t— 1) + el§ (t— 2) sujetoa y (0) =y’ (0) =0
Solucién:
Al aplicar la transformada de Laplace y sus propiedades a la EDO se tiene:

c{y”+3y' +2y}(s)=c{2Uu(t—1)+e'6(t—2)}(s)

luego

LAY} (S)+3L{Y' () +2L{y}(s)= 2L{U(t—1)}(s)+L1ets(t—2) (s
T
(s2Y ()= sy (0) = y’(0)) + 3(sY(s) —y(0)) + 2Y (s) = ZE;Jreh:;;
S2Y () +3sY(s) + 2Y(s) = 22 +§;2£s;13
S2Y () + 35Y(s) + 2Y(s) = zeT’er@
(2+3s+2)Y(s)= 25+ e

_ 2e—5 92 E.—Zs
Y(s)= (s+1)(5+2)s ' (s+1)(5+2)

aplicando la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene

0 =1 2e~ ele 2L*1{ e } p e?e %
= + = e S —
y (s+1)(s+2)s (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)s (s+1)(s+2)
considerando sus fracciones parciales
1
- (s+1)[s+2)s=s+1+m+ t=c= 1/2,A==1,B=1/2

1 D , E —
B D) s+l T w2 D=1E=-1
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Asi, se cumple que:

St = bt &S e
= —e (DY (t—1)+ Fe 2Dy (t—1) + U (t—1)
- e g5 (5]

= e2[et=Dy(t—2)—e 2Dy (t—-2)].

Por lo tanto,
y() = (=2t D 42Dy 1)ut-1)+ ((e¥ ) —e*2)u(t—2).

. Resuelva la EDO y™ + y* = f(t) sujeto a y (0) =y’ (0) = y” (0) = ¥/ (0) = 0

0 si t<-=2
dondef(t)=<1 si —2<t<?2
0 s5i t=>2

Solucion:

Observemos que f (t) = U (t + 2)— U (t — 2) luego aplicamos la trasformada de Laplace a
la EDO

L{y™ +y"}(s)=L{f}(s)
consecuentemente
[s*Y (s)— s3y""(0) — s2y”"(0) — sy’(0) — y(0) ] + [52Y (s) — sy(0) — y'(0)]
=c{U(t+2)—U(t—2)}

reemplazando los valores de las condiciones iniciales obtenemos

1 e—2s

(s*+82)Y()=C£{U(t+2)}—L{U(t-2)}= -5
6_25

Y(s)= 53(51.,.1) T s3(s2+1)

Al aplicar la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene

vo= o=t bk} - o {2 )

oS cisent+2)u(t+ 203} - {c {5} c{sen(t—2)u(t—2)}}.

Por lo tanto, la solucion es:

2

2
y(t)= (%) * (sen(t+2)U(t+2))— (%) * (sen(t—2)U(t—2))
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4. Resolver laEDO y” + 4y’ + 6y =1+ ¢~ L.
Solucién:
Aplicamos la transformada de Laplace

LAY"}+4L{y’}+6L{y}= C£{1}+c{et}

s2Y(s) = sy(0)— y’(0) + 4 (sY(5) — y(0)) + 6Y(s) =

u | =

+

1
s+1
(s2+45+6)Y(s)= 1+ 5+(s+4)y(0)+y(0)

w =

o |

+ 7 +(s+4)y(0)+y’(0)

Y(s)= (5+2)%+2

Despejamos Y (s)

=l (5+2y(0) | 24(0)+y'(0)

Y(s)= (s+2)°+2 © (s+2)°+2 (s+2)*+2

s
(s+2)°+2

Aplicando la transformada de Laplace inversa y sus propiedades obtenemos

= L1111 _¥2 | 1paf1 V2 -1 [ _(5+2)
y(t) = ﬁﬁ {5 (5+2)2+2}+ﬁ£ {s+1 (s+2)2+2}+yw)£ {(s+z)2+2}+

+ 2y +y ) £ 5355

(s+2)%+2
y(t) = %(f *g) () + % (h*g)(t)+ y(O)e*chos(ﬁt) +(2y(0) + y’(0)) e~2tsen (ﬁt)
donde f(t) = 1,g(t) = e~ 2fsen(¥/2t)y h(t) = et

) (s—4)e™*
5. Determine £71{ ————— 1} (t).
s2+4s5+5
Solucion:

Aplicando las propiedades de la transformada inversa de Laplace inversa, se tiene

o) oo el

52 +45+5 (s+2)2+1 (s+2)2+1
= e~ 2At=3)cos(t—3)U(t— 3)— 6e~2(=3)sen(t — 3)U(t— 3)
= (cos(t—3)— 6sen(t—3))e2+6u(t—3)
6. Resolver y(*) — y = U(t— 1) sujeto a y(0) = y’(0) = y"(0) =0, y3(0) =1

Solucion:
Aplicamos la transformada de Laplace a la EDO

L{yWH(s)—L{y}(s)= L{Ut—1)}(5)
s4Y(s) — s3y(0) — s2y’(0) — sy (0) — yP(0) - Y(s) = &~

(s*=1)Y(s5) = E—;S +1
1 —5
Y() = e (st 1)
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al aplicar la transformada de Laplace inversa, se tiene

— 1 1 —s} —1{ 1 }
y=£ {(52+1)(s—1)(5+1)s‘e lE T DE-DE+ D

Ademas notemos que

1 _ As+B

D
® T DG-DG+Ds s+l 1

5+1

+ 255 + 225 + £ de donde se obtiene:
A=1/2,B=0,C=1/4,D=1/4E=1

- 1 — Fs+G
(s24+1)(s—1)(s+1) = s?+1

H K N
+gt o1 de donde se obtiene:

F=0,G=-1/2, H=1/4, K=-1/4.

Luego,

-1 1 ~s)= Lp-1f_s as)plp-1flgs) lp-1f 1 oo -1 {1~
L {(52+1)(s—1}(s+1)s'e 5}_ 2£ {{52+1)‘e s}+ 4C {5—1e s}+ 4£’ {5+le 5}+£’ {se s}
= Zcos(t—1)U(t— 1)+ ze~1U(t— 1) + ze~—DU(t— 1) + U(t— 1)

= [Jcos(t—1)+te 1+ et 1]U(t—-1)

Y ommenent = —itlSt i & - )

1 1.t 1.t
—35sen(t) + zet—ze ™t

Por lo tanto,

y(t) = [lcos(t— 1)+ }e‘“1 + le‘“rl + 1] u(t—1) + (—Esen(t) + 1er— Ee‘*).
2 4 4 2 4 4

7. Resolver el PVl y” + y = sen (t) U (t— m) sujetoa y (0) =y’ (0) = 0.
Solucion:
Aplicamos la transformada Laplace a la EDO
L{y"+y}(5)= L{sen(t)U(t—m)}(s)
LAy"}(s)+ L{y}(s)= e ™L{sen(t—m)}(s)
s2Y(s)—sy(0)—y/(0)+ Y(s) = e ™L {sen(t)cos(m)— cos(t)sen(m)}(s)

(52+1)Y(S): —e‘”sﬁ{sen(t)}z_e—ns( 1 )

s2+1

luego
— TS

Y§)=———
(s + 1)2

118
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al aplicar la transformada de Laplace inversa, se tiene
_ —1)__e™ — -1 —ms ., _ 1 1
yi)= * { (52+1)2} =—L {(e " s?+1) 52+l}

y()= —c {[c{sen(t—mU(t—m)}]-[L{sen(t)}]}

= —[sen(t—m)U(t—m)] * sen(t)
Por lo tanto,

y()=—[—sen(t)U(t—m)] * sen(t) =[sen(t)U(t—m)] * sen(t)

. Resolverel PVl y(*)—11y""+18y = f(t) sujetoaf(0) = f'(0) = 0;f”(0) = 1,f""(0) = -2
Donde Dom (f) = [0, +co[. Escriba su respuesta en términos del preducto de convolucién.
Solucion:

Aplicamos la transformada de Laplace

L{y®—11y”+ 18y} = L{f(t)}
L{y®}—112{y"} +18L{y} = F(s)

luego

(s*Y (5)—s?y(0) — 5%y’ (0) — sy” (0) — y*” (0))—11 (s?Y(5) — sy(0) — y’(0))+18Y (5) = F (5)

aplicando las condiciones iniciales obtenemos

(s*—11s2+18)Y(s)—s+2= F(s)
(s2=9)(s?=2)Y(s)= F(s)+5—2

entonces

= F(s)+s5-2 — 1 s—2
v(s)= (5—3)(s+3)(s—v2)(s++2) F(s). |:(5—3)(s+3)(s—ﬁ)[s+ﬁ):| (s—3)(s+3)(s—v2)(5+v2)

Ademas note que

i
. (5_3)[5+3)(5 2)(s+v2) _ 5-3 tsast—astaa de donde se obtiene
—l.p__1.~___1 . 1
A= B=—mC=—0zm 144

s—2
¥ o+ (s—v2)(5+42)

luego tenemos que

—1 1 — pr-1[_A B cC D
L {(573)(“3)(545)(5“/5)} = oM L5+t —at 5—+4§}

I
N
o

L Bt { ) + et {—ﬁ} +DcH{ 2

— 1 .3t 1 -3t 1_pvat e— V2t —.
& m® TRt Tt J_ =:g(t)
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y

-1 5—2 = p-1{ E L F_ G
£ {(5—3)(s+5)(s—ﬁ)(s+ﬁ)} =L {573 test —o2 +

H
s+v2

= Ec! {%} +Fc1 {5+3}+ GL-

e

s+42

S o3ty Zl/at_ 21 1ht

— 1,3t
= #3€

al aplicar la transformada de Laplace inversa, se tiene

— —_ —2
y) =L {Y ()} =L {F(s)‘ [(s—3)[s+3)(sl—ﬁ)(s+ﬁ)] (s—3)(s+3)(ss—f)(s+f)}

yt)=c7t {F(S)- [(5_3){S+3](51_,/§)(5+ ﬁ)]} + L7 {(5_3)(s+3)($_;2ﬁ](s+«/§)}

y(8) = L1 {F(5).G(S)} + et + Se 3ty Y le/at_ V2ilo—iat
Por lo tanto,

1 5 - v2+1
t *g)()+ —elt+ —e >+ eVt — e”
y(O=0*a) O+ 2 1a 12

donde g (t) es como en (*).

. Resolver t2y” + 4ty’ + (t2 + 2)y = L sujetoa y(0) =1y y’(0) =0
Solucién:
Aplicamos la transformada de Laplace y sus propiedades a la EDO

c{edy" +ac{ty’}+c{(t?+2)y}=-

luego
2Ly — 4oy + (125 c{yy + 20 {y} = L
;‘722 [52Y(5)— sy(0)— y'(0)] — 4 & [sY(s)— y(0)] + Y(s) + 2Y(s) = 1
G [2sY(s) +52Y'(s)— 1] —4[Y(S) + SY'(S)] + Y/(s) + 2Y(s) = 1
2Y(s) + 25Y/(S) + 25Y’(5) + S2Y"(S) — 4[Y(S) + sY/(s)] + Y"/(s) + 2Y(s) = 1
(s2+1)Y"(s)= 2
YS)= fm
dado que
Y”(s) = c{t?y(t)}
tenemos
c{Py)} = - y()=£7" {1 }=(f*g)(t)
ss2+1 ss2+1

donde f(t) = 1y g(t) = sen(t). Por lo tanto,

(f * g)(b)

y(t) = 2
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5.4. Ejercicios Resueltos

10. Resolver y"" — 7y’ + 6y =e' + 6 (t—2) + 6 (t— 4) sujeto a y(0) = y’(0) = 0.
Solucién:
Aplicamos la transformada de Laplace
c{y"t=71c{y’t+6c{yr=cl{e'}+£{s(t—2)} + £{6(t—4)}

luego

s2Y(s)—sy(0)—y'(0)— 7[sY(s)—y(0)] + 6Y(s) = 5 +e 2t +e 4

(°=7s+6)Y(s)= +e+e
ﬁq—e‘zﬁ-e““ 1 e-2t g4t

Y(s)= (-7516) ~ -D'(s—6) T G-1E-8 T G168

al aplicar la transformada de Laplace inversa, se tiene

—2t —at
y(t):ﬁ_l{;}.kﬁ_l{ei +£_l 67
(s—1)°(s—6) (s—1)(s—6) (s—1)(s—6)

Ademas note que

L] m = ;;1 + ﬁ + & de donde se obtiene

A=-1/25B=-1/5yC=1/25

. m = % + % de donde se obtiene

D=-1/5yE=1/5

entonces
Hahas) = e R -3 () + A0 () =kt dett e e
M ohen ) = s En) i e = te U -2+ 2 U -2)
el = - {Eph s ) = st - O+ gt UE- 1)
Por lo tanto,

1 1 1 1 1
t)=——el——elt+ —eb'——U(t—2)[ef"2 — e®12]— —y(t—4) [et* — eB124].
y() = —ooe'—cefts ——e®—-U(t-2)[ J-gute=49 ]

11. Resolver la ecuacion y”’ + 2y =6 (x—2m) cony (0)=1,y’(0) = 0.
Solucién:
Aplicando la transformada de Laplace y sus propiedades
L{y”+2y}= L£{6(x—2m)}
L{y”"}+22{y}t= L£{é(x—2m)}

s2Y (s)—sy(0)—y'(0) + 2Y(s) = e~ 257
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5.4. Ejercicios Resueltos

12.

consecuentemente

E—Zns 15

2 —27s
s+ 2)Y(s)=¢e +s=Y(5)=——+——
( )Y() (=) s2+2 s2+2

al aplicar la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene
1 e—21s 5 L e—2ns 1 5
t)y=L" + =L" + L7 { }
y® {52+2 52+2} {52+2} s2+2

—27S§
£t {:2 " 2}: sen(V2(t—2m)U(t—2m).

dado que

pues £71 {e*“SF (s)} = f(t— a) U (t— a) tenemos que la solucion del PVI es

y(@®) = sen(s/ft— \/EZT()U(t— 2m) + cos(\/it)

Resuelva el siguiente problema de valorinicial y"”’+ 4y’ +4y = 14+ 6 (t — 2) sujetoa y (0) =
2,y (0)=3.
Solucion:
Aplicamos la transformada de Laplace y sus propiedades,
L{y"+4y'+4y}y = £{1+6(t—2)}
s2Y(s)—sy(0)—y/(0) + 4sY(s)— 4y(0) + 4Y(s) = % +e %
(s2+4s+4)Y(s)—25—3—8= L+e 2

(s2+4s+4)Y(s)= 25+ 11+%+e‘25

25+11+1+e72 25+4 7 1 e
7 = 7 7+ 7+ 7
(s+2) (s+2) (s+2) s(s+2) (s+2)

Y(s)=

al aplicar la transformada de Laplace inversa y sus propiedades, se tiene

yo=cr o=t { e e }+,:—1{ e
(s+2)° (s+2)° s(s+2)? (s+2)°

Ademas notemos que

o (Z) =20 () =20

w1 {(5+72]2} =7,71 {(5+12)2} =7te 2tyaque £~ {F(s—a)} = e%f(t)y
n!
—1 —
L {5n+1} =t"

122

!



5.5. Ejercicios Propuestos

9:9.

=Lt {(5+2)2

Por lo tanto,

te—2t g2t

= -3 z

1
7

-1§_1 | _ -2t — (frp—2147 = 7€
. L {5(s+2)2}_ 1xte 2= [ e 2dr=1

e SF(s)} =

y(t)= 2e72t4 Tte2t4 _teX

y(t) =

Ejercicios Propuestos

. Halle la transformada de Laplace inversa de:

a) F(s)= 52+615+13

b) G(s)=

6s5—4

s2=as5+20

E

2

_ar |t
—2

0

} U(t—2)(t—2)e~2t=2) ya que

Ut—of(t—c)

—[lefgr=—teX

=2 =77z

“rliut-2)(t—2)e 2D

Te 2t =2ty L4 (t—2) (t—2)e 24,

. Resolver los PVis aplicando la trasnformada de Laplace

a) y"” =2y’ +5y=—8e"", y(0)=2,y"(0) =12
b) y"” — 6y’ + 13y =2e3cos(2t),y(0)=1,y'(0)=1

a) x” +2x’
b) x—2x" + 3x’—

) y"—y=4det—2e7"y(0)=1y'(0)=4
d) y"— 2j/’ =Ly(0)=2y(0)=1
. SeaF(s)= 1]4.
de Laplace

. Halle la transformada de Laplace de la funcion f definida por f (t) = {

2
6

y'+y=U(t-1)
y(0)=y"(0)=0

{y”+ ay' + 5y =U(t)—U(t—1)

y(0)=1,y'(0)=0
. Resolver y’ — y =sent, y(0) =

Rpta. y (t) = el * sen (t)

Rpta. y (t) = {

cost 0<t<2m
cost+ 4sent t=2m
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. Resolver y” + 3y’ — 10y =46(t—2),y(0) =2,y (0) =-3

,si 0<t<5
,Sl t=>5

. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales aplicando la transformada de Laplace:

+5x=1,x(0)=x(0)=0
6x=4t, x(0)=x(0)=0,x"(0)=1/6

. Resolver utilizando transformadas de Laplace, el siguiente problema de valor inicial:

. Resolver el problema de valor inicial aplicando la transformada de Laplace:

21
4

calcule, £72 {F (5)} y £ {F®3) (s)} utilizando propiedades de la transformada

t
0






Capitulo

Sistemas de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias de Primer orden

6.1. Introduccion

Los modelos matematicos de problemas del mundo real usualmente son formulados en términos de
sistemas de ecuaciones diferenciales. Veamos un gjemplo

Un modelo de Farmacocinética

Una prueba simple para saber sobre el funcionamiento del higado es inyectar tinta en el fluido sangui-
neo(suponer que la tinta y la sangre se mezclan uniformemente) y ver que tan rapido el higado lo aclara de
la sangre y lo excreta en bilis. Si el higado lo limpia rapido, la funcién del higado sera normal.

Para entender la dinamica de este proceso, nosotros presentaremos un modelo lineal simple. En el
modelo serdn considerados dos compartimentos interconectados, primero el compartimento sangre re-
presentado por X y luego el compartimento higado representado por Y. Existe un fluido continuo de un
compartimento a otro en diferentes tasas de cambio.

Representaremos graficamente el movimiento de tinte entre el higado y el fluido sanguineo

Y

ih

A

donde a es la tasa de transferencia de tinta de la sangre (X) al higado (Y) y b es la tasa de transferencia de
tinta del higado (Y) a la sangre (X), también consideremos h como la tasa de aclaramiento del higado en
bilis.
Para construir el modelo definiremos las variables como sigue:

X(t) : Concentracion de tinta en la sangre en el tiempo t.

y(t) : Concentracion de tinta en el higado en el tiempo t.

x'(t)=by—ax
y'(t)=ax—by—hy
donde a, b, h = 0.

En adelante buscaremos modelar, resolver y analizar este tipo de problemas.
iy Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de primer orden
Un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden es una expresion de la forma

F1 (t, yl,y;,yerE»--an»Y:a)= .
Fa(t.y1,y} y2.¥5 . ¥n ¥} ) =0

(6.1)

Fm(t.)’1.y;;)’2;}’5;"‘-‘ymy:})=0

donde y1, y2.+++,¥n son funciones reales a determinar gue dependen de la variable ty F; : A €
R1¥27 @, 1 < (< n, son funciones reales de varias variables.




6.2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales

Se suele suponer que hay igual nimero de ecuaciones que de incognitas de manera que todas las ecuacio-
nes son independientes, es decir, ninguna puede seducirse de las demés. Estamos interesados en aquellos
sistemas de ecuaciones diferenciales en los que podemos despejar la primera derivada de cada una de las
funciones incognita, es decir, sistemas de la forma

yi=h(tyi.yz <. yn)

ya=f20t y1.y¥2,+* . ¥n)
-2 ! 6.2)

}’:-I =fﬂ(tay1:y2r“"yﬂ}

donde f;: A € R1*7 = R, 1 < i < n, son funciones reales.

Ejemplo 6.1

Si y1, ¥2 son funciones diferenciables en |a variable independiente &,

yi=tyi+y3
yy=t+yi+yz
es un sistema de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 6.2

Si y1, ¥2, ¥3 son funciones diferenciables en la variable independiente t,

Yi=tyi+y2—y3
yi=t+yi1+yays
Y5 =Yyiyzys

es un sistema de ecuaciones diferenciales.

Una solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales de n x n de la forma (6.2) es una funcion
vectorial Y (£) = (y1 (£), y2 (£), «++, ¥n (1)) tal que

yi ) =fty1(E),ya(t), -, yo ()
yi()=Ffa(t,y1 (), ya(t), -, ¥a(t))

¥R =fn(t y1(t),y2(t), -, yn(t))

para todo t € I donde I es un intervalo abierto.

En general la resolucion de estos sistemas no es posible, salvo en casos excepcionales, Para el caso de
los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, veremos mas adelante que
existen algoritmos que permiten el calculo explicito de las soluciones. Sin embargo, es relativamente sen-
cillo saber cuando un sistema tiene solucion, o mas precisamente cuando un problema de condiciones
iniciales asociado tiene solucion. Primero claro esta, debemos definir qué entendemos por un problema de
condiciones iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales como haremos a seguir

6.2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales

Un problema con condiciones iniciales (PVI) para sistemas de ecuaciones diferenciales es un sistema
de ecuaciones de la forma:
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6.2. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales

yi=fity1y2 -, yn)
ys=F(ty1, ¥z, yn)

. (6.3)
v =rfa(t.y1, Y2, ¥n)

yi(to) =y1. Y2 (to) =¥a.-++ , ¥n(to) =¥n
donde to, ¥1,¥2, . ¥n €R.

Ejemplo 6.3

Un problema de valor inicial de un sistema de EDO de 3 x 3 es:

Y,=tyi+y2—ys
i=t+y1+yoy3
Yy =Yy1y2ys

y1(0)=2,y2(0)=0,y3(0)=1

En el ejemplo anterior note que las condiciones iniciales implican el conocimiento de la funcion en t = 0.
Sin embargo el sistema

Yy =tyi+yi—y3
yi=t+yi+yays
Y3 =Y1yay3

y1(0)=2,y2(1)=0,y3(0)=1

no seria un problema de condiciones iniciales, ya que conocemos el valordey, ent =leyj;eysent =0
simultaneamente.

Para el caso de los problemas de condiciones iniciales para sistemas de ecuaciones diferenciales tenemos
el siguiente resultado.

LG UER Fxistencia y unicidad
Sean las funciones f; : I x U — R continuas, donde I=]a,b[ es un intervalo abiertoy U € R" un

ofi
conjunto abierto, si las derivadas parciales — son funciones continuas, entonces para todo g €l e

i
¥ =(¥1.¥2.-+,¥n) € U, el problema inicial (6.3) tiene solucién tnica en algin intervalo conteniendo
atg.

Si las funciones fi solo son continuas lo tnico que se puede garantizar es la existencia de soluciones.
Este resultado es facil de aplicar. Por ejemplo el problema que consideramos anteriormente.

yi=tyi+ys—ys
yi=t+y1+yays
Yi=yiyays

y1(0)=2,y2(0)=0,y3(0)=1

es tal que

= filtyLy2 y3)=ty1+yi—ys,
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

» fo(ty1.y2.y3)=t+yi1+y2y3
s f3(t,y1,¥2,¥3) = y1yaya

gue son funciones definidas en R4, continuas y tiene como derivadas parciales respecto a y;

aft _ h _ f
By_l_t 6Y2_2y2 ays —
af2 _ af2 _ afa _
=1 3y, = V3 Sy =2
afs of3 afs _

ay; Yay3 a3y, - Y1¥3 dys —Y1Y2
que son también funciones continuas por ser funciones polinémicas en R*. Asi este problema de condicio-

nes iniciales tiene solucion Unica, aungue no tengamos idea de cémo calcularla.

6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer
Orden

Un sistema de ecuaciones ordinarias lineales de primer orden se expresa en la forma

yi=au®yi+aiz(f)yz+...+ a1 (Oya + b1 (1)
yi=an(®y1+an()y2+...+ a2 (Oyn+ b2 (1)

(6.4)
yh=an (Oy1+an2(t)y2+...+ann (t)yn+ bn(t)
donde para cada 1 < (, j < n, las funciones reales ayj, b; estan definidas sobre un intervalo I.
Notamos que este sistema puede escribirse matricialmente como sigue:
Yi a1 (f) aiz(t) -+ ain(t) Y1 b1 (t)
¥ az1(t) az() - a0 (t) Y2 b2 (t)
. = . . . . . + .
y; ap1 () an2(t) -+ ann(f) ¥n bn (t)
Si denotamos
ann (t) a2 () --- aip(t) b1 (1) )41
azi(t) azz(t) -+ aza(t) bz (t) Y2
A(t)= : . . : b(t)= : e Y= :
an1(t) ap2(t) --- apnlt) b (t) ¥n
el sistema anterior puede reescribirse de forma matricial como
Y =AY+ b(b) (6.5)

donde por Y’ se entendera la derivada coordenada a coordenada, es decir,

/

4

yr=| 2
.f

Yn
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

Ejemplo 6.4
El sistema de EDOQ lineal: 5 5
Yi=vittiyot+ys+1—t
yo=tyi—tiy +et
vi=yi+(l=t)ya+y3

se puede reescribir como:

il [1 2 1][wn 12
y2 | =t —t2 0 y2 |+ et
y3 | 1 1-t 1 ya 0
(8]
[1 2 1 1—t2
Y=t —t2 0 |Y+| et
[ 1 1-¢ 1 | 0
————

Alt) b(t)

6.3.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas
Un sisterna de ecuaciones diferenciales lineales de la forma (6.5) sera homogénea si

0
0
b()=

0

En caso contrario el sistema se llamara no homogéneo.

Ejemplo 6.5
El sistema de ecuaciones diferenciales lineales

Yi=y1+tya+y3
yy=tyi—tly;

yi=yi+(1-ty2+ys

es homogéneo.

Proposicién 6.1
Sila matriz A = A (t) es de orden n x n y continua en un intervalo abierto I alrededor de ty, entonces
el sistema lineal homogéneo
Y =AY (6.6)

tiene exactamente n soluciones linealmente independientes definidas en el intervalo I.

ik« y M Sclucion General sisterna homogéneo

La solucidon general del sistema homogéneo Y’ = AY es una funcién vectorial Yy que puede ser
escrito como combinacion lineal de 1 soluciones linealmente independientes de este sistema. Es

decir

Yo =c1Y (D + Y2 () +--+ YT (D)
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

donde las ¢; son constantes arbitrarias, {Y1, Y2, ---, Y7} son funciones L.i. tal que Y = AY?,

Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden lineales homogéneo con coeficientes
constantes

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de la forma (6.5) se dird de coeficientes constantes si
la matriz A(t) = A es constante.

Ejemplo 6.6
El sistema de ecuaciones diferenciales lineales

Yi=2y1—Yy2+ys3
Yo=yi—y2+17y3
yi=—ayityatys

es de coeficientes constantes pues el sistema dado puede reescribirse de la forma

Y =AY
Y1 2 =1 1
donde Y = | y2 ¥ A=| 1 =1 7
¥3 -4 1 1

Como hemos comentado anteriormente en general no va a ser posible resolver sistemas de ecuaciones di-
ferenciales salvo en ciertos casos particulares como es el caso de los sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes constantes, cuya teoria general estudiaremos a seguir.

Para resolver un sistema lineal homogeneo de primer orden de coeficientes constantes

Y/ =AY (6.7)

donde A es una matriz de orden 1 x n con entradas constantes, usaremos el método de los autovalores, es
decir encontraremos soluciones de la forma

Y = velt (6.8)

Observemos que si derivamos Y con respecto a t se tiene, ¥” = Avert como buscamos que Y sea solucion
de (6.6) tendremas que A (vert) = Ave? luego e*A (v) = e*fAv consecuentemente

A(V)=Av

Esta ultima expresion indica que A debe ser un autovalor de la matriz A y v su autovector asociado. Asi
que, cuando calculemos los autovalores y autovectores de la matriz A, obtendremos soluciones de nuestro
sistema de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, no se debe olvidar que necesitamos obtener n solucio-
nes linealmente independientes para obtener la solucion general. Luego con el objetivo de encontrar las n
soluciones consideraremos las dos situaciones siguientes:

a) La matriz A de orden n x n tiene n autovectores vi, vz, -+, Vn linealmente independientes, aso-
ciados a los autovalores Aq, Ag, -+, A, respectivamente (los n autovalores no necesariamente son
distintos).

b) La matriz A de orden n x n tiene menos de n autovectores linealmente independientes.

Para los sistemas lineales homogéneos con coeficientes variables, no se cuenta con un método ge-
neral para determinar las n soluciones Li.
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

Los calculos para determinar los autovalores y autovectores de una matriz se encuentran desarrolla-
dos en el apédndice B.

A seguir detallaremos cada caso

Caso a)

En esta situacién contamos con n autovectores linealmente independientes para la matriz A del sistema
lineal Y/ = AY, estos autovectores generaran

Yraehty,, YRamefthyg, o, ekt

que son n soluciones linealmente independientes del sistema lineal. Por lo tanto, la solucién general del
sistema se puede expresar en la forma

Y(H)=Ci¥Yl4 Co¥2 + o4 CpY"

dondeCy,C3z,+-,CreR.
Un caso particular en el que podemos asegurar que la matriz A contara con n autovectores linealmente
independientes se produce cuando los n autovalores de la matriz A son distintos.

El conjunto {¥1, Y2, ---, ¥"} es un conjunto fundamental de soluciones del sistema

Y =AY

Ejemplo 6.7

’ = a 3
Resolver el sistema {yl y1—2Yz

Y5 =Y1+5y2
Solucion:

Este sistema se puede escribir de la forma ¥’ = AY donde
L -3
A=[: ¢
Los autovalores de esta matrizson A = 2, A = 4y vy = [ _1 ] es un autovector asociado al

autovalorA =2y v; = [ _11 ] es autovector asociado al autovalor A = 4 (ver calculos en Apéndice

B), luego dos soluciones l.i. del sistema son
-3 -1
Lo 2t 2 at
Yt = [ 1 }e e YYo= [ 1 }e .
asi, la solucion general del sistema es

Y[t):[ ;;Eg ]=C1[ “13 }e2t+Cz[ —11 ]e‘“

donde C1 y C> son constante arbitrarias, también podemos notar que

Y(t)—[ yi(t) ]_ —3C et —Cye?t
Ly [T Cie?t+Crett
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

Ejemplo 6.8
yi=y1—3y2+7y3

Resolver el sistema { y% = —y1—y2 + 3
yi==y1+y2—3y3

Solucion:

Este sistema se puede escribir de la forma Y’ = AY donde

1 -3 7
A=| =1 =1 1
-1 1 -3
=1
Los autovalores de estamatrizson A = 0, A =—-1 , A =—-2yv; = 2 es un autovector
1
1 1
asociado al autovalorA =0;vz = | 3 | esautovectorasociadoal autovalorA=—1yvs=| 1
1 0

es autovector asociado al autovalor A = —2 (ver célculos en Apéndice B) . Entonces tres soluciones
Li. del sistema son

—1 1 1
yi= 2¢ |af - vEa| G (et e peElad] ) le=30
1 1 0
luego la solucién general del sistema es
yai(t) =1 1 1
Y(t)=| y2(t) | =C1 2 +C| 3 |et+Ca| 1 |e 2t
yal(t) 1 1 0

donde C7, Cz y C3 son constante arbitrarias, también podemos notar que

yi(t) —C1+Cret + C3e™ 2t
Y(t)=| ya2(t) | =| 2C143Cet+C3e2t
y3(t) Ci14 Cet
Ejemplo 6.9
1 -2 2
Resolver el sistema X' =| —2 1 -2 |X.
2 =2 1
Solucion:
Los autovalores de esta matriz son A = —1(de multiplicidad 2) y A = 5. Al encontrar el autovector
1 0
asociado a A = —1 secbtienen dos autovectoresl.i.queson | 1 |y | 1 [ porotroladoel autovec-
0 1
1
tor asociado al autovalor A =5es | —1 | (ver cdlculos en Apéndice B). Entonces tres soluciones
1
Li. del sistema son
1 0 i
=\ 1llex , X¥=]1 |t e X=|—I |e*
0 1 1

luego la solucidn general del sistema es
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

1 1
X=X +eX2+e3x3=c1| 1 |et+ea| 1 |ettes| =1 |et
0 1 1

donde C1, Cz y C3 son constantes arbitrarias, también podemos notar que

x1(t) e t+ C3e5‘_
X)) =] x20t) | =| cret+cet—c3e2t
x3(t) caet+ c3e5t

3 Autovalores Complejos

Debe observarse que cuando algun autovalor A de la matriz A es compleja (no real), los autovecto-
res v asociados son también complejos. Si A = a + i es autovalor complejo de la matriz A con
autovector asociado v = U + (w, entonces la solucién del sistema tendra la siguiente forma

Y(t)= eMy=el@+ Bl (y+iw)=e(cos(Bt)+ isen(B)) (u+ iw)

e (ucos (Bt) — wsen (Bt)) + (e®t (wcos (Bt) + usen (Bt))

por lo que tendriamos una solucién compleja (no real). Dado que interesa expresar las soluciones en
el campo real, bastara saber que las parte real e imaginaria de la solucion compleja obtenida tambien
son soluciones del sistema homogéneo dado, es decir

Y1(t) = e% (ucos (Bt) — wsen (Bt))

Y2 (t) = e (wcos (Bt) + usen (Bt)),
seran dos soluciones reales linealmente independientes del sistema

YE=AY
Ejemplo 6.10
Resolver el sistema
y1=yz
Yy, ==y
Solucion:
Este sistema se puede escribir de la forma Y’ = AY donde
0 1
s=l 0ol

para resolver este sistema encontraremos los autovalores de la matriz A resolviendo la respectiva
ecuacion caracteristica det(A — AI) = 0, entonces

A 1
-1 —AX

‘=o=¢,\2+1=0=>)\=1:'
luego calculamos los autovectores v # 0 tal que Av = Av

. SiA:I’:}V:[ ::'}

. sn:—;;«?:[ _11 ]
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Luego dos soluciones reales |.i. del sistema son

Yl(t)=e°*([ é ]cos[t)—[ ? ]sen{t))
0 |
0

Y2(t)=e® ([ g ]cos O+ [ sen [t})

Entonces |a solucion general es

o-[ 1§ ]-a[ b el &6

donde C7 y C2 son constantes arbitrarias.

Caso b)

Esta situacion se presenta cuando |la matriz A tiene algun autovalor repetido cuya multiplicidad algebraica
no coincide con su multiplicidad geométrica. En este caso, los k autovectores linealmente independientes
determinaran k soluciones linealmente independientes, pero aun nos faltan otras n — k soluciones. Pa-
ra determinar las n — k soluciones que formen con las anteriores un sistema fundamental de soluciones
tendremos en cuenta el siguiente resultado:

Si A es un autovalor de multiplicidad algebraica m y multiplicidad geométrica 1 siendo un autovector
asociado v1, entonces, existirdn m soluciones linealmente independientes generados como sigue:

Yl(t)=e vl
Y2(t) = tertv! + eMy?
donde v2 es un vector que verifica que

(A—ADVZ#0 y (A—AD?vZ=0.

tZ
Y3(t)= EE‘“V1 + te*tv? 4 M3

donde v3 es un vector gue verifica que
A-AD2VIE0 y (A-ADPVv3=0

m—1
anl{t): ¢ E’“V1+"‘+ relrvm—l_‘_e}\fvm
(m-=1)!
donde v™ es un vector que verificaque (A— A" 1vM £0 vy (A=A v =0.
Los vectores v2, - -+, v se denominan autovectores generalizados asociados al autovalor A. Se puede
comprabar que efectivamente
Yir), Y3(0,... Y™

son soluciones |.i. del sistema homogéneo Y/ =A - Y.

Ejemplo 6.11

Resolver el sistema: Y/ = AY si A = { g :g J

Solucion:
Para resolver este sistema se necesita encontar los autovalores de la matriz A, entonces se resolvera
la ecuacion caracteristica det(A — AI) = 0, entonces
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6.3. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias Lineales de Primer Orden

6—A -8
2 —2-A

Notese que el autovalor A = 2 tiene multiplicidad algebraica 2, luego los autovectores v # 0 tal que

2 z S
Av = Av dan como resultado el autovector v = [ 1 ] (ver célculos en Apéndice B), entonces una

=0=(6—A)(—2—A)+16=0=A2—4A+4=0=A=2

solucion del sistema estara dada por
Loy 0t 2
Y (t)=e [ 1 :|

por otro lado notemos que no es posible encontrar otro autovector asociado al autovalor A = 2 que
sea linealmente independiente con el autovector v, entonces para encontrar otra solucion del sistema
que sea .i. con la solucion Y1 tenemos que buscar un vector generalizado w # 0,entonces w debe
ser tal que

(A=2)w=v

luego 62 6 W[ 2 |queess uivalente a resolver
9 2 —2=2lw |52 ]9 q

4w, — 8wz =2

= Z2wi1=4w2+1 = W=[132]

2wi—4w; =1
asi la otra solucion Li. es Y2 = rezt[ % ] + eZt[ 162 j| luego la solucién general esta dada por

COHE R

donde C; y C> son constantes arbitrarias.

Ejemplo 6.12

Resolver el sistema Y’ =

conN
oM =
N o
=<

Solucion:
Al resolver, la ecuacion caracteristica

g—3 1 6
det(A—Al)=| 0 2—A 5 |=0==(2—-XA)3=0
0 B =

se tiene un solo autovalor A = 2 de multiplicidad algebraica 3. Luego al calcular los autovectores v
correspondientes

016 Vi 0
Av=2ve—= (A-2)v=0«< | 0 0 5 v | =] 0
0 0O V3 0

se obtiene vz + 6vs = 0y 5v3 = 0 = vz = v3 = 0. Luego si consideramos v; = 1 entonces

135
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1
vl=v=| 0 |.Asfencontramos una solucién del sistema
0
1
Yl=| 0 [e*
0

luego necesitamos encontrar dos vectores generalizados, L.i. con v. Uno de estos vectores debe
cumplir la ecuacién

(A—2Dv2 =1

es decir,
016 a 1 .
005 ||b|=]|0 =>{b+sf‘l
000||c 0 5c=0
0
de donde c = 0y b =1 luego si se considera a = 0,entonces v2 = | 1
0
0
Asi encontramos otra solucién Li. Y2 = tvle?t + | 1 | e2! para encontrar la tercera solucién X3
0

Li. calcularemos v tal que (A — 2I) v = V2, es decir

016][a 0 .
g0 5|lbl=]1 =>{b+6‘:_0
000||c 0 5c=1

de donde c = % yb= —% luego si se considera a = 0,entonces v2 = (a, b, ¢) = (0, —%, %)
o}
3 z 8 -
AsiY3 = Svle?t + tvle?t + | —2 | @2t Porlotanto la solucién general del sistema es
1
5
Y=c1Y + a2 + c3Y?

equivalentemente

1 1 0 1 0 ¢
Y(t)=c1e®* [ 0 |+ce®[t| O [+ | 1 | |+cse®| =[O0 [+¢t| 1 |[+]| -2
0 0 0 2]o 0 :

donde C;, C; y C3 son constantes arbitrarias.

[af el M Matriz Fundamental

Una matriz fundamental M(t) asociado al sistema lineal Y = AY (de orden n x n) es una matriz
de orden n x n tal que cada una de sus columnas son soluciones linealmente independientes del
sistema dado, es decir

ME)=[ Yl ¥2 ... yn]
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| donde Y1, ¥Z2,..., ¥" son n soluciones linealmente independientes del sistema .

Como Y' es una solucién, se tiene [ Y] = A (£) Y

=¥yl y2 ... yn ' =[ A)YL A()YZ - A@Y" J=A@[ Y Y2 . yn ]

luego
M(t) =A(H)M(L).

6.4. Ecuaciones lineales de orden n y sistemas de ecuaciones equiva-
lentes

Los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden también pueden resultar utiles en el estudio

de ecuaciones diferenciales de orden superior. Debido a que si una funcién x es una solucién de la ecuacién

diferencial de orden n
x{nJ :f(tt 5 _';("'F cen x[n_lJ) (ﬁg:l

y se pueden hacer los cambios de variable

vi=xya=x,,yp=x"1

entonces (y1, y2.---. ¥n) es una solucion del sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden
dado por:

( dy1
dt =¥z

dyz g

=y
dt

; (6.10)

dyn
——=f(t, v1, ¥z, ",
rr F(ty1 y2 ¥n)

Reciprocamente, si (y1, -+, ¥n) es una solucién del sistema (6.10) entonces y'1 es una solucion de |a
edode orden n (6.9) . En este sentido podemos considerar que las ecuaciones(6.9) y (6.10) son equivalentes.
Obsérvese que si la ecuacion diferencial de orden n es lineal entonces el sistema de ecuacién diferencial
correspondiente sera lineal.

Ejemplo 6.13
Escriba la EDO x”’ + 6x’ + 9x = tanx como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
Solucion:

Si hacemos y1 = x , y2 = x’, entonces
yi=y2

Y5 =—6ya—9y1 + tany:

Notemos también que en el caso de sistemas lineales de dos variables de coeficientes constantes, es
posible resolverlos a través de una ecuacidn ordinaria de orden 2.

Ejemplo 6.14

x’=3x— 18y

Resolver el sistema {y’ =2%x-—0y
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Solucion:
Si derivamos la primera ecuacién obtenemos x”/ = 3x’ — 18y« -vveeee (*)
luego sustituyendo y’ = 2x — 9y en (*) se tiene

X" = 3x’—18(2x — 9y) = 3x’ — 36X + 162y = 3x’ — 36X + 162 (3"1;"’]

Es decir, x” = —6x’ — 9x que es equivalente a X" + 6x’ + 9x = 0, luego su solucion general es
x =cre 3t + cate 3t como

3x—x' 3(cie 3t +coate ) — (=363 + e — 3cote )

AT 18

(6c1 —c2)e 3 4 Beyte 3t
18
Por lo tanto, la solucion general del sistema es

t c = =
(581 [ s Jone[ o

x(t) 7_ 1] s [ 0 ] —3t —3t
[y(t)}_ cl[%]e + €3 ;_é_ gt 4 % te

donde C7 y Cy son constantes arbitrarias.

6.5. Sistemas lineales de primer orden no homogéneos
Pretendemos ahora resolver un sistema diferencial lineal no homogéneo de la forma

Y =A(t)Y +B(t) (6.11)

para ello consideramos el siguiente teorema que nos da informacion acerca de sus soluciones.

Dado el sistema lineal de ecuaciones diferenciales no homogeéneo

Y =AY +B(t)
siendo A (t) y B (t) matrices cuyas entradas son funciones continuas en el intervalo I, y to € I, se
verifican las siguientes propiedades.

1. Si X(t) e Y (t) son dos soluciones tales que X (tg) # Y (o). entonces X (t) # Y (t) para todo
tel

2. Si Yy (t) es una solucion del sistema no homogéneo y Y, (t) es la solucidn general del sistema
homogéneo asociado Y’ = A (t) Y, entonces todas las soluciones Y (t) del sistema no homogé-
neo se pueden expresar en la forma

Y(B) =Yg (D) + Vp(D)

esta expresion constituye la solucion general del sisterna no homogéneo,

De acuerdo al (ltimo resultado de este teorema, cuando se quiera resolver el sistema no homogéneo
Y = A(t)-Y + B(t),

bastara encontrar la solucién general Yg(t) del sistema homogéneo Y’ = A(t) - Y y una solucién particular
Yp(t) del sistema completo. Ya hemos desarrollado un método para obtener la solucién general Yg(t) del
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6.5. Sistemas lineales de primer orden no homogéneos

sistema homogéneo cuando los coeficientes son constantes. Ahora, nos dedicaremos a desarrollar mé-
todos para encontrar una solucidn particular del sistema completo tales como el método de variacién de
parametros y coeficientes indeterminados, en el caso que se tiene resuelto el sistema lineal homogéneo
asociado.

6.5.1. Método de variacion de parametros

Supongamos que Y1(t), Y2(t),---, Y™ (t) son n soluciones linealmente independientes del sistema
homogéneo Y’ = A (t) Y y que por tanto su solucion general Y, (t) puede expresarse de la forma

Yg(t)=CaY  (£)+ CaY? () + -+ + CoY" (t)

donde C3, C3, - -+ Cp € R. Observamos que también se puede reescribir Yy de formal matricial como sigue

71

. | G2

Yg(t)=[ Yi(t) YA(t) = YO(D) ] | =M(t).C

Cn
Notemos que M(t) es una matriz en general no constante que depende de las soluciones L.i. del siste-
ma homogéneo asociado, es decir es una matriz fundamental y C es una matriz columna de componentes
constantes. El método de variacion de parametros sugiere que una solucion particular del sistema no ho-

mogéneo podra ser encontrado suponiendo que tiene la forma

Yp (£) =M(t)-K (1)

donde K (t) es una matriz columna por encontrar, en general no constante que depende de la variable inde-
pendiente t. Para encontrar esta matriz K (t) observemos que Y, (t) debe satisfacer la siguiente igualdad

Y () =A(t)Yp (D) +B(1)
ya que Yp(t) es una solucion del sistema no homogéneo. Asi tenemos que
[M(E)-K(D]' = A()IM(E)-K ()] +B ()
M/ (OK(t) + M(DK(t)= A(ME)K() +B(t)
MK () =AM K(E)—M(K(E)+B(t)= [AEM(t)— M (E)]K(E)+B(t) =B(t)
M(BDK/(t)= B(t)

entonces
K’ () =[M()] B ()

luego

K(t):f[M(t)]*B(t)dt

Por lo tanto, una solucioén particular del sistema completo es
Yp () = M(t)- f [M(t)]' B(t)dt
Asi que la solucidn del sistema no homogéneo se puede expresar en la forma

Y(t)=M(t)-C+ M[t)-J [M(B)]" B (t)dt
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Ejemplo 6.15

Resolver el sistema no homogeéneo

Yi=y1+2y—e
Vo =2y1+Yy2+el(1+4e73)

Seolucion: Podemos reescribir este sistema matricialmente como:

(2713 3118 ]+ eatanss

donde Y= [ ﬁ ] y A= [ % ]2' } el sistema homogéneo asociado es
Y =AY

para encontrar sus soluciones |.i. del sistema homogéneo debemos de resolver la ecuacion caracte-
ristica

det(A—AI)=0

S
| 2 1—A|=0
luego (1—A)’—4=0=(—1—-A)(3—A)=0= A=-1 y A=3

= A =—1 tiene por autovector asociado [ _11 ]
; ; 1
= A = 3 tiene por autovector asociado [ 1 ]

Asi, Y= [ "—11 }e—f y Yt = [ i }e“ son soluciones Li. del sistema homogéneo, luego

M(t):[ _ewt eBt ]

et @3t
es una matriz fundamental y su determinante es

det(M(t)) = —e?f —e?t = —22t

1 a3t  _g3t
ot S
M(t) ——Zez,[_e_t _e_f]

para encontrar una solucién particular Y, del sistema no homogeéneo usando el metodo de variacion
de parametros debemos calcular

luego

Yp = M(t) j [M()]~* B(t)dt
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Es decir,

Vo=
P e~t g3t

J- —a~t it 2 —a—4t -
et g3 et (1+4e3)
[ —p—t e3t ) 1 et _63! _e—‘f-f
= | et et )T et —et || ethae |T

S
___:L_Iie e 4E]dt

et — 1-4e¥

e’
—3t 2t =
—€ — e<l—4e
[ o=t _ @a-2t_4a-5t ]df

1[ _at gt ] = :
= = —t 3t =7t ~3t
2| et e e &2 v dost
e—at at It et et 42t T 10e—H ¢ 1pe—2t
4 3 hr—Ae el s 1 /) B 5
a4t gt _op e at | ag?r ae—dt  pga2t
3 —zhtE T =gkt | 5 I

Por lo tanto, la solucion general del sistema no homogéneo dado es

_t 3t 1| — 10e~%t ¢ lee=?
_ | = (5 Ci 31 5
Y()=M(t)C+Yp= [ et et ][ G ] *=z dest | 24e
21 5
0 A 2
— —t ot (0 g S S el
Cie~"+ Cret+—0 s+ 30

Y(t) =

—t 3t_ 4em¥  24e
eRattnaise o =

donde C; y Cz son constantes arbitrarias.

Ejemplo 6.16
3 1

; - 3% :
Resuelva el sistema X’=[ 5 = ]X+[ et :|SUJEiDaX[0'J =[ 4

[}
—

Solucion: Resolveremos el sistema homogéneo asociado
-3 1
Xt= X
2 —4
la ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes es

—3—=A 1
det(A—AI) = ‘ 2 4 |=E3=A)(=4=2)-2
= 124324+ M+ A2=2=A 2+ 72 +10=(A+2)(A+5)=0
por lo que los autovalores son A = —2 y A = —5. Luego necesitamos encontrar los respectivos
autovectores
m SiA==2
= = -1 1 vi] [ O —vi+v2=0
Av--—2v1=r(A+21]v-0=v[ > > M Vv }—[ 0 }1:. 2V —2Vs =0
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=siv1=1=>vz=lluegov=[ i ] Por lo tanto,

X1 =|: i ]e—zt es una solucion del sistema homogéneo.

% Si A =_5IAV=—5v4=>(A+SI)v=O‘=>[§ 1][}2]= [g] =
2vi+va =0

sivi=—1=v3=2luegov= [ 21 ] Par lo tanto, X2 = { _21 ]e"st es una solucion del
sistema homogéneo, luego la matriz fundamental es

e 2t _g—5t
g2t a—5t

Mit)y=[ X1 X2 ]=[

y cumple

—5t -5t -5t =5t
[ ze—zt e-Zt ] [ 29—2t e—2t } 2g2t  lg2t
—e e —e e 3 3
-1 _ -
M)y = g2t _g-5t | 37t

g2t gt

_ 1.5t 1.5t
3¢ 3¢

por el método de variacion de parametros podemos obtener una solucién particular X, tal que

2t 5t %e“ %ezc 3t
= et —e
Xp(t) =M(r)jM{r) 1B(t)dr=[ a2t 2g-St } dt
_leﬁr 1e5t et
L ™3 3
luego
1
et bt 2te’t + et
Xp= e=2t g5t . dt
—tadt 4 -3~e‘“ |

. e—2t _g=5t 2t — %ezr+ %er
o—2t a5t —l[e5‘- 5t—e5t) + 1 4t

35 =
_ L 1t 1, 1 1 ¢ 64 27 , 3 —t
sl e S e e st— 5 *12€
1 e 2 i 2 ot 3 21 Lo
t—5+§e -—gt“l‘ﬁ"‘ﬁe gf"—ﬁ—kie

Por lo tanto, la solucién general del sistema no homogéneo es

Sp_21 4 3 ot
1 9. s =1 1. % st—5+ 13€
X=ic e "+ e+
1 2 3 iz L |
st—ep et
5 50" 2
teniendo en cuenta las condiciones iniciales tenemos

¥ 3
-1 GO—C—s5t+ 13

4

C1+2c— 2+ 3
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de donde = 5
—-1= Cl—C2—§-+'1'§
4= c1+2c2—E5+3
entonces .
5=3c0+—+—
0 4

luego €1 =—1 + 383 + % — =2 consecuentemente la solucién del PVI dado es:
898 ¢ 1537 5t _ 6. 27 el
xa(t) 900€  —s00€ TEi—%tT
xo(t HOH gt A537 B¢ 7, 290, et
2t 900¢ ~ +t350€  t5t—5t e

Notese que el método de variacidn de parametros puede ser aplicado para encontrar una solucion
particular de cualquier sistema diferencial del cual conozcamos una matriz fundamental M(t) del sis-
tema homogeneo asociado, no necesariamente ha de ser éste un sistema con coeficientes constan-
tes (aungue sea éste el Unico caso en el que tenemos un procedimiento sistematico para |a obtencion
de M(t)).

6.5.2. Método de coeficientes indeterminados
Si consideramos un sistema diferencial de coeficientes constantes de la forma
Y =A.Y+EB(l)
donde el término B(t) posee una estructura determinada (esta formado por funciones polinémicas, expo-

nenciales, senos, cosenos o sumas y productos finitos de éstas) podemos, en tal caso recurrir al método
de los coeficientes indeterminados para obtener una solucion particular del sistema no homogéneo.

Dicho método se basa en la bisqueda de una solucidn particular Xp(t) que sea del mismo tipo que
la funcion vectorial B(t) (este método ofrece mejores resultados, y es mds sistematico, cuando se aplica
sobre ecuaciones diferenciales lineales de orden n).

Ejemplo 6.17
Resolver el sistema no homogéneo Y/ = AY + B (t) donde
1 =2 2 -9t
A=| -2 1 2 y B(t)= 0
2 2 1 —18t
Solucion:
Al resolver |a ecuacion det(A — AI) = 0 se obtienen los autovalores A = 3(doble), A =—3
-1
= A =—3tiene por autovectorv=| —1
0
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—1 1
= A = 3 tiene por autovector u = { 1 1 yw= [ (0] ]
1

0
-9t
Observamos que B(t) = 0 tiene forma polinomial y tres soluciones Li. del sistema son
—18t

== =il 1
Yil=| =1 |3, y2=| 1 |e3t y vyi=| 0 |e3
1 0 1

Ahora una solucién particular Y, del sistema tendra la forma polinimial (primer grado) Y, = at + b,
donde a, b € B3, para calcular los vectores a, b recordemos que Y;' = AYp + B(t), entonces

-9t
a= A(at+b)+B(t}=>a=Aat+Ab+[ 0 }t

—18t
-9
a= |Aa+ 0 t+ Ab= a=Ab
—18

luego

Asi la solucion particular esta dada por Yy, = [

Por lo tanto, la solucion general del sistema es

Y()= CiYl+CoY2+C3v3+ Y,

-1 -1 1 5 1
= C1| -1 |e3t4+C| 1 |3 4C3]| 0 |e3t4| 2 |t+] O
1 0 1 4 2

yi(t) —Cie3t— (o3t + C3e3t + 51+ 1
Y(E)= | y2(D) | = —Cre3t 4 Credt 4+ 2¢
ya(t) Cre 34 C3e3t+4t4 2

donde C1, C2 y C3 son costantes arbitrarias.
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6.5.3. Matriz Exponencial

Para cualquier matriz cuadrada A de orden n x n, denotamos su matriz exponencial como !, donde

t2 2
M= AL+AZ— o AR
2! k!
Respecto a la matriz exponencial, se cumple:
s A0 =7
. edr_e—At =
. (A=At
A1 O 0
0 Ay -+ O
m SiAp, A2, ApeRyD = . _— : entonces
0 0 An
eM 0 0
0 eM 0
el = ,
0 0 ern

Proposicién 6.2
Si C es una matriz invertible de orden n x n y A es una matriz de orden n % n se cumple que

eCAC! — cefc T,

Derivada de e?!

La derivada de la matriz exponencial es similar a la propiedad de derivacion de la exponencial escalar
Zedt = qe, Es decir,

d
S
dt €

esta Ultima igualdad se justifica a partir de

b eht= %[I+At+A25—::+---+A*%+---]=A+A2t+---+A“%+---

= A[I+At+A2§!+---+A’<§}+---]=Aeﬁf.

Luego si C es un vector de valores constantes arbitrarios entonces X = e#(C es una solucion del sistema
homogéneo X’ = AX , pues se cumple

d A e d t - ¥ o t
E[e tc}_E(EA )C=(ae)C=A(e?C).

1 0] 0 0
0 1 0 0

Asilos vectores eAt | 0 | eAt| O | eAt| 1 .,eAt | O | son soluciones del sistema homogé-
0 0 0 1

neoy son l.i..
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Por otro lado, dado que

1 0 0 0
0 1 0 0
eAt=| eAt| 0| pat| O eAt | 1 eAt| 0
0 0 0 1

es una matriz que tiene sus columnas l.i., entonces la matriz e”t es una matriz fundamental del sistema
X' =AX.
Por lo tanto, la solucién general del sistema homogéneo se podra escribir como
e’tc

donde C es un vector de constantes.

Sistema no Homogéneo

Para un sistema no homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, se puede de-
mostrar que la solucion general de la ecuacion Y’ = AY + B(t), es

Y=Ys+Yp=€'C+ eA‘J e AB(t)dt

donde A es una matriz de constantes de orden n y Y es la solucién particular que resulta al aplicar el
método de variacion de parametros.

Calculo de la matriz exponenciale”®

La definicion de et siempre se puede usar para calcular . Sin embargo, la utilidad practica de la
definicion esta limitada por el hecho de que los elementos de eA! son series de potencias en t. Por fortuna,
hay muchas formas alternativas de calcular €At |a siguiente explicacion muestra como se puede usar la
transformada de Laplace para hacer este célculo.

Dado el PVI

X' =AX
X(0)=e;
donde A es una matriz de constantes de orden n, aplicamos la Transformada de Laplace
L{X'}(s) =L {AX} ()
denotamos x(s) = £ {X} (5) entonces

sx(s)—X(0)= Ax(s)
(sI—A)x(s)= X(0)=¢;

luego
X(s)=(sI—A) ey

Al aplicar la transformada de Laplace inversa se tiene que X(t) = £~1 {(sI— A]_1 Ef} sera la solucién del

PVI, por otro lado
X(t) = eMey

también es solucién del mismo PVI, entonces por el teorema de existencia y unicidad aplicado al PVI
ambas soluciones deben ser iguales, es decir

eftej =1 {(sJI—A)‘l ef}
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6.5. Sistemas lineales de primer orden no homogéneos

parai=1,2,---,n, luego
eAt= [ (s-Ay ey} £ {(sT-A) e} - £H{(sT-A) ten) |
= 7 (si—A)tey (sI—A)Ylep - (sI—A)le, ]

entonces et = £1 {{SI—A}'l},

Ejemplo 6.18

Resolver el sistema Y/ = [ % :% ]Y

Solucion:
Sea Y(t) = eA!C solucién del sistema EDO donde C = [ g; ] luego
-1
b peilfs—2 1
M= ¢ {[ —2 s+2} }
[ s+2 =1

2 s—1
—1)(5+2)+2

S+2 -
1 2 s—1

A= o1

t i
M= [ sits—2+2
seguidamente
5+2 -1 1 2 -1 1
_— - +—- —+—
eAt— p-1]| s(s+1) s(s+1) [\ _ s+1_ s s s+l
2 s—1 2 1 2
s5(s+1) s(s+1) s s5+1 5 541
= ¥ 3 —1§=1, 1 o =
oAt = fl{;m;z} ’51}?1"?21% =[—ef+_2t ‘1""’_{:]
ol e el S aC

luego la solucién del sistema homogénec sera de la forma
Y(t) = e™'C
donde C es una matriz columna de n componentes constantes. Luego

Y(t) = a(—et+2)+a(-1+et) |_[ el(—a+c)+2c1—c;
Tl aa(2=2e) +ea(—1+2e7t) |T| (—2c1+2c)et+2c1—C2

Por lo tanto,

Y(t)=(—fl+cz}[ % }e“+(2q—c;)[ i ]

Casos Especiales

= En el caso que la matriz A sea una matriz de aulovalores diferentes y reales sera una matriz
diagonalizable, es decir

A=PDP!
donde D es una matriz de diagonal formada por los autovalores de A y las columnas de la
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matriz P son los respectivos autovectores de la matriz A, luego
ett=pelipl

g —-w ]
x
: [ w @ _ _ox| cos(wx) —sen(wx)
= Sio, W, x €Rentonces e =e [ sen(wx) cos(wx)
= 5i A es una matriz de orden 2 x 2 que tiene autovalores complejos A = o % iw y autovectores
complejos v y Vv, se puede escribir

w=[ g 3

g

donde Q=[ im(v)  Re(v) ].
Asi se cumple

Ll

Ejemplo 6.19

1 0 4
Calcule e*t donde A= | 3 2 0 |, sabiendo que los autovalores de la matrizson A=1,2,3y
00 3
1 (0] 1
sus respectivos autovectoresson | =3 [, [ 1 |y 3
0 0 1/2
Solucion:
Dado que A es una matriz con autovalores reales y diferentes, es una matriz diagonalizable, entonces
A = PDpP!
1 00 1 01
dondeD=| 0 2 0 |yP=| —3 1 3 | entonces
00 3 0 0 3
eAt —  @PDIP™! _ paDtp—1
1 0 1][et 0 o O B
= =3 . 3 0 et 0 =3 1 3
| 0 0 5[l 0 0 e 0 0 3
[ 1 0 1[e 0 o0 10 =2
= -3 1 3 0 e 0 3 1 —-12
| 0 0 3]0 0 et]|[0 0 2
[ 1 0 1] e 0 —2¢
= | =3 1 3 3e?t e?t —12e?
| 0 o 2 [| o o0 2
Por lo lanto,
ef 0 —2et + 263t
et = | —3el 4 302t g2t 6ef —12e?! + ge3t
0 0 e3t
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Ejemplo 6.20
1

Resolver el siguiente sistema homogéneo Y’ = [ 1 :g ] Y, sabiendao gue un autovalor de la matriz

de coeficientes es es A = —1 + { y su vector asociado es [ 2?_ ¢ ]

Solucion: o
Como la matriz de coeficientes B = [ 1 :3 ] tiene un autovalor complejo A = —1 + [ el otro
autovalor sera su conjugado A = —1 —{, ademas su autovector asociado [ 2 i i } se escribe como

[ 3 :|+[ _01 ]1’ , luego eB! es una matriz fundamental del sistema dado e Y (t) = €®C es la

solucion general del sistema.
Calculemos eft

eB‘=e[ % :g }t=Qe[ _11 :% ]tQ—l

donde Q = [ _01 g :[ asi tenemos que

s= [ 23] w s 3T
=l e e

luego, |a solucion general es

o= ec=| § 3 || & o JLoz o &)

= [ 5 3]s e I Vo3 ]

—t i cos(t)(0,4c1 —c3) —sen(t)(0,2c1)
& [ -1 2 ][ sen(t)}(0,4c1 —cz) +cos(t)(0,2cy) ]

= 2cy1sen(t) — 5czsen(t) + cicos(t)
£ { —cos(t)(0,4c1 —c2)+s5sen(t)(0,2c1) + 2s5en(t)(0,4c1 —¢c) + 2cos(t)(0,2¢7) ]

Finalmente tenemos que

yi(t) _+[ 2cisen(t)—5czsen(t)+ cicos(t)
rO=[ 118 |=e *eorten s sencd 203 |

donde c1 y ¢z son constantes arbitrarias.

6.5.4. Aplicaciones sistemas Lineales
Un modelo de Farmacocinética

Una prueba simple para saber sobre el funcionamiento del higado es inyectar tinta en el fluido sangui-
neo(suponer que la tinta y la sangre se mezclan uniformemente) y ver que tan rapido el higado lo aclara
de la sangre y lo excreta en bilis. Si el higado lo limpia rapido, 1a funcién del higado sera normal.

Para entender la dinamica de este proceso, nosotros presentaremos un modelo lineal simple. En el

modelo seran considerados dos compartimentos interconectados, primero el compartimento sangre re-
presentado por X y luego el compartimento higado representado por Y. Existe un fluido continuo de un
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compartimento a otro en diferentes tasas de cambio.
Representaremos graficamente el movimiento de tinte enire el higado y el fluido sanguineo

y

Eu'r

donde a es la tasa de transferencia de tinta de la sangre (X) al higado (Y) y b es |a tasa de transferencia
de tinta del higado (¥') a la sangre (X), también consideremos h como ia tasa de aclaramiento del higado
en bilis.

Para construir el modelo definiremos las variables como sigue:

x(t) : Concentracién de tinta en la sangre en el tiempo t.

y(t) : Concentracion de tinta en el higado en el tiempo t.

luego

xX'(t) = by —ax
y'(t)=ax—by—hy

dondea,b,h>0
este sistema puede ser escrito matricialmente como

x1 [ —a b x
yl L a —b+h)]ly
Para modelar una séla inyeccién de tinta podemaos considerar que la concentracién inicial de tinte en

la sangre es ¢ es decir x(0) = ¢ y en ese caso la concentracion de tinta en el higado seria y(0) = 0.

. x(t
Ahora averiguaremos que pasa con [ )’Ef; ] en el futuro. Para esto calcularemos los autovalores A de

la matriz M = [ —aa _ (bb+ h) ] para esto resolveremos la ecuacion caracteristica det (M —AI) =0
—a—A b -0
a —(b+M)—=A |

resolviendo obtenemos
1 2
M= [—(a+b+h):l: V(a+b+h) —4ah]

notemos que ambos autovalores son reales ya que

(a+b+h)?—dah=a?+b? +h? +2ab+ 2ah+2bh—4ah=a? + b2 + h2 + 2ab— 2ah + 2bh

luego
(a+ b+ h)?—4ah = (a—h)* + 2ab + 2bh + b? > 0, entonces la solucién del sistema tendra la
forma

x(t) ] _ At Aat
[ v(t) =c1Ae*' + c;Be

donde A y B son los autovectores correspondientes a los autovalores A1 y A2 respectivamente y €1, €2
son constantes, luego notemos que siendo

(a+b+h)2—4ah<(a+b+h)?

implica
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6.5. Sistemas lineales de primer orden no homogéneos

Va+b+h)P—4ah<a+b+h
—(a+b+h)xy(a+b+h)P—4ah <0

luego A1, Az < 0, entonces si t — +0o0 x(t) — 0y y(t) — 0, lo que significa que la tinta sera
aclarada con el paso del tiempo, en este caso el punto de equilibrio (0, 0) es un punto estable.

por lo tanto

Por lo tanto, concluimos que con el pasar del tiempo, la concentracion de tinta en el higado tiende a
desaparecer , lo cual indica que el modelo propuesto representa adecuadamente el comportamiento de un
higado en buen estado.

Modelo de Tanques conectados

Considere dos tanques de agua T1, T> conectados por dos canales como se muestra en la figura. Si asu-
mimos que:

= |os canales llevan un fluido constante a una razén de Q m3/s entre los tanques.
= Eltanque T1 contiene V1 m3 y el tanque T> contiene V> m3 de agua pura en el inicio.

= Un fluido contaminado ingresa a una razén de Q1 m3/s en el tanque T1 y concentracién de co gr/m?3
, simultaneamente es descargado fluide de este tanque a la misma razdn.

= |os tanques son contaminados gradualmente por estos fluidos que llevan contaminantes.
o lil L T, T

—,}Q
N
o=

F
',

Figura 6.1: Sistemas de tanque conectados.

Ahora buscamos determinar las funciones x; (£) gr y x2 (t) gr que indiquen la cantidad del contami-
nante existente en los tanques T1 y T2 en el instante t.

d(x1) X1 X2 X1
— —_—— + — —_——
p? 0Q1 V1O Vzo vlol

dx2) x1 - x2
dt V1 V>
estas ecuaciones también pueden ser escritas en forma matricial como sigue
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’ 0+0Q1 Q
X1 - v X1 coQ1
= +
Q Q
X2 v -5 X2 0

las condiciones iniciales correspondientes a este sistema seran x1(0) =0y x2(0) = 0.

6.6. Ejercicios resueltos

1. Dado el sistema de ecuaciones diferenciables

x'= x+2y+z
y'= 6x—y
zZ/= —x-2y—z

a) Encontrar su solucién general.

b) Six(0)=1.y(0)=1yz(0)=0. Calcular x(2).
Solucion:

a) Escribiremos el sistema en su forma matricial

’

X 1 2 1 X
z -1 -2 -1 z
X 1 2 1
considerando X=| y |yA=| 6 —1 0 | elsistema puede escribirse como
z -1 -2 -1
X' =AX,

cuya ecuacion caracteristica asociada es

det(A—AI)=0.
Esto es
1 2 1 1 00
det 6 -1 0 -2l 0 1 0 =0
-1 -2 -1 0 01
consecuentemente
1—A 2 1
6 —1—A 0 =0
-1 -2 —1-—-A
entonces

(1=A)(=1=2)2=2(6)(=1=A)+(=12=1—A)==A(A=3)(A+4)=0,

luego los autovalores de la matriz A, son A =0, A = 3, A =—4, y sus respectivos autovecto-
res se determinan asi:

Vi 0
* SiA=0buscamosv=| vz [#| 0 [talqueAv=Av=Av=0
v3 0
1 2 1 Vi 0 vi+2vy+v3=0
6 -1 0 V3 = 0 = bvi—v2=0 = 6vi=Vv>3
-1 -2 -1 V3 0 —vi—2vy—v3=0 v3I=—V1—2V2
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Vi
sivi=—l=vy=—6=v3=13luegov=| vz
V3
-1 -1
del sistemaes Y1 (t)=| —6 |elt=| —6
13 13
Vi1 0
*» SiA=3buscamos v=| vz | # | O | talque (A—
V3 0
consecuentemente
1-3 2 1 \%1
6 -1-3 0 \'
-1 -2 —-1-3 V3
—2vi+2va+v3=0
= 6vy;—4v, =0 de donde
—Vv1i—2v2—4v3=0
Vi
sivi=—2=v;=—-3=v3=2luegov=| vz
V3
-2
del sistemaes Y2(t)= | —3 |[e3¢
2
Vi 0
* SiA=—4buscamosv=| vz |#| O | talque (A—
V3 0
1+4 2 1 \%1
6 —-1+4 0 \'7
-1 =2 —-1+4 V3
S5vi+2va+vy= 0
. 6vi+3vz= 0 dedonde
—v1—2v2+3vz= 0
Vi
sivi=—l=v,=2=v3=1lluegov=| Vv2
V3
-1
del sistemaes Y3(t)=| 2
1
-1 -2
XM)=c1Y +c2¥2+c3¥3=c1| =6 |+c2| =3
13 2

es decir

x(t)=—c1—2ce3 —cze™

-1
-6
13

. Asi una solucién

vy=2vi—2Vv>
6vy =4v;

-2
-3
2

asi una solucidn

Mv=0=(A+4)v=0

0
=|0
0
vy =-5v1—2Vv;
-2V =V2
-1
2 luego una solucién

1

e~ 4 Por lo tanto la solucién general del sistema es

y(t) =—6c1 —3coe3t + 2c3e ¥

z(t)=13c1 + 2c2e3t + c3eH
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b) Para encontrar x(2) reemplazamos el valor de las condiciones iniciales x (0) =1,y (0) =1y
z(0) = 0 obteniendo el sistema

l=—c1—2C2—cC3
1=—6c1—3c2+ 2¢c3
0=13c1+2c2+c¢c3
de donde se obtiene la solucién ¢, = % Cr = —% yCc3= —ﬁ consecuentemente
1 22 1
x(2)=——+—eb+ —e78,
12 21 28
1 -2 0
2. Dado el sistema X/ = AX donde A= | 2 0 —1 |y sus respectivos autovalores son A =
4 -2 -1
— 1+ J/7i ,
1, —s = Determine

a) Tres soluciones linealmente independientes del sistema.

b) La solucion general del sistema.

Solucion:

a) Dado gue los autovalores son conocidos, determinaremos sus respectivos autovectores

* Si A =1 buscamos v # 0 tal que (A—1I)v =0, entonces

0 -2 0 V1 0 —2v>=0 = vy=0
2 -1 -1 vz |=| 0 | = 2vi—Vv2—v3=0 = 2vi=1Vv3
4 -2 -2 V3 0
1
luegosivi =1=v=| 0
2
1
Asi, una solucién del sistema sera X1(t)= | 0 | et
2
. Si)\:‘l%ﬁ‘buscamosw;émal que (A—(_:Héﬁ[][)w=0, entonces
—1+4/7i w3
1—(—2 ) -2 0 0
2 -(=2) -1 w2 |=]0
—1+470 0
N N
. W1 _ :
3721/71 —2 0 0 3471 2:/?IJW;L—ZW2=0
> 1—271 1 wa =] 0 |= 2W1+(1_TEJW2—W3=0
4 _p =l=/T 0
2 W3

luegosiwy =1= wy = 3_Tﬁ’, usando la segunda ecuacion tenemos

1—VTiN(3=VTi\ 16+3—vT7i—34Ti—7 12—44Ti 3—4Ti
2 4 - 8 - 8 T2

w3 = 2+(

154



6.6. Ejercicios resueltos

3_;/7‘, 3_f‘). Consecuentemente obtenemos dos soluciones L.i.

entonces w = (1,

T

1 J7 0 J7
X2(t)y=e V2 3/4 cos(—t)— J7/4 | sen (—t]
3/2 2 772 2

0 77 1 a3
X3(y=e V2| | JT/4 |cos (—t) +| 3/4 |sen (—t)
V772 2 3/2 2

luego las tres soluciones Li. son X1(t), X2(t) y X3(t).
b) La solucién general X esta dada por

X=c1XY+ c2X2 + c3X3,

es decir X(t) se escribe como

crel + e 2 [c:cos[—r)+cscas(§r)]
e—tfz[cz(%)cos(ft)——czsen(gt) (g)co (g )+c;[%)sen(§t)]
2ciet +e Uz[ (2)cos(‘rt)—ﬂczsen(§t)+c;(?)cos(gt)+63[%)sen(

donde c1, €z ¥ €3 son constantes arbitrarias.

~]

. Resolver el sistema: 3 2 (0)=2
==3y1+ 2y>2 Y1 -
}=—2y1+y sujeto a y2(0)=—1"

Solucion:
Escribimos el sistema matricialmente de la forma Y’ = AY, es decir

y;. -3 2 Y1
¥4 -2 1 y2
-3 2 Y1
donde A = eY = con ecuacion caracteristica
-2 1 y2
—3—=A 2
det(A— /\I)_O='»‘ 1_)\‘—0,

luego

(=3=A)(1—=A)+4=0= (A+ 1) =0=> A =—1 (multiplicidad algebraica 2). Ahora calcule-
mos sus autovectores, es decir encontremos un vector v # 0 talque (A+ 1) v =0,

R

de donde se tiene —2v1 + 2v, = 0 => v = v, luego v = (1,1)7 , entonces Y! = e—:[ 1 }

es una solucion, por otra parte observe que no podemos encontrar otro autovector Li. entonces para
encontrar la otra solucidn Li. con la anterior buscaremos un vector propio generalizado, es decir un
vector w # 0 tal que (A +I) w = v, entonces

[:g g][ x; }:[ i ]:>—2W1+2W2:1:>W:[ 1?2 ]
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. . . [ 1 _ »
luego, la otra solucién del sistema sera Y2 = tet [ 1 }-&- e t[ 192 ] Por tanto la solucion general

del sistema Y esta dado por

_ 1 2 _ . —t[ 1 [ 1 [ ©
Y=C1Y " +cY* =€ [1 +c2 | te 1 +ée 1/2 ,

equivalente a

[yl(t) ]_[ e t+cotet ]
y2(t) aef+otet o5 |
usando las condiciones iniciales tenemos que 2 = y1(0) = c1, ademéas como

1
—1=y2(0)=c1+cz§=>czz—6.

Asi tenemos la solucion del problema

vi(t)y 1_[ 2e t—6tet
[yz(t) ]_ —e~t_gtet |

. En un bosque tropical cohabitan conejos, liebres y picas. La razén de cambio de la poblacion de
conejos respecto del tiempo es igual al triple de la poblacién presente de conejos menos la pobla-
cion presente de liebres mas la poblacion presente de picas. El cambio de la poblacion de liebres
respecto del tiempo es igual a cinco veces la poblacion presente de liebres menos la poblacion pre-
sente de conejos menos la poblacion presente de picas y la razén de cambio respecto del tiempo
de picas es igual a la pablacion presente de conejos menos la poblacion presente de liebres mas
el triple de la poblacion presente de picas. Si la poblacion inicial de conejos, liebres y picas es de
100, 300 y 500 respectivamente. Modele el sistema que describe la dindmica de estas poblaciones.

Solucion:
Primero definiremos las variables
x(t) : poblacion de conejos en el instante t.

y(t) : poblacion de liebres en el instante t.

z(t) : poblacién de picas en el instante t.

Luego modelaremos las ecuaciones diferenciales
d
S=3Xx—y+z
Y =5y—x—z

G =x—y+3z
y las condiciones iniciales
x(0)=100
y(0) = 300
z(0)=500

. Dos grandes tanques T1 y T2, cada uno de los cuales contiene 80 litros de una solucién salina, estan
conectados entre si mediante un par de tubos donde

= El tanque T; recibe del exterior una solucién salina a razén de 5 litros/minuto y a una
concentracion de 0,4kilogramos/litro, ademas el liquido sale de este mismo tanque al
exterior a la misma razon.

= El tanque T recibe del exterior una solucién salina a razén de 8 litros/minuto con una
concentracion de 0,5kilogramos/litro y la mezcla sale del tanque T al exterior a la misma
razén.
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= Se bombean 7litros/minuto de liquido del tanque T1 al tanque T> y a 7litros/minuto del
tanque T3 al tanque T1.

= Los liquidos dentro de cada tanque se mantienen bien revueltos, de modo que cada mezcla
es homogénea.

Si inicialmente el tangue T1 contiene 20 kilogramos de sal y el tanque T2 12 kilogramos de sal.
Modele el PVI que permita caleular la concentracion de sal en los tanques 71 y Tz en el instante t.
Solucion:

Definiremos las variables
x (t) :cantidad de sal en el inslante t en el tanque T7.
¥ (t) :cantidad de sal en el instante t en el tanque T>. construimos las ecuaciones

£ Vnin Slimin g5 kg

:illa.ny s II’r:\

7 dmin

T‘; - ILI; B

Figura 6.2: Sistema de tanques conectados T1 y 75.

y(Q) x(t) x(t)

b poypaays 7 ot 9 TN g BN
X' =(3)0.49+7-5 80 80
x (t) y(t) y(£)
= (8)(0,5)+ 7+ —tog.l g, 20
y'=@103) 80 80 80
luego
12 7
X'=2-5+55
7x

x(0)=20,y(0)=12

6. Considere el sistema lineal no homogéneo
x17_[2 57 x1 e
x2 | [ 3 4 X2 2

[ 2 5 ]t
a) Calcular e g 44,
b) Resolver el sistema dado.

Solucion;
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. 2 5 . ” -
a) Calculemos los autovalores de la matriz 3 4 resolviendo la ecuacidn caracteristica

2—A 5

der[ 3 4-a

]=G=>(2—)\)(4—)\)—15=0=>A2—6/\—7= 0
. 1 -5
los autovalores son A = 7, A = —1., Los respectivos autovectores son 11l 3 | luego

[ 52 ]_PDP—

dondeP:[ 1 _35 ]yD:[ g _01 ]asitenemosque

2 5
e[ 3 4 :|r=ePDP_1t=EPtDP_1 — petDp-1 =[ 1 -5 ][ e’ 0

| I
| =
| |
I

— W
o
—_

1 3 0 et
consecuentemente
2 5 3e’ty5et 5e’t—5e—t
3 40" 1r1 -5 3e’t 5elt
€ “gl1 3 || —et et |T
3e’t—3et 5e7t+3e7!
3 3
b) La solucién particular del sistema dado es
[2 5 ¢ 2 5 A
_.13 4 13 4 e
Xp=e e 2 dt
entonces
3e’t+5e~t 5e’t—5e~! 3e7’t45et 5e-7t—5et elt
- 8 8
Xp = 3e7t—3e~t 5e’t+3e”! Ee‘7§—39t 5e”7t+3e! |: 2 ]dt
8 8 8 8
3e’t45e~t S5e’/t_5e—t 3+5e8t410e 7t—10e!
— 8 8 8
Xp = 3e’t—3et s5e’t+3e~t 3—3e8+10e "t +6et dt
g

8 _
o [ 3eTt4+5et 5e7f—5e—f] 3¢+ 367 10T qget

Xp = _
L 64[ 3e7t—3e7t  5e’t+3et 3t—3eTBt—1°eTﬂ+Gef

AN

[ 24tet + 5e7t— 810 ]
4 7t 7t 4 256
24te’t—3e’t + =

Luego la solucion general del sistema es

3e’t4+5e~t 5e’t—5e~t a1 24tet + 5e’* 10
= g 8 54 64 7
X(O)=| 3723 S5e’t+3e~! [ c2 i| T 24t _3et 4
8 8 64 64 T 7
3e’t45e~t S5elt—5e~t 24tet | 5e’t 10
x1(8) Cl( g )+C2( 8 )"’ 6 t 61 7
Equivalentemente, = don-
x2(t 3elt—3et S5e’t43et 24te’t _ 3e’t | 4
® Cl( 3 +e2 8 + e 64 t7

de c1 y €2 son constantes arbitrarias.
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7. Dada la ecuacién diferencial x* + 3x” — 7x’ + 9 = e3t + sen (5t)

Transforme la ecuacion diferencial en un sistema lineal equivalente de tres variables de primer orden.
Solucion:

Para transformar la ecuacién en un sistema de ecuaciones diferenciales definimos las variables u, v
y w tales que

u=x
v=x' = u=v
w=x" = Vv=w
y w =x"==3x"+7x'—9+e3 +sen(5t)=—3w+ 7Tv—9 +e3t,
escribiendo el sistema matricialmente tenemos que
u’ 01 0 u 0
vi[=[0 0 1 v |+ 0
w’ 0 7 -3 w —94 3t

8. Dos grandes tanques, cada uno de los cuales contiene 24 litros de una solucion salina, estan conec-
tados entre si mediante un par de tubos. El tanque A recibe del exterior una solucion salina a razdén
de 6 litros/minuto y a una concentracion de 0.5 kilogramos/litro, ademas el liquido sale de este mismo
tanque a la misma razén; si también, se bombean 8 litro/minuto de liquido del tanque A al tanque B
y a 8 litros/minuto del tanque B al tanque A. Los liquidos dentro de cada tanque se mantienen bien
revueltos, de modo gue cada mezcla es homogénea. Si inicialmente el tanque A contiene 20 kilogra-
mos de sal y el tanque B 12 kilogramos de sal. Modele el PVI que permita calcular la concentracion
de sal en los tangues A y B en el instante £.

Solucién:

Sean
Ta (t) : concentracion de sal en el tanque A en el instante t.

Tg (t) : concentracién de sal en el tanque B en el instante t. luego

i|61/mm u“

8

n Tl n
I 1

.6 Lenin

Figura 6.3: Sistema de tanques conectados T4 y Tg.

Gl
I

1= [(6)(0,5)+818]-[84 +61]
L T

reescribiendo
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6.6. Ejercicios resueltos

las con condiciones iniciales son T4 (0) =20y Tg(0) = 12.

9. La poblacién de una especie animal en el instante t consiste en x (t) hembras e y(t) machos.
La poblacion de animales hembras cambia respecto del tiempo a una razén igual a la poblacion
presente de hembras més el doble de la poblacion presente de machos, y la razén de cambio de la
poblacién de machos es igual al séxtuple de la poblacion presente de machos menos tres veces la
poblacion presente de hembras. Si las poblaciones iniciales de hembras y machos son 100 y 80
respectivamente. Modele el PVI que describe la dinAmica de esta poblacién.

Solucién: De acuerdo al enunciado tenemos que

x'(t) = x(t) + 2y(t)
y/(£) = 6y(t)— 3x(t)
x(0)=100;y(0)=80

10. Dada la ecuacién diferencial y”’ + 2y’ + 2y = e~fcost. Transforme la ecuacién diferencial en un
sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo de primer orden equivalente.

Solucion: Definimos las nuevas variables u y v como sigue
u=y

v=y’

luego U’ = v y v/ =—2v—2u+ e tcost
entonces el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo de primer orden equivalente es

(V1[5 B0 ]+ oront |

11. Dado el sistema no homogéneo
,_[2 =3 t
X —[ 1 -2 [XF] tret
. 2 -3 : At \, a—AL
a) SiA=| | _5 | calcule las matrices ™ y e7.

b) Resolver el sistema dada.

Solucion:
[ 2 =3 .
a) Los autovalores de la matriz 1 _> |son A ==£1 ademas

« Para A = 1 buscamos el autovector v = (v1, v2) # 0 tal que
2—1 -3 vi]_[0 3
[ 1 21 M Vo ]—[ 0 ]dedondev—[ 1 ]
» Para A = —1 buscamos el vector w = (w1, w2) # 0 tal que

2+1 -3 wy ]_[ O _J1
[ 1 _2+1][w2]7[0]dedondew7[1}
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6.6. Ejercicios resueltos

asi escribimos A = PDP~1 donde D = [ _01 (1) ] yP= [ 1 i } entonces

_ —1
oAt —  o(PDP 1)t _ gP(tD)P 1 _ pgtDp-1 —[ 1 3 H et 0 ][ i i ]

_ 1 3 et 0 =172 3/2 7_[1 3 —e7t/2 3e7t/2
111 0 et /2 -1/2 7|11 et/2  —ety2
3ef—e~t —3et4+3e~t
At —
e = [ e’fe“ 7e*+23e—‘ ]
2 2
3e~t—et —3e~+3e!
luego e~Al = A=) = : ‘
e—t—el —e~ 436l
2 2

b) La solucion general del sistema esta dado por

X=Xp+ Xp
At P At [ o—At t
donde X4 = e”*C con C vector de contantes arbitrarias y Xp, = e j' e t+ et dt luego
3e~i—e! —3e~t+3e! ¢
= QAt
Xp= e f e et —e*t2+3ef [ t+et :|dt
2 2
2tef+3e%(—3 4(t=1)et+3e?t—6t
— At 2 — aAL 4
Xp= € f dtel+3e2oy |dt=e 4(t—1)e'+3e2—2¢
2 - 4
3et—et —3et+3et 4(t—1)el+3e2t—6t —6tel +4(t—1)+3e!
X, = 2 2 ! N e
P ef—et —el+3e~t 4(t—1)el+3et-2¢ —2te'+4(t—1)+3e’
Z 2 1 [ S

Por lo tanto, la solucién general es

(Eet;eff) 1+ (—39%39*”) s 76te‘+4(4t71)+36t

X(t)= +
" —aty3e—t _otat _ t
(e 29 )Cl +( e +23e )Cz 2te +4(4t 1)+3e

donde €1 y €2 son constantes arbitrarias.

12. Considere el sistema lineal no homogéneo

, [1 4 3et
X—[z 3]X+{3e‘f]

Determine la solucion particular de este sistema.
Solucidn:
1 4 3et

Identificamos A = [ 5 3 } y B(t) = [ 30—t ] Los autovalores de la matriz A se encuentran

resolviendo su ecuacion caracteristica, es decir

1-A 4
det[ 2 3_-2 ]:O,
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6.6. Ejercicios resueltos

dget| 137 S8, |ma-nE-n-s=A-m-5=0-50+ D=0

los autovalores son A =5y A =—1.

= Autovector asociadoa A =5

1-5 4 vi|_[ O — —4vi+4va ]_[ O — _
2 3-5 | v.]%|o0 2vi—2v2 |=| 0 vi=wv2
entonces X3 (f) = [ 1 ]65‘ es una solucion del sistema homogéneo.

= Autovector asociadoa A =—1
1-(-1) 4 v | _ 0 2vi + 4va
[ 2 3—(—1)][\/2]—[0]:"[2v1+4w]

entonces Xz (t) = [ _21 ]e‘r es ofra solucion del sistema homogéneo.

[ g ]=>v1=—2vz

Puesto que X7 y X7 son soluciones L.i. del sistema, una matriz fundamental del sistema es
M) = [ e 2 ]
luego la solucidn general del sistema homogéneo es
Xn(t)=M(t)C
donde C = [ g; ] es un vector de constantes. La solucién particular esta dada por
Xp(t) =M (D) U(D)

donde U’(t) = [M(t)]~! B (), dado que

_ 1 —e~t —2et
MO = m[ _e5t @5t }
entonces
1 —et et 3et et 4 26t
/ — —
vty = ey { _eSt @bt M 3t ] = [ e2t _1 ]
luego

_ [ [etazet o] Flet r2erar ||| S
U(t)_J[ et—1 ]dt—[ [(e?t—1)dt B et

Por lo tanto, la solucién particular es

e—:‘Lt 26—61 El’ E—!‘ t _t
o5t et =+ = -5 — 5 te'—2te
Xp(t)= 5t _a—t =
e (<] o2t et et gt _:
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6.7. Ejercicios propuestos

Resolver el sistema *
' y' =5x+4y

. Dada la matriz A =

Ejercicios propuestos

4

1
-1

0
autovalor con multiplicidad 2.

6 -3
a)X’=[2 1]x
, [ -4 4
b)x_[_loa]x
, [—6 4
c)x_{_ge]x
2 -2
d)X’:[z 4]x
1 -1 4
g x=|3 2 -1
2 1 -1
1 0 1
Ax=| 0 1 -1
—2 0 -1

5 2 =1
. Resolver el sistema: X’ =AXdondeA=| 1 6 -1
36 1

0

0

2

g X

) X’

X =

8. Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

a) Escriba su forma matricial.

x| =6x1+ 4x2

x; =—8x1—6x2

b) Halle la solucién general del sistema.
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1 0

. Halle los valores y vectores propios de la matriz A = 0 1

-5 4

a 0 =2 1
. DadalamatrizA = 0 b d |, determinea,b, c,d, sabiendo que v = 4 es un vector
-2 0 ¢ -2
0
propio asociado al autovalor A=6y w= | 1 | es un vector propio asociado al autovalor A = 4.

0

4 3 2

. Determine x, siA =0 es un autovalordelamatrizA=| 8 x 0

011

0 a
1 0 | determine el valor del parametro a para que A = 1 sea un
1 a

. Para cada uno de los sistemas de ecuaciones diferenciales que se dan a continuacién, halle un
sistema fundamental de soluciones.




6.7. Ejercicios propuestos

9.

10.

11.

12.

13.

. . o x1(0) 1_J 1
c) Halle Ia solucién del sistema que cumple la condicién inicial [ x2(0) |=| =4 |
Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

xgl =X142X2 — X3
X? =X1+ X3

X3 =4X1—4Xz2 + 5%_3
a) Escriba su forma matricial.

b) Halle la solucién del sistema.

En un bosque tropical cohabitan conejos, liebres y picas. La razén de cambio de la poblacién de
conejos respecto del tiempo en meses es igual al triple de la poblacién presente de conejos menos la
poblacion presente de liebres mas la poblacidn presente de picas, la razdn de cambio de la poblacion
de liebres respecto del tiempo en meses es igual a cinco veces la poblacion presente de liebres
menos la poblacion presente de conejos menos la poblacion presente de picas, la razén de cambio
de la poblacion de picas respecto del tiempo en meses es igual a la poblacién presente de conejos
menos la poblacion presente de liebres mas el triple de la poblacion presente de picas. Si la poblacion
inicial de conejos, liebres y picas es de 100, 300 y 500 respectivamente, determinela cantidad de
conejos liebres y picas que habra en el bosque al cabo de tres anos.

Una piscigranja en el centro del pais cultiva tres variedades de truchas, las variedades son arco iris,
perca y la marrdn, sus poblaciones iniciales son 100, 50 y 80 truchas, respectivamente, el tiempo se
da en meses. La poblacién de truchas de la variedad arco iris respecto al tiempo tiene una tasa de
variacion igual a 0.5 veces la poblacion presente de la variedad perca, menos 0.25 veces la poblacion
presente de la variedad arco iris, menos 0.5 veces la poblacion presente de la variedad marrén; la
poblacién de truchas de la variedad perca respeto al tiempo tiene una tasa de variacion igual a 0.5
veces la poblacion presente de la variedad arco iris menos 0.25 veces la poblacion presente de la
variedad perca mas la mitad de la poblacién presente de la variedad marrén; la poblacion de truchas
de la variedad marrén respecto al tiempo tiene a una tasa de variacion igual a 0.5 veces la poblacién
presente de la variedad arco iris menos 0.5 veces la poblacién presente de la trucha perca mas 0.75
veces |la poblacion presente de la trucha marrén.

a) Modele el PVI que permita determinar la poblacién de cada una de las variedades de truchas
que contiene la piscigranja en cualquier instante t (meses).

b) Halle la solucién del sistema planteado en el item anterior.

La poblacién de una especie animal en el instante t (en meses) consiste en x(t) hembras e y(t) ma-
chos. La poblacion de hembras cambia respecto al tiempo a una razon igual a la poblacion presente
de hembras mas el doble de la poblacion presente de machos, y la razon de cambio de la pobla-
cion de machos respecto del tiempo es igual al séxtuple de la poblacion presente de machos menos
tres veces la poblacion presente de hembras. Silas poblaciones iniciales de hembras y machos son
x(0)=100 e y(0) =80.

a) Determine las funciones x(t) e y(t) que nos proporcionan la cantidad de hembras y machos
de esta especie animal en todo instante de tiempo t.

b) Determine la cantidad de hembras y machos de esta especie animal después de medio ano.

c) ¢Después de qué tiempo, la poblacién de hembras es maxima?

En una reserva natural, la poblacion inicial de tortugas de las especies arrau, amarilla y amazénica
es de 400, 200 y 300 respectivamente, el tiempo se da en afos. La poblacién de arrad tiene una tasa
de variacién igual al doble de la poblacion presente de arrall menos siete veces la poblacién presente
de amarilla; la poblacién de amarilla tiene una tasa de variacién igual a diez veces de la poblacion
presente de amarilla, mas cinco veces de la poblacion presente de arrad, mas el cuadruple de la
poblacién presente de amazoénica; la poblacion de amazénica tiene una tasa de variacion igual al
doble de la poblacién presente de amazénica, mas cinco veces de la poblacion presente de amarilla.
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a) Modele un PVI que permita obtener la poblacion de tortugas en las diferentes especies.

b) Determine la solucion del PVI obtenido en el item a)

c) Determine la poblacion de tortugas amazoénicas despues de 1 ano.

. La poblacion de dos especies de tilapias en una piscifactoria en cualquier instante de tiempo £ (afios)

consiste en x(t) de especie roja e y(t) de especie plateada. La poblacién de especie roja cambia
respecto al tiempo a una razén igual al doble de la poblacién presente de la especie plateada mas
el doble la poblacion presente de la especie roja, y la razén de cambio de la poblacion de la especie
plateada respecto al tiempo es igual a la poblacion presente de la especie roja mas tres veces la
poblacién presente de la especie plateada. Si la poblacién inicial de la especie de roja es 400 y la
poblacién inicial de la especie plateada es 300, determine la cantidad de la poblacién de tilapias
rojas y plateadas que se tiene luego de transcurrido 12 meses.

15. Convertir la ecuacidn diferencial dada en un sistema de primer orden usando la sustitucién u = y,
— gy
v= ot
d? d, d? d|
a) GF+6g+9y=0 ) gg +t4g +5y=0
G'Z dZ
b) ¥+ 16y =0 d) £¥—25y=0
16. Dado el sistema
X]=X1+X2
xh=—x1+x2+e€t
a) Escribir el sistema de forma matricial.
b) Resolver el sistema.
17. Encuentre la solucién general de los siguientes sistemas
3 -4 1 2 5 sen(x)
A (-
av=[1 ][ 5] av=[ 5] s ]
13 1 2 -3 -
N X+ r - Trex
b)Y—[l 1]Y+[e_x] e)Y—[l_Z}Y+ T
1+e2X
,_[ 4 =3 eX ,_[3 —4 -1
c)Y_[z_1 Y+ X f)Y_1_2 L

18. Resuelva los siguientes PVI

y1=2y1+3y2 y1=6y1+4y2+3
o - —
a) Yo=y1+2yz2+1 o) Yo=—y1+2y2—2
¥1(0)=0,y2(0)=0 y1(0)=1,y2(0)=0
Yi=2y2t+x y1=—3y1+2y2+x
;o _ e —
b) yz_ Y1 2y2 ﬂ') y2 Y1—¥2
¥1(0)=0,y2(0)=1 ¥1(0)=0,y2(0)=0
-2 =7 3
X 1
e Y= 1 3 —=1|Y+| 0 |suetoaY(0)=|1
X 1
-1 -3 2
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N =

0 0 0 0
f) Y = 1 -2 |Y+ 0 sujetoa¥(0)=| 1
3 2 1 e*cos(2x) 1

-3 2 =2 sen(2x)+ cos(2x) -1

g Y'=| -5 3 —4 |Y+| sen(2x)+cos(2x) | sujetoaY(0)=| —1
0 0 -1 0 0

h) Resolver el sistema

x| =3x1—13x
x5 =5x1 + X2

i) Resolver el sistema no homogéneo

x| =x142x2— e 4t
xh=2x1+x2+e'(1+ 4e—3t)
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Capitulo

Introduccion a la Teoria de Esta-
bilidad

Hasta ahora hemos estudiado técnicas analiticas para calcular, mediante integracion, las soluciones de
algunas ecuaciones diferenciales de primer orden o sistemas de ecuaciones diferenciales. Desafortuna-
damente, estas técnicas solo sirven para hallar soluciones analiticas de algunas ecuaciones y lo que es
peor, no se puede esperar descubrir métodos que permitan encontrar soluciones a muchas ecuaciones.
Por ello debemos considerar también la posibilidad de estudiar las ecuaciones diferenciales mediante otros
métodos, llamados métodos cualitativos.

La idea basica que esta detras de los métodos cualitativos que estudiaremos en este capitulo es que
ahora se supone la existencia de las soluciones y ! objetivo no es enconirarias, sino lo interesante es
saber cual es su comportamiento asintdtico (f — £00) aplicando el hecho que que la derivada de una
funcién solucion en un punto es la pendiente de la recta tangente.

7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Dadas las funciones F, G : B> — R un sistema de primer orden de dos ecuaciones y dos incognilas se
puede escribir de la forma

dx—F(tx )
gr e,

7.0
dy
—=G(t, x,
oF t.x.y)
Ejemplo 7.1
Sea el sistema

s 3y + t?

— = ¥

at X

dy_ xsen(yt)
at e

Es considerado de primer orden con incognitas x e y.

Sea el sistema

s _ S5xyZ — In(t)
a-

d

A ty + et
dt

Es considerado de primer orden con incognitas x e y.

Orbitas y trayectorias

Consideremos una particula moviéndose en el plano XY, |a localizacidn de la particula en el tiempo t
sera (x (t), y (£)). Elcamino o la traza que sigue la particula en este plano es llamado trayectoria de
la particula. Parametrizando este camino con la variable temporal t, podemos definir su trayectoria
coma una funcién y :]a, b[— R? tal que ¥ (£) = (x (£), y (£)).




7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Figura 7.1: Trayectoria de una particula en el plano

(el \ector Velocidad

El vector velocidad en un punto arbitrario (x. y) de la trayectoria en el tiempo t esta dado por

Y () =(x'(8), ¥ (D).

Los vectores velocidad definirdan un campo de vectores , asi podemos determinar la localizacion de la
particula (x (t), y (£)) en cualguier instante t, al resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Y(E) =Gt x(t),y (1)

Interpretando geométricamente, el vector velocidad (x’(t), y’(t)) es tangente a la trayectoria v (t) en

cada t, es decir F y G determinan un campo de vectores tangentes a las trayectorias, como se ve a
continuacién:

{x’(t)=F(t,>c(t}.y(tl)

vector velocidad

(x(1), y(1))

(x'(n), y'(t))

frayecroria

Figura 7.2: Vectores tangentes a una trayectoria

Retrato Fase

El retrato fase para el sistema de ecuaciones diferenciales (7.1) es la representacion geométrica de
una coleccién de trayectorias en el plano XY llamado plano fase.

7.1.1. Sistema de primer orden Auténomo

Un sisterna de primer orden es auténomo si la variable independiente no aparece en la parte derecha de
las ecuaciones que conforman el sistema de primer orden, es decir es de la forma

dx
E =F(x.y)
(7.2)
dy
— =G(x,
" x,y)
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Proposicion 7.1

Considerando el sistema autonomo (7.2) y que F y G son funciones continuas con respectoax e y.
Si y1 v ¥2 son dos trayectorias correspondientes a puntos iniciales py y p2 respectivamente tal que
P1 # pz entonces ¥ (t) # vz (t) para todo £ (las trayectorias y1 (t) y ¥z (£) nunca se intersectan).

De la ecuaciones que conforman el sistema (7.2) se deduce la ecuacién diferencial

dy G(xy)

dx  F(x.y)
cuya solucidn determina las trayectorias buscadas, aungue no siempre sera posible resolver esta ecuacion,
pero nos ayudard a obtener informacion cualitativa acerca del comportamiento de las trayectorias.

Del sistema (7.2) estamos interesados en :
= Saber si existen valores Xg e ¥, para los cuales el vector (Xg, ¥o) s su solucion .

= Si @(t) es una solucién de (7.2) y supongamos que ¢/(t) es una segunda solucién de (7.2) con
#(0) muy cerca de @(0)( es decir, ¢;(0) estd muy cerca de ¢;(0), siendo j = 1, 2) ;permanecera
Y(t) cerca a @(t) o Y(t) se alejara cada vez mas de @(t) cuando t alcance valores muy grandes?
esta pregunta se conoce como problema de estabilidad y es el problema fundamental en la teoria
cualitativa de las ecuaciones diferenciales ademas ha ocupado la atencion de muchos matematicos
en los Gltimos cien anos.

= ;Qué ocurre con las soluciones de (7.2) cuando t tiende a infinito? ; Tienden todas las soluciones a
valores especificos? ;se aproximaran al menos a una solucion periddica?

sl Solucion estable

Una solucion x = x (t), y = y (t) del sistema diferencial

X =F(L, %)
y' =G(tx,y)

se dice que es estable si para toda solucion ¢ (t) = (¢ (1), ¢z (t)) del sistema de ecuaciones
diferenciales y para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que

[¢1(to) —x(to)l < 6= Yyn (D —x ()| <€, Vt>to

Yz (to)—y(to)l <6 = [P2(t)—y (D)l <€, Vi>tly

Ademas, si rt\i;r)‘rl"!m 1 (t)—x(t)] =0y t“Tm |2 (£) — y (t)] = O la solucion se denomina asintatia-
mente estable.

xft)
0.4

0.0
-0.2
-0.4

-0.6

-0.B
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En el caso que la solucion x (t), y (t) no es estable se dice que la solucion es inestable, es decir para

valores de t en una vecindad de tp se tiene y |[¢1 () —x(t)] > €o v Y2 (t)— y (£)| > £p para algun
ep > 0.

= Ts M Punto de Equilibrio o punto critico

Para el sistema (7.2) cualquier valor de x e y para los cuales F y G se hacen cero a la vez seran
llamados puntos de equilibrio.

Si (xp, yo) es punto de eguilibrio entonces x(t) = xg y y(t) = yo s una solucién del sistema (7.2) y es
llamada solucién de equilibrio del sistema.

Ejemplo 7.3
Determine los puntos de equilibrio del sistema

xX'=x+y
y' =2x—3y

Solucion:
Igualando a cero ambas ecuaciones obtenemos

X+y=0 = X==y
2x—3y=0 = 2(-y}-3y=0 =y=0

luego, el Unico punto de equilibrio es (0, 0).

Ejemplo 7.4

Determine todos los puntos de equilibrio del sistema

x'=2x+y
y' =4x+ 2y

Solucién:
lgualande a cero ambas ecuaciones oblenemos

2x+y=20
= y==2x
4x+2y=0

luego, los puntos de equilibrio seran los puntos de la forma (x, y) = (t, —2t) para t € R.

Ejemplo 7.5
Determine todos los puntos de equilibrio del sistema

4
x'=7—x
y'=x?—y

Solucién:
Igualando a cero ambas ecuaciones obtenemos
x? ., x2 _
= 0 = Y =
= 1l=x — y=1
x2 —y=0 = x2 =y

luego (1, 1) es el Ginico punto de equilibrio .
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Sistemas autonomos lineales con coeficientes constantes

En esta seccion analizamos el sistema auténomo para F y G funciones lineales de la forma
Fix,y)=ax+by y G0 y)=cx+dy,
entonces el sistema se reduce a

dx

—=ax+ by

9 (7.3)
E =cx+dy

donde a, b, c y d son constantes, en este caso la ecuacidn diferencial para determinar sus trayectorias
esta dada por la ecuacioén diferencial
dy cx+dy
dx  ax+ by’
Observamos que el sistema (7.3) puede ser escrito en la forma X’ = AX donde

a b X
=[S a] v x=[}]
Asi el objetivo es determinar el comportamiento cualitativo general de las trayectorias o curvas solucion

(x(t), y(t)). Asumiremos que la matriz A es invertible, esto garantiza que hay un solo punto de equilibrio
que es (0, 0).

Retratos Fase

= Caso 1: Los autovalores de A son nlimeros reales distintos
x (1)

y (1)
y Az son autovalores y V1, V2 sus respectivos autovectores de la matriz A.

Entonces la solucién del sistema tiene la forma Z(t) = [ ] =civiertt 4y crvoet2t donde Ay

» Si Az < A1 < 0 el comportamiento de las trayectorias es como sigue:
Si t — +00 entonces

Z(t) = [

Sic1 =0yt — +00 entonces
0=} ][0 ]

Sicy =0yt — —ocoentonces

y(t)

. 0
0
Sicy =0yt — +co entonces

z0=[ 36 ][]

Sic; =0yt — —oo entonces

20=[ 3 1~ 22 20-[ 38 ][ 22
Si t &= +00, entonces

Z'(t) = crviA1eMt 4 covaroett et v Ag

lo que implica que Z’ (t) es paralelo a vi.
Si t &~ —o0o, entonces

Z'(t) = civirreMl 4 covasetet = e’"zt(clxafl)\le["r"ﬂI + czvz)\z) me?2leovas

lo que implica que Z’ (t) es paralelo a vs.
En este caso el punto de equilibrio (0, 0) se denomina nodo estable.

171



7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Ly

L.

Figura 7.3: Nodo estable

» Si0 < Ay < Ay el comportamiento de las trayectorias es como sigue:
Si t — —o0 entonces Z(t) = [ ;Eg ] - [ 0 ]

Sic1 =0yt — +0c0 entonces

Sicz =0yt — +00 entonces
z20=[ J ][ 5= ] z0=[ 3 ] —[ 3%
Si¢c; =0yt — —oo entonces Sicz =0yt — —o0 entonces
z0=[ 3 ][]

x(t) ] [ 0 }
Z(t) = —_—
© [ y(t) 0
Sit = —o0, entonces
Z"(t)=(.‘1'\/1/\1€‘\1t+C2V2)\29A2t&seAthf\/z)\z,

lo que implica que Z’ (t) es paralelo a va.
Si t & +00, entonces

Z(H) = clvﬂle*” -+ CgV;y\ze/\zt =ghit [C]V1A1 + c;vz,\ze(’\?"‘i)t) R EAltC1V1)\1,
lo que implica que Z’ (t) es paralelo a vi.

Vz

Y a

v

Figura 7.4: Nodo inestable

En este caso el punto de equilibrio (0, 0) se denomina Nodo Inestable.
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

« Si Az = 0 < A1 el comportamiento de las trayectorias es como sigue:

Sicy =0y t— +coentonces Z(t) es paralelo a va
G818
Zm_[ y(t) 0
Sica =0yt — +o00entonces Z(t) es paralelo a v
x(t) +00
20-=[ ) |—[ 3% ]
Sic1 =0y t— —oco entonces
_[x® +oo
z0=[ 5t |—| i ]
Sicz =0yt — —o0 entonces
_[ x(t) ]_ﬂ[ 0 ]
zm_[ y(t) 0
Si t = +00, entonces

Z'(t) = civirreMi 4+ covans ettt = e"lf(clvl/\l + czvz)\ze["z"‘l)t) ~eMiciviAg

lo cual implica que Z’ es paralelo a vi.
Si t & —o0, entonces

Z' () = cavid1eMl 4 covadsetet = phat (clvl)\le[)‘l”‘ﬂ‘ + czvz)\z) ~ el vads

lo cual implica que Z’ es paralelo a v2

Y 4
V1
= w b 2 P |
g ryg §r o T
= . ~ |\« I‘ A T \
- /
R - g A | |
4, | \ \ x
- a A R » >
- Y = _ he 8
\ v \\ -
"‘ \ Y / — .
\ V) ] /=
| Yy / ; ” —-=
vy ¥ | |/ f ¥ e e
R I [ - o

Figura 7.5: Punto silla

En este caso el punto de equilibrio (0, 0) se denomina Punto silla.
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden,

Ejemplo 7.6

Caracterice el punto de equilibrio del sistema lineal X’ = AX y dibuje su retrato fase.

. -1 -2
1. sm:[ Ny ]

El determinante de la matriz A es —3 # 0
entonces el tinico punto de equilibrio del sis- "4

tema es (0, 0), luego resolviendo la ecuacion \\\:\Q__\_?j::/_/;f/////
caracteristica de la matriz A obtenemos que \\\ ‘“*—_—j__i_—;fy,{/ /
N %

//
sus autovalores son A3 =1, Ap =—3ysus = /
= W

respectivos autovectores son vy = (—1,1)7 /

y v2 = (1,1)". Per lo tanto, el punto de equi- /| “

librio es un punto silla. 5 = {({
=

) 1 3
L S|A=[ 2 _4]

El determinante de la matriz A es 2 # 0 entonces el tnico punto de equilibrio del sistema
es (0, 0), luego resolviendo la ecuacion caracteristica de la matriz A obtenemos que sus

autovalores son A1 = —1, Az = —2 y sus respectivos autovectores son vi = (—3, )" y
v2 =(—1,1)", luego punto de equilibrio es un nodo estable.

A

00 <075 <050 <025 ana

= Caso 2: Los autovalores A de |la matriz A son nimeros reales y repetidos
. - B R — Vi1 — V21
Autovectores linealmente independientes v; [ Via ] V2 [ Voo ]
La solucion tiene la forma [ ;gg ] =Z(t) =eM(c1v1 + c2Vv3) luego

x(t)=eM(c1vi1 + c2va1)

y () =eM(civiz + c2v22),

entonces
x(t) eM(civii+caval)

y(t) er(civia +cavza)
con K constante arbitraria.

=K =>x(t) =Ky(t)
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

o Si A < 0 el punto critico es denominado nodo estable. Ademas
Si t — +oc0 entonces Z(t) = [ x(t) ] — [ 0 ]

y(t) 0
st w20~ 3 ][ 12

Y

1F><

Figura 7.6: Nodo estable un autovalor negativo y dos autovectores Li.

o Si A > 0 el punto critico es denominado nodo inestable. Ademas
Sit — +c0 entonces Z(t) = [ x(t) ] — [ =0 ]

y(t) oo
Sit— —c0 enloncesZ(t):[ ;Eg ]_.[ g ]
Y 4

Figura 7.7: Nodo inestable un autovalor negativo y dos autovectores L.i.

+ Autovectores proporcionales (linealmente dependientes).

La solucién tiene la forma Z(t) = e (c1 v + ¢2 (v2 + tV)) donde v es un autovector y vz es
un autovector generalizado, linealmente independiente con v

o Si A < 0 el punto critico es denominado nodo impropio estable. Ademas

Si t — +0c0 entonces
z0=[ 33 ]-[0]
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

Si t — —oo entonces )
x(t +00
z0=[ 7 |- 5% |
Si t = +00, entonces
Z'(t)= eM[(Ac1+ Azt + ) V+ACzVal = eM(ACIV + ACaVa + C2V) + Aertcov

~ eMicyty,

lo que implica que Z’(t) es paralelaa v.
Si t &= —o00, entonces

ACIV+HACIVI + OV
t

z’(r):a“t(

+AcC2 v) ~ Acaterty

o que implica que Z’(t) es paralela a v.

Figura 7.8: Nodo impropio estable

o SiA > 0 el punto de equilibrio es denominado nodo impropio o inestable. Ademas

Si t — —co entonces
20-[ 53 ]-[ 3]

20=[ Ji |- 1]

Si t — +00 entonces

Si t &~ —00, entonces
Z' ()= eM[(Acy1+ Acat+ ) v+ Acavz]
= eM[Ac1v+ cav+Acava] + et [Acavt]

~ eMicyvt

lo que implica que Z’(t) es paralela a v

Si t & +00, entonces

AC1V+Co2v+ ACavo
t

Z'(t) = e)‘ft[ + )\czv] ~erMAcotv

lo que implica que Z’(t) es paralela a v.

176



7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

“ / .

Figura 7.9: Nodo impropio inestable

Ejemplo 7.7
Caracterice el punto de equilibrio del sistema lineal X" = AX y dibuje el retrato fase donde

6 —8
A =[ o ]
Solucion:

El determinante de la matriz A es 4 # 0 entonces el Unico punto de equilibrio del sistema es (0, 0),
luego resolviendo la ecuacion caracteristica de la matriz A obtenemos que su autovalor A = 2 es de
multiplicidad 2 , con un solo autovector (2, 1). El punto de equilibrio es un nodo impropio inestable.

0.75 ,-/::::j;, f"i,
> —
—
050 — /’/’#{*‘\7
==
000 = f”w/r’é

-1.00
-1.00 -0.75 =050 -035 0.00 0.25 0.50 0.75

» Caso 3: Los autovalores de la matriz A son niimeros complejos conjugados (A = a £ bi).
Si v =r £ is es el correspondiente autovector, entonces

Z(t) = e [c1 (cos (bt)r—sen (bt)s) + c2 (sen (bt) r + cos(bt) s)]
Si denotamos V(t) = ¢1 (cos (bt) r—sen(bt)s) + ca2 (sen (bt) r + cos(bt) s) se cumple que
Z(t) = et V(t)

vt 2" =vin
(+ b)"

entonces V es una funcién periddica de periodo %.

» Considerando a = 0 el punto de equilibrio es llamado punto centro estable, ademas

Z(t) = V(1)
y como Z(t) es una funcién periédica, entonces las trayectorias del sistema seran cerradas.
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden

Y &
- - - -—
- - - ) -
- - _— i Py =
- i o g i s . -
- -~ . ™ |
v T . - ) +
gl - - 4 X
P — 4 - — - - - 1
j / r ‘ | - - e »~ ’-
- i -
LY . e e et -
~ s T i i -
- — T g £
— — - -

Figura 7.10: Punto centro estable

= Considerando a < 0 el punto de equilibrio es llamado punto espiral estable, ademéas
Z(t) = e V(t)
Si t — +co entonces Z(t) = [ ;Eg ] — [ g ]

Sit— —oco entoncesZ(t):[ ;Eg ]_.[ "I$ ]

e,
- = |
-— - o ., "
B ey Y - Y
- _—TONON
= g = [ - N\ \ |
/ = & - - S ‘ \ X
f L7 ._l %3 &1 O l >
I SEEN =TI,
| \ N W — - W y "
kL -~ - —
\ - :_ - -~
- - e
™ - - o : - -
- - -

Figura 7.11: Punto espiral estable

» Considerando a > 0 el punto de equilibrio es llamado punto espiral inestable,

Z(t) = e?tv(t)

Si t — +0o entonces Z(t) = [ ;Eg ] - [ Iz ]

Sit——c0 enloncesZ(t):[ ;Eg ]_.[ g ]
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

y A
- " - -— S
—
r -
- -— -
- ’ .
. -—
> & - -l = =, No,
/ " i S . O X
r‘ 4 i F o 1 L J | + [
| T, Py 7 7 —
[ | » 1 » ; » 4
- - ) ” ’ >
= - -~ ; =
— - - -~ i o
— — o F
- — i - . -

Figura 7.12: Punto espiral inestable

Ejemplo 7.8

Caracterice el punto de equilibrio para el sistema
lineal X = AX y grafique el retrato fase, donde

i

Solucion: La determinante de la matriz A es
29 # 0 entonces el Unico punto de equilibrio
del sistema es (0, 0), luego resolviendo la ecua-
cion caracteristica de la matriz A obtenemos que
sus autovalores son A =5 £ 2i.

-100 -075 -050 -025

Del andlisis hecho anteriormente, podemos caraclerizar el punto de equilibrio de acuerdo a los autova-
lores obtenidos, como sigue:

Autovalores

Reales y negativos
Reales y positivos

Tipo de punto de equilibrio |
[ Nodo estable )
| Nodo inestable

| Realesy signo opuesto |
Gomplejo y parte real negativa

| Punto silla

Espiral estable

Complejo y parte real positiva

Espiral inestable

Complejo puro

Centro estable

7.1.2. Estabilidad en Sistemas Auténomos de primer orden

Estudiaremos el analisis cualitativo del sistema autonomo (en general no lineal) de la forma

ax
T F(x.y)
(7.4)
dy
E =G(x, y)

siendo que F y G tienen derivadas parciales continuas.

En el estudio de este tipo de sistemas surge la interrogante natural, ;por qué interesarnos en este tipo
de sistemas? La razoén principal es que muchos sistemas dinamicos biolégicos y las ecuaciones que los
describen son no lineales por la propia naturaleza de los fenémenos en cuestion.

Estamos interesados en hacer una clasificacion similar de los puntos de equilibrio para este sistema tal
como se hizo en el caso lineal. Para lograr esto recurriremos al calculo elemental, un primer método para
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

estudiar dichos sistemas es linealizar estas ecuaciones, es decir si tenemos z = f (x, y) que define una
superficie en el espacio. El plano tangente a esia superficie en el punto (xo, ¥o) tiene por ecuacion 2

B af of
Z = f(x0.y0) + (x—xp) E(XO’ yo) + {y—yu}@{xo, Yo)

Este plana dara la mejor aproximacion de

=55y

P=fixsy:)

z=f(x,y)

en las proximidades del punto (xo, o).

Por tanto, volviendo al sistema (7.4) tenemos S
gue para F y G diferenciables podemos escribir

(o yw

F(x, ¥) = F(xo, o) + (x = X0) 5 (Xa, Y0) + (¥ = Y0) & (xa, ¥0)

G(x, y) = G(x0, y0) + (x — X0) 32 (x0. ¥0) + (¥ — ¥0) 32 (X0, Y0)
luego

dx F(x oF aF
Tt = Fxo, yo) + (x—X0) 53 (Xa, o) + (¥ = ¥0)35(Xo, ¥o)

dy
¢~ 6x0,Y0) + (x—Xo) 2(x0, ¥0) + (¥ — y0) 32 (X0, ¥o)

En el caso que (o, yo) sea un punto de equilibrio del sistema (7.4), el sistema se reduce a

o ( )aF( )+ ( )2E( )
— & (X —X0) —(xo, —Yo)3;(Xo,
o 0) 7 Xo Yo ¥ —Yol3;(Xo. Yo

i ( )BG( )+ ( )5 )
— = (x—xp) —(x0. Yo) + (¥ — ¥o) 5= (xo0.
priad 0) 5 (xo- yo) + (y = yo) 57 (x0, 0

reescribiendo de forma matricial obtenemos

dx oF oF

— —(x0,¥0) —(xo.¥0) X —Xo
dt |~ | 9% ay

dy aG( ) aG( ) Y=vo
— —(xo, —(xo,

s ax X0 Yo oy 0. Yo

de esta manera si definimos la matriz jacobiana J(X, y) por

aF aF

E(X'Y) E(X-YJ
Jx. y)=

E(x ) ﬁ(x )

ax Y ay Y

podemos pensar que el sistema (7.4) se encuentra proximo al sistema lineal
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden.

dx X —Xg
[ 5 ]=J(Xo,yo)
dt y—Yyo

x(t)—xo
haciendo u (t) = el (ltimo sistema se escribe
y(t)—vyo

u’ =J(xo, yo)u (7.5)

pero con esto s6lo conseguimos una aproximacién local lineal del comportamiento cualitativo de la solu-
cion cerca de puntos de equilibrio. No obstante, en muchas situaciones fisicas las aproximaciones lineales
resultan ser adecuadas y vélidas . Ello no altera para nada el hecho de que en muchas otras situaciones
la linealizacion esta fuera de lugar.

BRIl Punto de equilibrio aislade

Un punto de equilibrio § = (xp, o) es llamado aislado si existe una vecindad de (xg, yo) de manera
que en esta vecindad no existe ningan otro punto de equilibrio.

IECEINEYAN Toorema de Liapunov-Poincaré

Dado el sistema

x'=F(x y)

y'=G(xy)
un punto de equilibrio aislado (xg, yo) es llamado asintoticamente eslable si y solo si la parte real

de todos los autovalores de la matriz Jacobiana | (X0, ¥o) son negativos.
Si la parte real de al menos un aulovalor es positivo, el punto de equilibrio sera llamado inestable.

Dado un punto de equilibrio aislado (xo, Yo). si la parte real de los autovalores de la matriz jacobiana
J(xg. yo) son diferentes de cero, entonces el sistema (7.4) y su version linealizada (7.5) tienen las
mismas caracleristicas de estabilidad (clasificacion) en una vecindad del punto de equilibrio.

Sila parte real de alguno de los autovalores de la matriz jacobiana J(xg, ¥p) fuese cero, no podremos
concluir nada acerca de la estabilidad del sistema no lineal en el punto de equilibrio (xg, yg) sin antes
hacer un andlisis mas profundo.

Podemos reescribir 1a relacién de autovalores relacionados con su estabilidad en la siguiente tabla, el
termino estabilidad lineal se refiere a la estabilidad de los los puntos de equilibrio del sistema linealizado
correspondiente, por otro lado el termino estabilidad no lineal se refiere a la estabilidad del punto de
equilibrio en el sistema no lineal correspondiente.

[ autovalores Estabilidad lineal | Estabilidad no lineal
Reales y negativos Nodo estable Nodo estable
Reales y positivos Nodo inestable Nodo inestable
Reales de signo opuesto || Punto silla | Punto silla
Complejos con parle real negativa | | Espiral estable | Espiral eslable
Complejos con parte real positiva Espiral inestable | Espiral inestable |
Complejo puro centro estable indeterminado J
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7.1. Sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden,

Ejemplo 7.9

Halle puntes de equilibrio del sistema

X' =x(1-y)
y' =y(2-x)
y determine la aproximacion lineal al sistema en cada punto de equilibrio.

Solucion:
Encontraremos los puntos criticos resolviendo el sistema de ecuaciones

X(1—y)l=0=—=x=0 v 1—y=0
y(2—-x)=0=y=0 v x=2

s Six=0=>y=0luego (0, 0) es un punto de equilibrio.
s Siy=1=>x=2luego (2, 1) es un punto de equilibrio.

linealizamos el sistema en las proximidades de los puntos criticos obtenidos anteriormente a traves
del sistema

u’ =J(xo. yo)u
o —X
donde J(x. y) = [ —y 2 x ]
= Considerando el punto de equilibric (0,0}

wo=g 3]

esta matriz tiene autovaloraes reales y positivos A; = 1 y A3 = 2, luego el punto de equilibrio
(0, 0) es un nodo inestable del sistema linealizado

u’=/(0,0)u,

ademas como la parte real de los autovalores son diferentes de cero, el punto de equilibrio
(0, 0) tendra la misma clasificacion en el sistema inicial (no lineal).

= Considerando el punto de equilibrio (2, 1)

ev= 5 T

la solucion de la ecuacion caracteristica de esta matriz es
—A -2 5
det(| 27 5 |[)=r?—2=0=2=Vv2 y A=—V2
entonces, luego el punto de equilibrio (2, 1) es un punto silla del sistema linealizado

u =)(2,1)u,

ademas como la parte real de los autovalores son diferentes de cero el punto de equilibrio
(2, 1) tendra la misma clasificacion en el sistema inicial (no lineal).
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Ejemplo 7.10
Determine y clasifique los puntos de equilibrio del sistema, luego esboce su diagrama fase.

dx ( 1
—=x(x—-
dt

dy

—=y(2 2
dt y( +Xy]

Soluci6n:
Encontremos los puntos criticos resolviendo las ecuaciones

Xx(x—1)=0=x=0 v x—1=0
y(2+xy?)=0=y=0 v 2+xy’=0
s Six=0=>y=0uego (0, 0) es un punto de equilibrio.
» Six=1=>y=0Iluego (1, 0) es un punto de equilibrio.
Linealizando el sistema en las proximidades de los puntos criticos obtenidos a través del sistema

u" = J(xo, yo)u
donde

fijy:l:[ y3 2+3xy2

= Considerando el punto de equilibrio (0,0)

2x—1 0 ]

jo.0=[3 5]

esta matriz tiene por autovalores a A1 = —1, Az = 2 luego el punto de equilibrio (0, 0) es un
punto silla del sistema linealizado

u’ =J(0, 0)u,

ademas como la parte real de los autovalores son diferentes de cero, el punte de equilibrio
(0, 0) tendra la misma clasificacion en el sistema inicial (no lineal).

» Considerando el P.E.(1, 0)

o=} 2]

esta matriz tisne por autovalores a A = 1, 2, luego el punto de equilibrio (1, 0) es un nodo
inestable del sistema linearizado

u' =/(1,0)u,

ademas como la parte real de los autovalores son diferentes de cero el punto de equilibrio
(1. 0) tendrd la misma clasificacion en el sistema inicial (no lineal).
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Obtenemos el siguiente diagrama fase ubicando en el plano XY a los puntos de equilibrio obtenidos
anteriormente, luego trazamos algunas trayectorias de forma adecuada

iy

\\E
N

y

|
T \

Ejemplo 7.11

Determine y clasifique los puntos de equilibrio del sistema, luego esboce su diagrama fase.
dx
. G
dt e

d
Y e y@x+y-3)

dt
Solucion:
Encontremos los puntoS criticos resolviendo las ecuaciones
x—y=0 K=k
+y—3)=0
y(@x+y - y=0 v 2x+y=3

Siy =0 = (0, 0) es punto de equilibrio.

Si2x+y=3=0=3x=3 (pues x =y) = x =1 = (1, 1) es punto de equilibrio.
El sistema linealizado tendra la forma

u’ =J(xo. yo)u
donde 1 1
)'(Xu"}=[ 2y 2x+2y—3 ]
= Considerando el punto de equilibrio (0,0)

so.0=[ g 73]

ya que esta matriz es triangular observemos que los autovalores son A1 = 1y Ay = —3, por
tanto considerando el sistema linealizado asociado a este punto de equilibrio
"' =J(0, 0)u,

sera caracterizadc como punto silla, ademéas ya que los autovalores son diferentes de cero
este punto de equilibrio sera caracterizado de manera similar para el sistema no lineal dado
inicialmente.
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= Considerando el punto de equilibrio (1,1)

o= |

hallemos sus autovalores

1-2 -1

det[ 2 12

]=o=.{1—,\)2+2=0=>al=1+ VB v Aa=1=V3

en este caso los autovalores son numeros complejos con parte real positiva, por lo tanto consideran-
do el sistema linealizado asociado a este punto de equilibrio 1’ = J(1, 1)u, sera caracterizado como
espiral inestable, ademés ya que |a parte real de los autovalores es diferente de cero este punto de
equilibrio sera caracterizado de manera similar para el sistema no lineal dado inicialmente.

S

Obtenemos el siguiente diagrama fase ubicando
en el plano XY a los puntos de equilibrio ob-
tenidos anteriormente, luego trazamos algunas
trayectorias de forma adecuada

Los diagramas de fases han sido realizados en python ( ver cédigo en apéndice A).

7.1.3. Aplicaciones
Modelo de Predador- Presa(Lotka-Volterra)

En este caso consideramos la interaccion de dos especies. Una especie de predadores y |a otra especie
de presas. Para construir el modelo definiremos las variables como sigue

x(t) : poblacion de presas en el tiempo t.

y(t) : poblacién de predadores en el tiempo t.

Tengamos en cuenta que si no existiesen predadores, |a poblacién de presas creceria malthusiana-
mente; mientras que si no hubiese presas, la especie predadora decreceria, también siguiendo un modelo
malthusiano, es decir:

x'(t) = ax
y'(t)=—dy

donde

a :tasa de crecimiento de las presas en ausencia de predadores.

d : tasa de disminucién de predadores en el caso de ausencia de presas.

Ahora bien, como ambas especies conviven en un mismo tiempo y se relacionan es necesario modi-
ficar ambas ecuaciones con un término que dependa de la interaccion, beneficiosa para depredadores,
desfavorable para presas, razén por la cual se toma con signo negativo en el crecimiento de presas y
positivo en el de depredadores:
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x'(t) = ax— b * interaccién
y/(t) = —=dy + ¢ * interaccion
donde
b : tasa de depredacion de la presa.

C : tasa de beneficio del predador por la depredacién.
entonces

x'(t)=x(a—by)
¥ () =y(cx—d)

dondea,b,c,d >0
Observemos que este sistema es no lineal con puntos de equilibrio (0, 0) y (d/c, a/b). Calculando el
jacobiano tenemos que
_[ a—by —bx
i BEX S

= En el punto de equilibrio (0, 0)
je.0=[§ %]

Luego los autovalores son A1 = a > 0y A; = —d < 0, consecuentsmente el punto de equilibrio
(0, 0) es un punto silla.
= En el punto de equilibrio (d/c, a/b)
. 0 —bhd/c
Sty s "R |

luego los autovalores son A = *iv ad. Entonces en la aproximacion lineal el punto de equilibrio
(d/c, a/b) es un centro , sin embargo en este caso la clasificacion de este punto de equilibrio en
el sistema no lineal sera indeterminado, luego para determinar su clasificacién, calcularemos sus

gu
CmhE

o—--—""r/

a'h

o d'c

por lo que deducimos que este punto de equilibrio es un centro o un punto espiral inestable, enton-
ces en este caso para determinar las trayectorias de manera mas exacta se resolvera la ecuacion
diferencial dada por

dy cxy—dy
dx  ax—bxy’
esta es una ecuacion diferencial separable pues
(a—by)dy (cx—d)dx
y - X
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luego integrando se obtiene
aln|y|—by =cx—din|x|+ K

donde K es una constante arbitraria, al hacer |la grafica de esta ecuacién dando valores especificos
alos parametros a.b, ¢ y d se observa mas exactamente que las trayectorias seran cerradas en un
vecindad del punto de equilibrio (d/c, a/b) consecuentemente el diagrama de fase de este sistema
tiene la forma

Por lo tanto, el modelo predice que la poblacion de ambas especies tendra un comportamiento pe-
riodico. El andlisis cualitativo también indica por ejemplo que para pequefios valores iniciales de
los predadores y presas, inicialmente las presas creceran y la poblacion de predadores se mantie-
ne aproximadamente constante, luego desde que hay muchas presas, la poblacion de predadores
comienza a aumentar mientras que el numero de presas decae. Este ciclo se repetira.

Modelos Epidemioldgicos simples

¢, Como modelan los matematicos la propagacion de una enfermedad infecciosa? Complicando las
cosas esta el hecho de que diferentes tipos de enfermedades tienen todo tipo de caracteristicas diferentes,
y esas caracteristicas deben reflejarse en las ecuaciones que utilizan los matematicos.

Modelo SIR

Supongamos que un pequefio grupo de personas, que tiene una enfermedad infecciosa, migra a una pobla-
cién mas grande. El problema que planteamos es el de saber si, cuando aumenta el tiempo, desaparecera
la enfermedad o por el contrario se presentara una epidemia. Supondremos también gue la enfermedad
otorga inmunidad permanente a cualquier individuo que se haya recuperado de ella, y ademas que su
periodo de incubacién es muy breve. Por lo tanto, un individuo que contrae la enfermedad se convierte
rapidamente en agente de contagio. Dividiremos a la poblacién en tres clases de individuos:

= La clase infectiva I, formada por todos aquellos individuos que estan en condiciones de transmitir la
enfermedad a otros.

» Laclase susceptible S, formada por los individuos que no son agentes de transmitir la infeccién pero
que estan en condiciones de padecerla y volverse infecciosos.

= La clase de recuperados R, que la constituye los individuos que adquirieron la enfermedad y murie-
ron, los que se han recuperado y son inmunes permanentemente, y los que fueron aislados hasta
su recuperacion y adquisicion de inmunidad permanente.
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Supongamos una poblacién de tamanio fijo N que en un instante t se puede considerar dividida en tres
clases: los susceptibles S(t) (que se pueden infectar), los infecciosos I(t)(que estan infectados y pueden
transmitir la enfermedad), y los recuperados R(t) (individuos inmunes a la enfermedad)

El flujo entre estas tres clases se puede describir como sigue

B AN
Para construir este modelo, tendremos en cuenta las siguientes hipotesis:

= En el intervalo de tiempo considerado, la poblacién permanece en un nivel fijo N. Ello significa, que
no hacemos caso de los nacimientos, muertes por causas ajenas a la enfermedad considerada, inmi-
gracion y emigracion. Dado que podria haber interaccion entre individuos susceptibles e infecciosos
gue puedan afectar negativamente a una porcion de personas susceptibles. La rapidez de variacion
de la poblacién susceptible es proporcional al producto del nimero de miembros de 5(t) y de I(t).

ds bSI
dt

= |uego si restas esas personas a la categoria de susceptibles la agregas a la categoria de infecciosos,
por otro lado los individuos que se retiran de la clase infecciosa I(t), lo hacen segun una tasa
proporcional al tamano de I(t)

ar
— =bSI—al
dt

= Los individuos que se retiran de la clase infecciosa I(t) se agregan a la categoria de recuperados

entonces la dinamica seria
dR

—=al
dt

De estas hipdtesis es inmediato deducir que S(t), I(t) y R(t) cumplen el siguiente sistema:

ds
— =—hSI
dt
di
—=b5I—al
at
dR
—=al
dt
donde
b es la tasa de infeccion.
a es la tasa de recuperacion.
Notese que
o, R bSI+ bSI I I=0
—_———t — = + —al+al=
dt dt dt

d
entonces E(S + I+ R) = 0. Para analizar el sistema, se supone que en el instante cero

5(0)>0,I(0) > 0,R(0)=0

Una cuestién de interés es saber si la epidemia se va a extender, es decir si I(t) > I(0) para t > 0.
Como R(t) = N— 5(t)—I(t) entonces el sistema SIR dado inicialmente puede reducirse al siguiente
sistema de dos ecuaciones

it (to) 0
_....E i 0 0

las orbitas de este sistema son las curvas soluciones de la ecuacion diferencial de primer orden
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dl  bSI—al a
— = =—1 4+ —
ds —bSI bs
Para analizar el comportamiento de las curvas anteriores, estudiamos el signo de I’(5). Definiendo

a dl
C:= S entonces — < 0 si S > ¢, y positiva para S < ¢. Por tanto, I(S) es una funcién de S que es
creciente para valores de 5 < ¢ y decreciente para 5 > C.
Es importante notar que S(t) decrece, R(t) crece y que si S(0) es menor que ¢, como 5(t) < 5(0)

entonces 5(t) < ¢ para t > 0 luego I(t) decrece monoétonamente en el tiempo ya que t < 0 desde que

dr 4
dt .
7 =<> 0. Por otro lado, si S(0) > ¢ entonces
S dt
aI(0)
T = (bS(0)—a)I(0) >0

luego I crecera por lo menos en las proximidades de t = 0.

No podemos resolver la dinamica del modelo SIR de forma analitica, pero podemos hacer simulaciones
que ayuden a explorar su solucién analitica. En resumen, si se incluye un pequefo grupo de infecciosos Ip

000 R
000

4000

Nro de individugs

Figura 7.13: Modelo SIR caso epidemiolégico

en un grupo susceplible Sp, con S(0) < c, entonces la enfermedad desaparecera rapidamente, por otro
lado si S(Q) = c, entonces I(t) crece, es decir la enfermedad se puede extender mientras S(t) decrece
hasta el valor de ¢, momento en que I(t) alcanza su valor maximo cuando 5 = ¢, luego I(t) empieza a
decrecer solamente cuando el nimero de susceplibles se encuentra por debajo del valor de umbral ¢. De
estos resultados se puede concluir que se presentara una epidemia s6lo si el nimero de susceptibles en
la poblacion excede el valor de umbral ¢ = b/a.

El valor 5(0)/c se denomina nimero reproductivo de infeccién y se denomina generalmente Ro, la
cantidad Rg es de gran importancia en epidemiologia, ya que indica si la infeccion se puede extender. Es
la clave para comprender porgué los programas de vacunacion funcionan y explica porque no es necesario
vacunar a todos contra la enfermedad infecciosa, pues mientras el nimero de individuos susceptibles sea
menor que C, la infeccion no se extendera. ¢ viene a ser un dato teorico, sin embargo en la practica se
debera tener en cuenta otros factores adicionales que influyen en la posible extension de una infeccion,
por ejemplo la proximidad de los individuos infectados.

Modelo SEIR

Ahora generalizaremos el modelo SIR, este nuevo modelo incluye una cuarta categoria, esta es la
categoria E de expuestos. La razon de esta categoria es que cuando te infectas por primera vez con una
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enfermedad, a menudo no tienes sintomas de inmediato y es posible que en realidad no estés propagando
la enfermedad a otras personas, es posible que actualmente no seas infeccioso. Sin embargo, realmente lo
has recibido. Es como un periodo de latencia mientras la infeccion se esta desarrollando dentro de alguien.
Después de algun tiempo, estas personas expuestas luego pasarian a ser infecciosas, donde podrian
infectar a otras personas y luego recuperadas después de eso. Es muy similar al modelo SIR, pero hay un
par de cosas que han cambiado. El flujo entre estas cuatro clases se puede describir como sigue

s Ee-LI5R

Para construir este modelo, tendremos en cuenta las siguientes hipotesis:

En el intervalo de tiempo considerado, la pablacién permanece en un nivel fijo N. Ello significa, que
no hacemos caso de los nacimientos, muertes por causas ajenas a la enfermedad considerada,
inmigracion y emigracion. Es decir,

N = 5(t) + E(t) + I(t) + R(t)

Por otro lado dado que podria haber interaccion entre individuos susceptibles e infecciosos que
puedan afectar negativamente a una porciéon de personas susceptibles. La rapidez de variacion de
la poblacién susceptible es proporcional al producto del nimero de miembros de S(t) y de I(t).

ds
— =—bSI
dt

En este caso si restas esas personas a la categoria de susceptibles la agregas a la categoria de
expuestos( debido al periodo de latencia), también los individuos que se retiran de la clase expuestos
E(t), lo hacen segun una tasa proporcional al tamafo de E(t)

a€ bSI—aE
—_— —Qa
dt
Los individuos que se retiran de la clase de expuestos E(t) se agregan a la categoria de infecciosos
I(t), a su vez los individuos que se retiran de la clase infecciosos I(t), lo hacen segln una tasa
proporcional al tamafo de I(t) entonces la dinamica seria
dr
—=qaE—cl
dt

Los individuos que se retiran de la clase infecciosa I(t) se agregan a la categoria de recuperados
entonces la dindmica seria

dR ’
—— C
dt
De estas hipotesis es inmediato deducir que S(t), E(t), I(t) y R(t) cumplen el siguiente sistema:

ds

— = —bSI

dt

dE

— = bSI—akE

dt

dr g

—= aE-—c

dt

dR ;

il AT

dt

donde

b probabilidad de infeccion.
a es probabilidad de pasar de pasar de latente a infectado.

¢ probabilidad de recuperacion.

No podemos resolver la dinamica del modelo SEIR de forma analitica, pero podemos hacer simulaciones
que ayuden a explorar su solucién analitica.
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Figura 7.14: Modelo SEIR caso epidemiolégico

7.2. Ejercicios resueltos

1. Dado el sistema no lineal
X' =x—y?
y' =y(9x—4)
a} Encuentre los puntos de equilibrio.
b) Clasifigue los puntos de equilibrio.

Solucién:

a) Puntos de equilibrio, para ello resolvemos el sistema de ecuaciones

X—y2=0 = x=y?
¥(9x—4)=0 = y=0 v 9x—-4=0

Siy=0=x=0=(0,0).

Six=i=y=3=(43)
Six=f=sy=-3=(5-3)

Por lotanto, son puntos de equilibrio son (0, 0), (g, %) y (g, —%)

b) Para clasificar los puntos de equilibrio calculemos el jacobiano

16:9)=| 9y ox2a |

Al evaluar el jacobiano en cada punto de equilibrio se tiene:
= Para (0, 0)
1 0
jo0=5 5 .

los autovalores de / (0, 0) son A = 1, —4 entonces (0, 0) es un punto silla.

. Para(g, %) . )
1 —=
f(a'EH 6 0O ]'

los autovalores de](g, %) sonA = HT‘/B_I‘ entonces (%, %) es un punto espiral inesta-
ble.
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o para (4,-3)

4 2 1 4
HNo—3|= 2|
9 3 —6 0
los autovalores de)‘(g.f%) son A = li‘z/ﬁi entonces (%,f%) es un punto espiral

inestable. Como los autovalores del sistema linealizado tienen parte real diferente de
cero la caracterizacién de dichos puntos es la misma para el sistema original.

2. Una interaccion de competencia se describe con el modelo de Lotka- Volterra dado por
x’=0,004x(50—x—0,75y)
y'=0,001y(100—y— 3x)

Clasifigue los puntos criticos del sistema.

Solucion:
Calculemos los puntos criticos, entonces

0,004x(50—x—0,75y)= 0=>x=0 v x+0,75y=>50
0,001y (100—-y—-3x)= 0=y=0 v y+3x=100
= Six=0entoncesy =00y =100

= Siy =0 entonces x =50
m Six+0,75y=50 y y+3x=100setienex=20ey=40.
Por lo tanto (0, 0), (0, 100), (50, 0) y (20, 40) son los puntos de equilibrio del sistema.

Para clasificar los puntos de equilibrio linealizamos, para ello calculamos el jacobiano

0,2—0,008x— 0,003y —0,003x
Jy)=

—0,003y 0,1—-0,002y—0,003x
= Para (0, 0)

oo % ]

sus autovalores son A = 0,2 y A = 0,1 luego el punto de equilibrio (0, 0) es un nodo inestable.

= Para (0,100)

—0,1 0
1(0'10°)=[ —0,3 —0,1 ]
sus autovalores son A = —0,1 y A = —0,1 luego el punto de equilibrio (0, 100) es un nodo

estable.

= Para (50,0)

—-0,2 -0,1
1(50,0)=[ P _8}02]

sus autovalores son A = —0,2 y A = —0,05 luego el punto de equilibrio (50, 0) es un nodo
estable.
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= Para (20, 40)

—0,08 —0,06
”20'40):[ —0,12 —0,04 ]
sus autovalores son A =73;a@ y A =73g6@ luego el punto de equilibrio (20, 40) es un

punto silla.

Como los autovalores del sistema linearizado tienen parte real diferente de cero la caracteri-
zacion de dichos puntos es la misma que el sistema original,

=21 ")
x' = —=]-x
3 Y

y'==2y+ 4xy

3. Dado el sistema

a} Determinar y clasificar los puntos criticos.
b} Esboce el diagrama de fase.

Solucion:

a) Para determinar los puntos de equilibrio resolvemos el sistema
X
2(1=3)=xy= 0

—2y+4xy= 0

de donde 5
X
2—-F—xy=0

(—2+4x)y=0 = —-2+4x=0 o0 y=0

. Si—2+4x=0=>x=%=>y=1—30=>(%,1—30).
m Siy=0=x=3=>(3,0).

Luego los puntos de equilibrio son (3, X2) y (3, 0).
Para clasificar los puntos de equilibrio determinamos la matriz Jacobiana

Jx, y)= .
4y —2+4x
luego evaluamos dicha matriz en cada punto de equilibrio
= Para el punto de equilibrio (3, 1) el sitema linearizado es 2/ = J (3, 32 ) z donde

1

110 -4 =3

/ 2°3)7 | w 0

3
y sus autovalores son A = % =96 entonces el punto de equilibrio (% 13—0) es un

nodo espiral estable.
= Para el punto de equilibrio (3, 0) el sitema linearizado es z’ = J(3, 0)z donde
2

- -3
J(3,0)=
0 10
y sus autovalores son A = —% y A = 10, entonces el punto de equilibrio (3, 0) es un

punto silla. Gomo los autovalores del sistema linearizado tienen parte real diferente de
cero la caracterizacién de dichos puntos es la misma que el sistema original.
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b) El retrato fase es:

A
\ \

A \\}\ZJ \
|

72

-2 -1 [¥] : 2 3 4 5 6 X

-]

w

£

w

[X]

o

X' =2(1-3)—xy

Figura 7.15: Diagrama de fase del sistema Y =—2y + dxy

x'=xy—x

4. Dado el sistema no lineal ¥ =2x—3y

a) Determine y clasifique los puntos de equilibrio.
b) Dibuje el diagrama fase del sistema.
Solucion:

&) Para encontrar los puntos de equilibrio del sistema resolveremos el sistema
xy—x=0 =2x(y—1)=0
2x—3y=0 =2x=3y

= Six=0=y=0=>(0,0).
" Siy=1=2x=3=(3,1).

Luego los puntos de equilibrio son (0,0) y (% 1). Para clasificar los puntos de equilibrio
calcularemos la matriz Jacobiana

=731 %

luego evaluamos dicha matriz en cada punto de equilibrio

= Para el punto de equilibrio (0, Q) el sistema linealizado es z’ = J(0, 0)z donde

-1 0
J(0,0) = [ 2 -3 ]
y sus autovalores son A = —1, A = —3, entonces el punto de equilibrio (0, 0) es un

nodo estable.
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= Para el punto de equilibrio (% 1) el sistema linealizado es z’ = J (% l)z donde

0 3
3 —
- 1= 2
(3
2 -3
y sus autovalores son A = —3+2Jﬁ yA= =3 2,/—' entonces el punto de equilibrio (2, 1)

es un punto silla. Como los autovalores del sistema linealizado tienen parte real diferente
de cero la caracterizacion de dichos puntos es la misma que el sistema original.

b) El diagrama de fase es:

}/// \\\

x'=xy—x
y' =2x—-3y "

£

Figura 7.16: Diagrama fase del sistema

5. Dado el sistema no lineal
X' =x—y?
y'=y(9x—4)
a) Determine los puntos de equilibrio.
b) Clasifigue los puntos de equilibrio obtenidos en la parte a)
c) Dibujar el diagrama fase de este sistema.
Solucién:
a} Para encontrar los puntos de equilibrio resolveremos las ecuaciones
x—=y2=0 y y(9x—4)=0
obtenemos que (0, 0), [4 %) y (g, —%) son los puntos de equilibrio del sistema.

b} Para clasificarlos linearizamos el sistema, entonces obtenemos

u’ =J(xo, yo)u
donde 1 5
_ —zy
J’("')’)—[9y 9x—4]’

luego evaluemos los puntos de equilibrio en la matriz jacobiana
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= Para (0, 0)
j0.0=[g ]

luego los autovalores de esta matrizson A =1y A =—4 , entonces (0, 0) es un punto

silla.
= Para (%, %)

(s3)-[5 7]

luego los autovalores de esta matriz son A = 1+‘2/ﬁ’ yA= l_gﬁ‘

punto espilal inestable.
_6

= Para (g,—%)
1+‘2/ﬁ( yA= l—gﬁl

wl s

(=]

luego los autovalores de esta matriz son A =
es punto espiral inestable.

¢) El diagrama de fase respectivo es

bl

-

N]

)

-3 >
-3 2 x
Figura 7.17: Diagrama de fase del sistema H =X
o y' =y(©Ox—4)

6. Dado el sistema
X' =x—-y
y' =senx

a) Determine y clasifique el o los puntos de equilibrio del sistema.
b) Esboce el diagrama de fases.

Solucién:
a) Para determinar los puntos de equilibrio resolvemos el sistema
Xx—y=0 = x=y

senx=0 = Xx=nm dondene€Z
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luego (nm, nm) donde n € Z son los puntos de equilibrio de este sistema. Para clasificar
estos puntos, linealizamos el sistema dado, para esto es necesario calcular la matriz jacobiana
asociada a este sistema

1 -1
j(x’y}=[cosx 0 ]
luego evaluando la matriz jacobiana en cada punto de equilibrio obtenemos

1 -1
J(nm, nm) = ,
" o
asi tenemos que

= Sinesparj(nmnm)= [ 1 _01 ] entonces su ecuacion caracteristica es

et([ P51 1])=0

y sus autovalores son A = 1*—‘[_‘ ya que los autovalores son complejos y la parte real es
positiva, entonces los puntos de equilibrio se clasifican como espirales inestables.

. . 1 -1 I .
» Sinesimpar/(nm, nm) = [ —1 0 ], entonces su ecuacion caracteristica es

dget([ 271 3 ])=0.

luego sus autovalores son A = 1*‘/_ yA= =5 '/_ ya que los autovalores son reales y
de signos opuestos, entonces los puntos de eqU|I|br|o se clasifican como puntos silla.
Ademas como los autovalores del sistema linealizado tienen parte real diferente de cero
la caracterizacion de dichos puntos es la misma que el sistema original.

b) El diagrama de fase respectiva es:

vA . e S
— —— 2

10 — %
_ ___,_,..—%\k_#

= %

_5%
=10 : -
,-'—'-—-____ ¥

= [+} 5 10 X

'=x-y
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7.3. Ejercicios propuestos

7.3. Ejercicios propuestos

1. Dado el sistema Y’ = [ —48 _21 ] Y. Clasifique el punto critico (0, 0).

2. Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones

a) Los sistemas x’ = Ax y x’ = 2Ax tienen la misma clasificacion para sus respectivos puntos
de equilibrio.

b) Para un punto de equilibrio silla (0, 0), las tnicas trayectorias que se aproximan a un punto de
equilibrio (0,0) cuando t — +c0 son aquellas en direccién de el autovector correspondiente al
autovalor positivo.

¢) El punto de equilibrio del sistema x/ = Ax que tiene dos autovalores positivos s un nodo
inestable.

3. Hallar los puntos de equilibrio de los siguientes sistemas, estudiar su estabilidad y esbozar su dia-
grama de fase.

eX—1

x'=1—=xy x' =
y'=-ye*

y'=y—x3

x'=y+1
y’=x2+ay2

X' =x+y
A rox2iy b) c) d)

4. Determinar los puntos de equilibrio del sistema dado y si existen clasificarlos, presente su retrato

fase
x'=2x—x? x'=y> X' =X+ 3y?
A yr=—yt+xy Dy ="x3 9y =yx=2)
B x’=xy o x’ = y(3x—2) ) x’ =2x+ 5y?
¥y =(x—1)(1+y3) y' =2x—9y2 Y =y(3—4x)
0 x'=x—3y? f X' =x—y? ) x’ =2y + sen(x)
y'=-y y' =y(9x—4) y' =x(cos(y)—2)

5. Considere el modelo predador - presa

ax 5
E_X( —-Y)
dy
E—Y(X—a

Represente el diagrama fase para 0 € x < 10, 0 < y < 10. Compare el comportamiento especifico
para dos casos especificos correspondientes a la condicion inicial

Do J=lo ] v Do =[]

6. Considere el modelo predador - presa

dx 3 )
o x(3—x—
dt Y
dy

P —1

e y(x—1)

Represente el diagrama fase y determine que sucede con las poblaciones de ambas especies cuan-
dot — +o0.
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Apéndice A - EDOs con Python.

EDOs con Python.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Resolver la ecuacion

codigo en python

from sympy import =
x=symbols('x")
y=Function('y')("x")

ecuacion = Eq(diff(y,x)-1/x*%2,0)
display(ecuacion)
dsolve(ecuacion)

1
Solucion: ¥ (x) =C; — =

Resolver el PVI

L
Y= ==0y1)=0
X

codigo en python

from sympy import =

x=symbols('x")

y=Function(’'y")(’'x")

ecuacion = Eq(diff(y,x)-1/xx*2,0)
display(ecuacion)
dsolve(ecuacion,ics={y.subs(x, 1): 0})

1
Solucién: y (x) =1-— x

Resalver el PVI

y' —y=—cos(t), y(0) = 1/4

codigo en python

from sympy import =

x=symbols('x")
y=Function('y")('x")

ecuacion = Eq(diff(y,x)-vy,-cos(x))
display(ecuacion)

dsolve(ecuacion)




Apéndice A - EDOs con Python,

Solucidn:
y({(x)=-0,25e*—

sen(x) cos(x)
* 2

Graficar la solucion del PVI

y' —y =—cos(t), y(0) = 1/4

codigo en python

import sympy as sp
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

# Definir simbolos y funciones
t sp.symbols(’'t")
y = sp.Function('y")

# Definir la ecuacidn diferencial
ecuacion_diferencial = sp.Eq(y(t).diff(t), y(t)-cos(t))

# Definir la condicidn inicial y(0) = 1/4
condicion_inicial = {y(0): 1/4}

# Resolver la ecuacidn diferencial con dsolve
solucion = sp.dsolve(ecuacion_diferencial, ics=condicion_inicial)

# Obtener la solucidn en forma funcional
solucion_funcional = solucion.rhs

# Convertir la solucién funcional a una funcién numérica
y_numerica = sp.lambdify(t, solucion_funcional, ’"numpy’)

# Graficar la solucion
t_valores = np.linspace(-3, 10, 10000)

y_valores = y_numerica(t_valores)

plt.plot(t_valores, y_valores, label='Solucidn’)

plt.scatter([0], [1/4], color="red’', label="Condici6n Inicial (t=0, y=1/4)")
plt.xlabel(’t’)

plt.ylabel(’'y(t)")

plt.legend()

plt.show()

0{ —o——————
-1000 \
-2000 \

—3000 1‘1

yt)

—4000 |I

=3000 1 — solucién \

® Condicion Inicial (t=0, y=1/4) h

-2 0 2 4 6 8 1o
t
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Apéndice A - EDOs con Python,

Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo or-
den

Resolver la ecuacion

y'4+2y'+y=0

cddigo en python
from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve
X = symbols('x")

y = symbols(’'y’, cls=Function)
eq = Eg(Derivative(y(x), x, 2) + 2=Derivative(y(x), x, 1) + y(x), 0)

# Condiciones iniciales

ics = {y(@): @, y(x).diff(x).subs{(x, 0): 0}
# Resolver la ecuacion diferencial

sol = dsolve(eq,y(x))

print(sol)

Solugion: y (x) = (C1 + Cax)e™*

Resolver la ecuacion

y” +2y' + y = cos(x)

cadigo en python
from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,cos

X = symbols('x")
y = symbols(’'y', cls=Function)
eq = Eq(Derivative(y(x), x, 2) + 2+Derivative(y(x), x, 1) + y(x), cos(x))

# Condiciones iniciales

ics = {y(@): @8, y(x).diff(x).subs(x, 08): 0}
# Resolver la ecuacion diferencial

sol = dsolve(eq, y(x))

print(sol)

Solucion:
¥ (x) = (C1 + Cox) e~ + €0%)

Resolver el PVI

y'+2y'+y=cos(x),y(0)=0,y(0)=0

codigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,cos
x = symbols('x")

y symbols('y’, cls=Function)

eq = Eq(Derivative(y(x), x, 2) + 2xDerivative(y(x), x, 1) + y(x), cos(x))
# Condiciones iniciales

sol=dsolve(eq, y(x),ics={y(0): 0, y(x).diff(x).subs(x, 0): 0})

print(sol)

nn
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Apéndice A - EDOs con Python.

Solucidn:
o xe™* " sen(x)
YR— 2
Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden supe-
rior

Resolver la ecuacion

Y4 45y 4y =0

codigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,cos
x= symbols('x'); y = symbols ('y', cls = Function)

eq = Eqg(Derivative(y(x),x,4)+5+Derivative(y(x),x,2)+4+y(x),0); #
sol=dsolve(eq, y(x))

print(sol)

Solucién:
y(x)=Cisen(x)+ Casen(2x)+ Cycos(x)+ Cacos(2x)

Resolver la ecuacién

Yy 4 5y(2) 4 4y = xsen (x)

codigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,sin

x= symbols('x"'); y = symbols ('y’', cls = Function)

eq = Eg(Derivative(y(x),x,4)+5=Derivative(y(x),x,2)+dxy(x),x*sin(x)); #
sol=dsolve(eq, vy(x))

print(sol)

Solucién: y (x) = C1sen(x) + Casen (2x) + C3cos(x) + Cacos(2x) — %’g") _ Xlcos(x)

Resolver el PVI]

y® +5y@ + 4y =4,y(0)=0,y'(0)=0,y"(0)=0,y(0) =0

codigo en python

from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve,sin
x= symbols(’x'); y = symbols ('y', cls = Function)

eq = Eq(Derivative(y(x),x,4)+5=Derivative(y(x), x,2)+dxy(x),4); #
sol=dsolve(eq, y(x),ics={y(0): 0, y(x).diff(x).subs(x, ©): 6,
yi(x).diff(x,2).subs(x, 0): 0,y(x).diff(x,3).subs(x, 0): 0})
print(sol)

SO'UCién: dros(x cos(2x
o=t oy

Graficar la solucién del PVI
y® +5y@) 44y =4,y(0)=0,y'(0)=0,y”(0)=0,y®(0) =0

codigo en python
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from sympy import symbols, Function, Eq, Derivative, dsolve, sin
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = symbols(’x")
y = symbols(’y’, cls=Function)
eq = Eq(Derivative(y(x), x, 4) + 5xDerivative(y(x), x, 2) + 4xy(x), 4)

# Condiciones iniciales
ics = {y(0): 0, y(x).diff(x).subs(x, 0): 0, y(x).diff(x, 2).subs{x, ©): 0, y(x).diff(x,

# Resolver la ecuacion diferencial
sol = dsolve(eq, y(x), ics=ics)

# Extraer la expresion simbdlica de la soluciodn
solucion_expresion = sol.rhs

# Convertir la expresién simbdélica a una funcidén numérica
solucion_numerica = lambdify(x, solucion_expresion, 'numpy')

# Definir puntos de tiempo para la grafica
x_vals = np.linspace(0, 10, 1000)

# Evaluar la solucién numérica en los puntos de tiempo
y_vals = solucion_numerica(x_vals)

# Graficar la solucién

plt.plot(x_vals, y_vals, label='y(x)")
plt.xlabel(’'x")

plt.ylabel(’'y")

plt.title('Solucién de la EDO obtenida’)
plt.legend()

plt.show()

Solucion de la EDO obtenida

—_ y{x)
2.5

2.01

15

1.0

0.5 1

0.0 1
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Apéndice A - EDOs con Python,

Sistemas de EDOs

Resolver el sistema

xX'=—2x+y
y’ =3x+ 4y

codigo en python
from sympy import symbols, Function, Eq, dsolve, exp

# Definir simbolos y funciones
t = symbols(’t’)
X, y = symbols(’x y', cls=Function)

# Definir el sistema de ecuaciones diferenciales
egl = Eq(x(t).diff(t), -2#x(t) + y(t))
eq2 Eq(y(t).diff(t), 3*x(t) - 4xy(t))

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
sol = dsolve([eql, eg2])

# Mostrar la solucidn general
print(sol)

Solucién: 5
x(t)=—c155- +cze”
y(t)=cre 3t + coet

t

Graficar la solucidén del PVI

X' ==2x+y
vy =3x+ 4y
y(0)=1,y'(0)=2

codigo en python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

# Definir el sistema de ecuaciones diferenciales
def sistemaly, t):

X, y=%Y

dydt = [-2%x + y, 3=x - dxy]

return dydt

# Condiciones iniciales
yo = [1, 2]

# Definir puntos de tiempo para la grafica
t_vals = np.linspace(0, 5, 100)

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales con odeint
sol = odeint(sistema, y0, t_vals)

# Graficar las soluciones

plt.plot(t_vals, sol[:, 0], label="x(t)")
plt.plot(t_vals, sol[:, 1], label="y(t)")
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Apéndice A - EDOs con Python.

plt.xlabel(’'t")

plt.ylabel('Soluciones’)

plt.title(’'Soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales
plt.legend()

plt.show()

Soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferenciales con Condiciones Iniciales

2004 | — xit)

— yin)
1754 ll
150 4 '|I

125+ \

Soluciones
=
=
=]

Resolver el sistema

x'=—2x+y+ sen(t)
y'=3x+4dy+et

cadigo en python
from sympy import symbols, Function, Eq, dsolve, sin, exp

# Definir simbolos y funciones
t = symbols('t’)
X, ¥y = symbols('x y', cls=Function)

# Definir el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas
eql = Eq(x(t).diff(t), -2*x(t) + y(t) + sin(t))
eq2 = Eq(y(t).diff(t), 3xx(t) - 4xy(t) + exp(-t))

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas
sol = dsolve([eql, eq2])

# Mostrar la solucidén general

print(sol)
Solucion: s
{ oE, g 4
x(t) =cre~ B ;3 + t‘-e—d-—- 'T@‘ lsengr cos[tl

£ !
yt)=cre~t+ et + t5- + 3‘15'_ + —-USE” —-—ucgé :

x'=—2x+ y+ sen(t)
yi=3x+4y+et

cadigo en python
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

# Definir el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas
def sistema(y, t):
X, Y=Y
dydt = [-2xx + y + np.sin(t), 3*x - 4xy + np.exp(-t)]
return dydt

# Condiciones iniciales
yo = [1, 2]

# Definir puntos de tiempo para la integracidn
t_vals = np.linspace(0, 5, 100)

# Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas con odeint
sol = odeint(sistema, y0, t_vals)

# Graficar las soluciones

plt.plot(t_vals, sol[:, 0], label="x(t)")

plt.plot(t_vals, sol[:, 1], label="y(t)")

plt.xlabel('t")

plt.ylabel(’Soluciones’)

plt.title(’Soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferenciales No Homogéneas')
plt.legend()

plt.show()

Soluciones del Sistema de Ecuaciones Diferenciales No Homogéneas
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Dibujar el diagrama de fases del sistema

x! =x—y?
¥ =y(9x—4)

codigo en python
from pylab import =

xvalues,yvalues=meshgrid(arange(-3,3,0.1),arange(-3,3,0.1))
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xdot=xvalues-

ydot=yvalues
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Apéndice B

Autovalores y autovectores de una matriz.

Sea A una matriz cuadrada de orden n x n un autovalor de esta matriz es un nimero A € C si existe un
vector v # 0 tal que
Av=2Av,

ademas este vector v es denominado autovector de la matriz A asociado al autovalor A.

Ejemplo: Dada la matriz A =[ i _53 ]

A =2 esunautovalorde lamatrizAy v= [ 13 ] es un autovector asociado a este autovalor ya que

Av=[1 —3][—3]z[(l)(—3)+(—3)(1)]=[_26]

1 5 1 ME3)+06)M)
y
Av=2[ _13 ]= 22((_133) ]=[ _26 ]
luego
s i ey
es decir

Av=Av

El autovector asociado a un autovalor no es tinico ademas una matriz puede tener varios autovalores.

Dado que conocer todos los autovalores de una matriz sera de gran utilidad, presentaremos un método
para poder encontrarlos.

Como sabemos que si A es un autovalor de la matriz A entonces debe existir un vector v # 0 tal que
Av = Av, lo que se puede escribir equivalente como

Av =2Alv
donde I es una matriz identidad, luego tenemos que
Av—Alv=0 (A—IA)v=0.

Notemos que A — Al es una matriz cuadrada y que el sistema de ecuaciones

(A—IN)x=0
tiene infinitas soluciones entonces
det(A—AI)=0.
Por tanto, concluimos que para encontrar los autovalores de la matriz A debemos resolver la ecuacion
det(A—A)=0

que serd llamada en adelante Ecuacion Caracteristica, esto debido a que la expresién
pA)=det(A—Al) = apA" + a1 A h 4.+ aA? + 1A + ao

sera llamada de polinomio caracteristico de la matriz A.

Ejemplo: Encontrar los autovalores y autoveclores de la matriz A = [ i _53 } .




Apéndice B- Autovalores y autovectores de una matriz.

= Autovalores

Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacion caracteristica

1-A =3

1 5-x|=0

det(A—M):‘

entonces (L —A)(5—A)+3=0 IuegoS—SA—A+)\2+3 =0=0AW-4)(A-2)=0
Por tanto, los autovalores son A =4 y A = 2.

= Autovectores, se busca v #Q talque Av=Av <= [A—Al]v=0

s V1
S|v-[ v2]

L 1-2 -3 vi]_[© —vi=3v2 | _[0
-SI)\—2=[ 1 5_7 ][Vz]_[0]=>{ vi+ 3va _[0]

luego vi+3vy =0= v1 =—3v>=Sivz =1,v; =—3, luego v = -3

I
Rt Erar=l MR e B

luego w1+ wy =0= w1 =—w2= Siwy;=1,w1 =—1, luego w=[ 11 ]

[I—

v y w son vectores linealmente independientes.

1 -3 7
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de lamatrizA=| —1 —1 1
— T =%

= Autovalores
Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacion caracteristica

1-A -3 7
= det(A—AD=| -1 —-1-x 1 |=0
-1 1 —3-A

entonces —A3 —3A%2—2A =01luego —A (A2 + 32 +2)=0=A(A+1)(A+2)=0
Por tanto, los autovalores son A =0 , A==1y A =-2

» Autovectores, sebusca v #Otalque Av=Av << [A—-AI]lv=0

Vi
Siv=| v
V3
= SiA=0

1-0 -3 7 V1 0

B -1 —-1-0 1 vy | = 0

-1 1 —-3-0 V3 0

vi—3va+7v3 0

—V1i—V2+ V3 = 0

—Vv1+Vv2—3Vv3 0
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Apéndice B- Autovalores y autovectores de una matriz.

luego

vi=3vy—T7Vv3

vi=—Vvy+vy = 3vi—Tvi=—Vvy+Vvy = 4vr=28v3

vi=Vvy—3vy = 3vp;—T7vi=Vvy2—3vy = 2vz=4v3

entonces si vz = 1 tenemos que v =(—1, 2,1)

+ SiaA=-1
1-(-1) -3 7 V1
= -1 —-1—(-1) 1 V2
-1 1 —3—-(-1) V3
2vi—3va+ Tvs
—Vi1+ V3
—Vvi+v2—2Vv3
luego

2vy=3vy—7V3
V1i=V3

Vvi=VvVz—2vy = Vi=Vy—2vy = 3vi=1V3

entonces si w1 = 1 tenemos que w=(1, 3,1)

+ SiA=-2

1-(-2) -3 7 1
— -1 —-1-(=2) 1 Vo
-1 1 —3—-(-2) V3
3vi—3va+T7Vv3

—V1+ V2 + V3

—V1+ V22— V3

luego

3vi=3va—Tv3
V1 =V3+ V3

= vy =2Vv3

= Vv1=06v3—7v3i=—Vv3

[eNeNe]

[aNeNe]

= 2vi=9vi—7v3

=

V1=V3

= Vvy+Vv3=Vvy—Vv3 = 2vi=0 =>v3=0

V1i=V2—V3
> V1=V

entonces si Uy = 1 tenemos que u=(1, 1, 0).

[ =

v, wy u son autovectores linealmente independientes.

2 ; 0
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de la malriz A = [ -1

= Autovalores
Para encontrar los autovalores resolveremos |la ecuacion caracteristica

0—=A 1

-1 0—a|=9

det(A—Al) = ‘

entonces A2 + 1 =0 luego A = i
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Apéndice B- Autovalores y autovectores de una matriz.

» Autovectores, se busca v #Otalque Av=Av e [A—Al]v=0

Lo Va1
&v—[vz]

o g 0—i 1 J[va]_[0 —a+ve ] [0
.S|,\—r=:-[ 1 o0 H Vz}—[()]:" _vl—ivz]_[ﬂ]

luego ivy = vz = Sivy =1 ,vz =, Por tanto v=[ :{l ]

luego deducimos que el autoveclor correspondiente al autovalor A = —i (conjugada) es el vector

we| L]

v y w son vectores linealmente independientes.

68 —
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz A = [ 2 _g ]

= Autovalores

Para encontrar los autovalores resolveremos |la ecuacion caracteristica

6—A -8

det(A—AD=| " 5" _5_, ’=0

entonces (6 —A)(—2—A)+16=0luego A2 —4A +4=0= (/\—2)2 =0
= Autovectores, se busca v #Otalque Av=Av <<= [A—Al]v=0

| V1
S'v_[vz]

e 6—2 —8 vi|_T0 4vi—8vya | _[ 0
sa=2=[ 3 32 [ % ]-lo =l m=a: )=o)
luego v =2v2» = Si vz =1 ,vq1 = 2, Por tanto v:[ f ]

: . 2
luego deducimos gue un autovector correspondiente al autovalor A = 2 es el vecior v = [ 1 ]

En este caso solo hay un autovector linealmente independiente.

5 2 —1
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de lamatrizA=| 1 6 =1
36 1

= Autovalores

Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacion caracteristica

5-A 2 -1
det(A—A)=| 1 6—A —1 [=0
3 6 1-—A

entonces —A3 + 1242 — 48\ + 64 = 0 luego — (A — 4)> = 0. Por tanto, A = 4 ,
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= Autovectores, se busca v#Otalque Av=Av e [A—AI]v=0

Vi
Siv=]| v2
V3

5—-4 2 -1 V1 0 V1+2vy— V3 0

SiA=4 = 1 6—4 -1 v | =] 0 |= vi+2va—Vvs3 =(0

3 6 1-4 V3 0 3vy +6v2—3vs3 0

luego vi+2vo—v3=0 = vi+2v2=V3

entonces v = (v1, v2, vi+2v2) = v1(1,0,1) + v2(0, 1, 2) luego existen dos autovectores li-
nealmente independientes del autovalor A =4 son v=(1,0,1)y w=(0, 1, 2).

1 -2 2
Ejemplo: Encontrar los autovalores y autovectores de lamatrizA=| =2 1 =2
2 =2 1

= Autovalores
Para encontrar los autovalores resolveremos la ecuacion caracteristica

1-A -2 2
det(A—A)=| —2 1—-A =2 |=0
2

de donde se obtiene — (A + 1)2 (A —5) = 0. Luego los autovalores de la matriz A son

- A =—1 (doble)

s A=5.
= Autovectores, se busca v #Otalque Av=Av <= [A—-AIlv=0
para A =-—1
2 =2 2 V1 0 vy
Av=—ve= (A+lv=0= | =2 2 =2 v2 (=] O |dondev=| v2
2 -2 2 V3 0 V3

vo=1lvi=0=wvi=1 = v=(1,1,0)
= Vvi—V2+Vv3=0=si
vo=1lvi=1l=vi=0 =v=(0,1,1)

Luego como (1,1, 0) y (0, 1, 1) son vectores linealmente independientes (uno no es mdltiplo del
otro).

Por dltimo busquemos el autovector w correspondiente al autovalor A =5

-4 =2 2 w1 0
Aw=5w (A-5SDNDw=0 | —2 —4 =2 wy |=1]0
2 =2 -4 w3 0
w1 = w3 Yy w2 = —ws. Al seleccionar w3 = 1 se obtiene w1 = 1,w2 = —1 por lo que w =

(1,—1,1). Los autovectores (1, 1, 0), (0, 1, 1) y (1, —1, 1) son linealmente independientes.

MULTIPLICIDAD ALGEBRAICA

Se define la multiplicidad algebraica de un autovalor al nimero de veces que se repite este autovalor.

MULTIPLICIDAD GEOMETRICA

Se define la multiplicidad geométrica de un autovalor al nimero de autovectores linealmente indepen-
dientes que puede generar este autovalor.
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