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Prologo

El acelerado avance de la ciencia y tecnologia en este casi primer cuarto de
siglo XXI, nos invita a reflexionar y a priorizar qué contenidos deberian de
formar parte de la curricula de un curso de célculo integral. En la consecucion
de este objetivo, tratamos que a través de una sinergia de profesores con
experiencia en el dictado del curso, brinden un material de mucho valor tanto
did4ctico como préctico, que serd parte elemental en la formacién de los
estudiantes de ciencias e ingenieria.

Integrar tiene su arte por la destreza que supone elegir un método adecuado
e introducir cambios de variables oportunos que simplifiquen los cdlculos.
El lector que se ejercite con los ejercicios resueltos de este libro podra com-
probar que va adquiriendo hébitos mentales en el cadlculo de integrales, que
le permitirdn resolver los ejercicios propuestos, y nos recuerda esa frase de
autor desconocido que dice: Puede parecer dificil al principio, pero todo al
principio es dificil.

Esta obra intitulada Introduccioén al célculo integral, esta dirigido a estudian-
tes de ciencias e ingenieria. Su propdsito es el de proporcionar una exposicién
flexible de los métodos de integracién que es la parte principal de este texto,
los temas fueron divididos por capitulos, los cuales abarcan los siguientes
temas:

En el capitulo uno, se trata el tema de la antiderivada de una funcién y
como esta se puede interpretar como la integral indefinida; en el capitulo
dos, se aborda una de las técnicas que nos permite determinar la integral
indefinida de una funcién, como es el cambio de variable, y es un método que
emplearemos constantemente a lo largo de todo el libro; en el capitulo tres, se
explica otra técnica de integracién sumamente empleada, llamada integracién
por partes, y se aplica cuando aumenta el grado de dificultad para hallar la
integral indefinida. Se presenta varios casos y con una diversidad de ejemplos;
en el capitulo cuatro, se enfoca cuando el integrando contiene operaciones
combinadas con funciones trigonométricas, en donde se debe de adecuar estas
funciones para poder aplicar el método de solucién adecuado; en el capitulo
cinco, se aborda la técnica de integracion por sustitucion trigonométrica, que
nos permite poder integrar ciertas funciones que presenten una estructura
definida; en el capitulo seis, se explica la integracioén de funciones racionales,
en donde se aplica la descomposicion en fracciones parciales y también se ve
los casos de funciones racionales de seno y coseno; en el capitulo siete, se
discute y profundiza el concepto de la integral definida, desde sus origenes
hasta su definicién formal a través de sumas de Riemann; en el capitulo ocho,
se toca los temas de la integral impropia, donde se determina su convergencia
o divergencia y también se estudian las funciones gamma y beta.



En todos estos capitulos, se presta una atencién especial en los ejemplos
resueltos, ademds de un buen nimero de ejercicios propuestos con la mayoria
de ellos con respuestas.

Como se aprecia, los autores desean presentar este material como ayuda
en el aprendizaje. Esperamos que les pueda servir y estamos atentos ante
cualquier observacién o sugerencia que usted amable lector, nos pueda brindar.

Aprovechamos la oportunidad para expresar nuestro agradecimiento a
los colegas del Departamento Académico de Matemadtica de la UNALM, en
especial a su Director, Mg. Alessandri Canchoa Quispe por su tiempo, amistad
y las valiosas sugerencias brindadas en la elaboracién del texto.

Muchas gracias por su atencion.

Los autores



La antiderivada
La Integral indefinida
Integrales inmediatas

B _ __
1. La antiderivada - La integral indefinida

La antiderivada

Lea detenidamente cada pregunta y responda:
1. (Cudl es la derivada de F (x) = x*?

(Cudl es la regla de correspondencia de la funcién cuya derivada es
f@) =457

¢Cuil es la relacién entre F(x) = x* y f(x) = 4x3?

2. (Cudl es la regla de correspondencia F (x) de la funcién cuya derivada es

flx)=e"?

3. (Cudl es la regla de correspondencia F (x) de la funcion cuya derivada es
f(x) =secx tanx?

4. ;Cudl es la regla de correspondencia F(x) de la funcién cuya derivada es
f(x) = sec®x?

(Qué relacion se cumple entre f y F en todas las preguntas anteriores?

En cada uno de los resultados anteriores a F' se le conoce como una antideri-
vada de la funcién f dada. Asi:

x* es una antiderivada de 4x3, ¢* es una antiderivada de ¢*, etc.

(Las antiderivadas de dichas funciones serdn Unicas?

Antes de responder estd pregunta, definimos
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Definicion 1.1.1 Sea f: I C R — R una funcién continua, a una funcién
F:I1CR — R, se le denomina antiderivada o primitiva de f en un
intervalo I, si F'(x) = f(x) para todo x € I.

Ahora, con la finalidad de precisar el concepto de la antiderivada, conteste
las siguientes preguntas:
1. (Cudl es la derivada de F (x) = x* 4 5?

2. ;Cudl es la derivada de F(x) = x* +0,75?
3. (Cudl es la derivada de F(x) = x* 4 cos5?

Como podemos observar, las tres funciones anteriores tienen como resultado
la misma funcién derivada, igual a 4x°, lo que nos lleva a concluir que la
antiderivada no es Unica.
Una antiderivada mds general serfa F(x) = 4x> + C donde C es una constante
arbitraria.
Definicion 1.1.2 Si F es una antiderivada de f en un intervalo /, la antide-
rivada general de f en [ estd dada por:

F(x)+C
donde C es una constante arbitraria.
= Ejemplo 1 Determine la antiderivada general de la funcién f(x) = senx
Solucion

El objetivo es hallar una funcién F(x) cuya derivada sea f(x), entonces

F'(x) = fx)
= senx
Expresando f(x) como la derivada de una funcién
= (—cosx)’
Luego: F(x) = —cosx+C

= Ejemplo 2 Determine la antiderivada general de la funcién

5
B M VI 32 4 xcos?x

fx) =

X

Solucion
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El objetivo es hallar una funcién F(x) cuya derivada sea f(x), entonces

In/x | ,3/2 2 In 3/x 3/2 2
e X XCOS™ X e X XCOS™ X
Floy=fl) = St = —— 4+

X X X X

1+ cos2x

2
Expresando f(x) como la derivada de una funcién

5 1/5+2 3/2+x+sen2x '
X =X —+—
3 2 4

5
£+x1/2+cos2x = x5 x4
X

2 2
Luego: F(x) = 5x1/5+§x3/z+§+sen x—i—C

2 4

1.2 La Integral indefinida

Sea f: I — Ry F una antiderivada de f en el intervalo I/ C R, es decir,
F'(x) = f(x) para todo x € I, entonces a su antiderivada general F (x) + C se
denomina la integral indefinida de f respecto a x y se denota por

/ F(0)dx=F(x)+C

donde C es una constante arbitraria.
Se cumplen

) 5 [ rer= s
ii) / dF (x) = F(x) +C

= Ejemplo 3 Usando la definicién de integral indefinida, compruebe si la
siguiente igualdad es cierta.

2t
————dx=+/x>+44C, donde C es una constante arbitraria.
/ 5vVx0+4
Solucion

Debemos averiguar si F'(x) = f(x), donde

4
F(x)=VX3+4+Cy f(x) = 5i)§+4
Se tiene 5
Fi(x) = ——# f(x)

2Vx3 44

Por lo tanto se concluye que la igualdad no es cierta. "
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= Ejemplo 4 Usando la definicién de integral indefinida, compruebe si la
siguiente igualdad es cierta.

1 L
/ cos® xdx = ——sen’x+senx+C , donde C es una constante arbitraria.
Solucion
Debemos averiguar si F’(x) = f(x) donde

1
F(x) = ~3 sen’x+senx+C y f(x) =cos’x

Se tiene
F'(x) = —sen’xcosx+cosx = cosx(] —sen’x)
= COSXCOS’X = COS X
F'(x) = f(x)
Luego se concluye que la igualdad es cierta. "

s Ejemplo 5 Halle la antiderivada de f(x) = 6x> — 8x + 3, cuya gréfica pasa
por el punto (1, 3).

Solucion
Sea F(x) la antiderivada de la funcién f(x), entonces
F'(x) = f(x) = 6x* —8x+3
Expresando f(x) como la derivada de una funcion:
F'(x)=f(x)= (2x3 74x2+3x)/

Luego
F(x) =20 —4x* +3x+C

Como la grafica de F pasa por el punto (1,3) se cumple F(1) =3, parax =1
F(1)=2(1)—4(1)*+3(1)+C =3,

se obtiene
c=2

Reemplazando se obtiene la antiderivada solicitada

F(x) =20 —4x* + 3x+2.
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1.3 Integrales inmediatas

Es posible integrar una funcién si se conoce una antiderivada; esto es, una
integral indefinida; mostramos al final del capitulo un resumen de las inte-
grales bdasicas que se debe manejar para facilitar el cdlculo de las integrales
indefinidas.

1.3.1 Integrales inmediatas del tipo potencial
Como dx* = (n+1)x"dx, se obtiene

xn+1
/x”dx: +C donde n# —1
n+1

= Ejemplo 6 Determine / x> dx

Solucion

2+1 3
) x x
dx — c="41c
/x = o teT3T

s Ejemplo 7 Determine / Xdx

Solucion

5+1 6

5 x x
dx = c= ¢
/x = s teTe T

= Ejemplo 8 Determine / Vx dx

Solucion

3+l 3

/%dx = /x%dx:)lc +CZXT+C
+1 i
3

1
s Ejemplo 9 Determine / = dx
X



14 Capitulo 1. La antiderivada - La integral indefinida

Solucion

¥

= Ejemplo 10 Determine / 3dx

Solucion

/3dx = 3/ de_3—+c
0+1
= 3x+C

= Ejemplo 11 En general

/kdx = k/dx:kx—l-C

Al asignar valores especificos a
la constante C, se obtiene una

familia de funciones cuyas gra- €=0,5
ficas son traslaciones verticales
Cc=0
de una a otra.
Asi por ejemplo, la integral in- - 05
Y

esx”"+C
Escribimos

/4x3dx:x4+C \

A continuacién en la familia de
funciones x* + C mostramos las
gréficas para los valores
C=-05C=0yC=0,5

definida de 4x°, cuyo resultado \ /
4




1.3.2

1.3.3

1.3 Integrales inmediatas

15

Integral inmediata para sumas y diferencias
Se cumplen las siguientes propiedades

a)/Mf(x)dx:M/f(x)dx
b) / M (x) +Ng(x)] dx= M / F)dx+N / g(x)dx

) [0 £gldr= [ f(drt [ s

donde M y N son constantes.
3

= Ejlemplo 12 Determine / [2x3 +5- 7} dx
X

Solucion

Aplicando la propiedad b)

3
/[2}634-]62—7] dx = 2/x3dx+3/x72dx—/7dx
1

4 3x~
—~ |:xz+C1:| + [xl +C2] — [Tx+Gy)
X3
- 7 g
77y x+C

Donde C=C;+C, — G5

Integral inmediata de x~!

1
Como dln|x| = — dx, se obtiene
x

1
/fdx:ln\x\+Cparax7§0
x

= Ejemplo 13 Determine / Tx'dx

Solucion

Tenemos

1
/7x*1dx = 7/fdx:7ln\x|+C
X
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= Ejemplo 14

3 2 1 3
/[x + }dx - /xzdx+2/fdx:%+21n|x|+C
X

X

1.3.4 Integral inmediata de funciones exponenciales

X
/axdx:1§a+C, a>0,a#1

Cuando la base es el nimero de Neper e se trata de un caso especial

/exdx:ex+C

= Ejemplo 15
(oAl (2)14* 2 [ [14)\" 2 (&)*
o O 2 (1Yl 2 B
/5x+2 * (25)5 7 25 (5) "5 (E) "

5% +2x — W)
dx

= Ejemplo 16 Determine / ( z

X

Solucion

555" +2x — VX0 50 2x VA
I = / 3 dx = / 5 + 5 - 5 d)C
X X X X

23 —7/4
= /(Sex+2x4—x“/4>dx:5ex+x3—x7/4
4

2
—_ x_i —
= 5e 3x3+7x7/4+c

1—
\/;Cdx.
Jx

+C

s Ejemplo 17 Determine /

Solucion

/'1;/;/;dx _ /(x_]/?’—xl/(’)dx

3 6
§X2/3 — ?x7/6 + C
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1.3.5 Integral inmediata para el seno y coseno

a)/senx dx = —cosx+C b)/cosx dx =senx+C
c)/seczxdx:tan)H—C d)/csczxdx: —cotx+C
e)/secx tanx dx = secx+C f)/cscx cotxdx=—cscx+C

= Ejemplo 18 Determine / (4)C3 +7cosx—3e* — 6) dx

Solucion

I = /(4x3+7cosx—3ex—6)dx

4/x3dx+7/cosxdx—3/exdx—6/dx

= x*+7senx—3e¢"—6x+C

. . senx
s Ejemplo 19 Determine / — dx
COS? X
Solucion
senx senx 1
/ 5 dx = /——dx:/tanx secxdx =secx+C
COS?x COSX COSX

t
= Ejemplo 20 Calcule / ch—k any dx
secx —tanx

Solucion

Usamos la identidad sec”x = tan’x+ 1 para simplificar el integrando.

secx + tanx (secx +tanx) (secx + tanx)

secx —tanx (secx —tanx) (secx + tanx)
sec’x 4 2secx tanx 4 tan” x

sec?x —tan2x
sec?x+2secx tanx +sec?x — |

tan?x+ 1 —tan?x
= 2sec’x+2secx tanx— 1
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t
/wdx = /(Zseczx+2860x tanx — 1) dx

secx —tanx
= 2/seczxdx+2/secx tanxdx—/dx
= 2tanx+2secx—x+C

Integrales inmediatas de la tangente, cotangente, secante y
cosecante

a)/tanxdx = —In|cosx|+C = In|secx|+C
b)/cotxdx =In|senx|+C = —In|cscx|+C

c)/secxdx =In|secx+tanx|+C

d)/cscxdx = In|cscx —cotx| +C = —In|cscx+cotx| +C

2
s Ejemplo 21 Determine / cosy
3senx
Solucion
2 2
I = cosx dx = f/cotx dx
3senx 3

2
I = §1n|senx| +C

[ 4 5
s Ejemplo 22 Determine / _ } dx
|cosx  senx

Solucion

I = /{4_5 dx:4/dx_5/dx
COsSx senx | J COSX senx

= 4/secxdx—5/cscxdx

I = 4In|secx+tanx|—5In|cscx—cotx|+C
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Tabla de Integrales Inmediatas

1)/dx:x+C

P 1
2)/x”dx:n+1+C;(n7é—1) 3)/;dx:1n\x\+C

ax
4)/axdx:l—+C,a>0,a7é1 5)/exdx:ex+C

na
6)/senxdx: —cosx+C 7)/cosxdx:senx+C
8)/secxdx:ln|secx+tanx!+C 9)/cscxdx:1n]cscx—cotx\+C
10)/sec2xdx:tanx+C ll)/csc2xdx: —cotx+C
12)/secx tanx dx = secx+C 13)/cscx cotxdx = —cscx+C

dx X '
14)/m = arcsen <5) +C,a>0, 15)/tanxdx-1n|secx| +C

x2 + a2 -
Estas integrales inmediatas se cumplen si se reemplaza x por z, ¢, u 0 u(x).

d 1
16)/7)6 —arctan <{> +C,a>0 l7)/c0txdx:1n|senx\ +C
a a

A veces, el conocimiento de férmulas elementales de derivadas nos permiti-
rd integrar una funcién dada. Sin embargo, este enfoque puede resultar ineficaz,
especialmente en vista del siguiente hecho sorprendente: existen integrales
indefinidas que no pueden evaluarse en términos de combinaciones finitas de
las funciones elementales. Por ejemplo

1. /efxzdx
2. /cos(xz)dx
3. /sen(xz)dx
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4. / senx dx

La ex1sten01a de estos ejemplos indica que no siempre podemos reducir la
integracion a un proceso rutinario como la diferenciacién. Sin embargo, estas
integrales desempefian un papel importante en diferentes problemas de fisica.

1.3.7 Ejercicios propuestos
e i
2. / 1 xdx
3 / : d
.| ——dx
94 v9x*
senx
/ 5 dx
cos éc
‘ /sen( X) I
cosx
/(Sex+3cot2x) dx
. /\3/)?(x4+2x3 —2)dx

>

9

o

3

8. /cotzxdx

9, /<a;x_bfx> dx Rpta. — oz + b 4 C
10. / 3le+sdx Rpta. \/% arctan (\/§x> +C
1. /ﬁdx Rpta. -In |* % +C
12. /3’xdx

13. !

V9 —x2

14. Halle una antiderivada de la funcién f(x) =

1
que pase por el
V9 —x?
punto (3,5)



Método
Ejercicios resueltos
Ejercicios propuestos

2. Cambio de variable

Método

Una integral de apariencia complicada puede transformarse en una mas
simple, que resulta una integral inmediata, mediante una sustitucion ( o cambio
de variable) adecuada.

El procedimiento de la sustitucién en la integracién es comparable con la
regla de la cadena “a la inversa”. Recordemos la regla de la cadena entonces:

d

S ()] = 1(g(x))g'(x)

Usando la definicion de integral indefinida se tiene

Sea

al sustituirse en la integral /f'(u)du =fu)+C=f(gx)+C

Cuando el integrando es de la forma f(u(x))u'(x) se puede reescribir toda la
integral en términos de u y de su diferencial du

/ Flux)) ' (x)dx = / F(w)du
RO




22 Capitulo 2. Cambio de variable

Esta ecuacion se denomina formula del cambio de variables. Transforma una
integral en la variable x, en una integral en la nueva variable u que se espera
sea mds simple.
Criterio para integrar por sustituciéon
1. Escoger u convenientemente y calcular du.
2. Reescribir la integral en funcién de u y de du e integrar.
3. Expresar el resultado final en funcién de x.

= Ejemplo 23 Determine / sen(4x) dx

Solucion

Sea u = 4x, tenemos du = 4 dx, de esta forma reemplazando obtenemos
4x) dx = dx ) dx = du_ 1 c
/sen( x)dx = /sen( X)) lx —/senuZ——Zcosu—i—
u du

E=l

4
_ _cosé(l X) LC

= Ejemplo 24 Verifique / cotx dx

Solucién
Expresamos el integrando en términos de seno y coseno, sea # = senx, tenemos
du = cosx dx, reemplazando obtenemos

du

d d

cos

/cotxdx = / a x:/—uzln\uH—C
senx u

u

= In|senx|+C

= Ejemplo 25 Determine / 2xcos(x?) dx

Solucion
Sea u = x2%, tenemos du = 2x dx, de esta forma reemplazando obtenemos
2 _ 2 _ _
/2xcos(x )dx = /cos(x )2xdx = /cosu du=senu+C

cosu du

= sen(x?)+C
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x
Ejemplo 26 Determine / ———dx
- Vxz—1

Solucion

1
Solucién 1: Sea u = x* — 1, tenemos du = 2x dx, de modo que idu =xdx, de
esta forma, obtenemos

fdu

1

/ X d / xdx du 1/ .y
———dx = —=—(u u
Vi2i—1 . \/ﬁ 2

1
1
= 5”—+c—uz+c Vi+C

= Vx2-1+C

Solucién 2: Otra posible sustitucién es u
de esta forma

2 — x2 — 1, entonces 2u du = 2x dx,

udu
X xdx udu
dx = = [ldu=u+C
vVx2z—1 / / /
= x271+C

El reto en la aplicacion de la férmula de cambio de variable es pensar en
una sustitucién apropiada; con este ejemplo podemos decir que el cambio de
variable no es tnico y algunas elecciones de u pueden ser mejores que otras.
Si su primera sustitucién no funciona intente con otra.

s Ejemplo 27 Determine / senx cosx dx

Solucion

Solucién 1: Sea u = senx, tenemos du = cosx dx

2

u
/senx cosxdx = /senx Cosxdx:/uduza%-C
u

du

2
sen-x
= C
> +
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Solucidn 2: Sea u = cosx, tenemos du = — senx dx.

2
u
/senx cosxdx = /cosx senxdx:—/udu:—E+C

Aparentemente tenemos dos respuestas diferentes al resolver / senx cosxdx,

sin embargo, ambas respuestas son equivalentes como mostramos a continua-
cién

2 2 2
COS“x 1 —sen“x 1 sen“x
> +C > +Cj 2+ > +C
2 2
sen”x 1 sen“x
= > +C1—§— > +C
HC{_/

Ejercicios resueltos

En algunos ejemplos siempre que aparezca en el integrando una funcién
racional(estudio posterior), es conveniente antes de resolverlas por un proce-
dimiento especifico, ver si el numerador es al menos en su parte variable la
derivada del denominador, se podrd ajustar con constantes, y serd una integral
inmediata del tipo logaritmico. Veamos el siguiente ejemplo

. . X
= Ejemplo 28 Determine / 245 dx

|
— = —1Inlx?
/x2+5 2/ P =gk 45[+C

1222 — 14

= Ejemplo 29 Determine -

Solucion

12x* — 14 6x> —7
T dx = 2 —— ' dx=2In|2¥ —Tx+5|+C
233 —7x+5 . 2x3 —7x+5 . n|2x X450+

. . Senx — CoSx
= Ejemplo 30 Determine / ——dx
senx -+ cosx

Solucion
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senx — CosXx COSX —senx
————dx = — | ———————dx=—In|senx+cosx|+C
senx 4+ cosx senx -+ cosx

= Ejemplo 31 Halle la antiderivada de f (x) = sen(2x)4/1+ 2cos(2x), cuya
gréfica pasa por el punto (%, O) .

Solucion

Sea F (x) la antiderivada de la funcion f (x), entonces

F(x)= /sen(2x)\/ 1+2cos(2x) dx.

Haciendo u? = 1 +2cos(2x), se tiene 2udu = —4sen(2x)dx de donde
sen(2x)dx = —g du. Luego

F(x) = /——du——f—i-C

3
( 1+ 2cos(2x))
= — C.
3 +
Como la gréfica de F pasa por el punto (%,0), para x = T tenemos que

F (%) =0, entonces C =

3
142 cos(2x)) 1
Reemplazando F(x) = — 5 + 6 .

AN\ =

sen(2x)

= Ejemplo 32 Halle la antiderivada de f(x) = cos(x) +4

cuya grafica pasa
por el punto (7,0).
Solucién

Sea F(x) una antiderivada de f(x) entonces F'(x) = f(x) , es decir

B sen(2x)
Fx) = / cos?(x) +4

Haciendo u = cos?(x) +4, se tiene du = —2cos(x) sen(x)dx = — sen(2x)dx.
Sustituyendo en la integral anterior

sen(2x) du )
F(X)_/COSZ(W'_dx:_/u:_1n|u|+C:_ln‘COS (x>+4‘+c
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Como la gréfica de F pasa por el punto (7,0), para x = 7, tenemos que
F(m) = 0, entonces

F(n):—ln{cosz(n)+4‘+c =0
C = In5

Reemplazando

F(x)=—In ‘cosz(x) +4|+1n5.

f()

0s2x

= Ejemplo 33 Calcule la antiderivada general de , sl

h(x) = sen”x + cosx es una antiderivada para f.
Solucién
Como 4 es una antiderivada para f, entonces
f(x) =1 (x) = 2senxcosx — senx.
La antiderivada general
= (L) ] (i

= Z/tanxdx—/secx tanx dx = 21n|secx|+secx+C.

= Ejemplo 34 Halle la antiderivada general de la funcién & (x) = xf(x), si
F(x) = arctan(2x) +In(x? 4 1) es una antiderivada de f.

Solucion

Sea H (x) la antiderivada de la funcién 4 (x) , entonces

H(x) = /xf(x)dx.
Ya que F (x) es una antiderivada de la funcién f (x), entonces

(x> 4+1)

fx) = F'(x)= 1+(12x)2(2x)/+x211

2 n 2x
1+ (2x)2  x2+1°
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Luego

v = oo (1 5
- () oo (57
- 4/<1+4x2>d +2/<x;:1> *
41n\1+4x2\+2/<1—le+1>dx

1 ’ 1
= Zln‘1+4x ‘+2/a’x—2/mdx

1
= Zln‘l+4x2‘ +2x—2arctanx+C.

= Ejemplo 35 Halle la antiderivada de g(x) = e™* — # cuya gréfica pasa
+2x

por el punto (0,4).

Solucion

anzz/gmu:/Gﬂ—vi;ﬂyu
_ / e *dx — / (ﬁ) dx

e )

1

Integrando . Sea u* = 1 +2x?, tenemos 2udu = 4xdx.

1 :/ / du
\/1+2)c2
V1+2x2

= JH+C=T——+C.

Sustituyendo en G(x) tenemos
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Ademds como la gréfica de G(x) pasa por el punto P(0,4), nos indica que
cuando x = 4, tenemos que G(0) = 4, entonces

142(0)?
G(O):—e‘(°)+%()+c = 4
1
—1+-4+C = 4
+2+
9
C = -
2
Reemplazando
V14232 9
G(x):—e_"+%+§.

= Ejemplo 36 Halle m, n, py ¢, para que
F(x) = msen(nx) + arctanx + px 4 ge** + C, sea la antiderivada general de

2x2 43

62x
211 + 6¢e

f(x) =cos(3x) +

Solucion

Como F(x) es la antiderivada general de la funcién f(x), entonces

F'(x) = f(x)

mncos(nx) + . +p+2ge™ = cos(3x) +x2+ 7 +24 66>

1
comparando n =3,3m =1, p =2, 2q = 6 obtenemos que m = 3 n=3,p=2
yq=3. n

= Ejemplo 37 Determine / 4x3 cos (x*)dx
Solucién
Sea u = x*, tenemos du = 4x°dx
/4x3 cos(xM)dx = /cos(x4) 4x3 dx = /cosu du=senu+C
= sen(xY)+C

2x+tan’x + 2
= Ejemplo 38 Determine / xtantyt dx

(x2 +tanx +x)4/3

Solucion
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Usando tan?x = sec2x — 1

_/ 2x+tan?x+2 _/ 2x+sectx+1
(x2 + tanx +x) 4/3 (x2+tanx—|—x)4/3

Sea u = x* +tanx +x, tenemos du = (2x +sec’>x + 1)dx
1 = /u74/3du =3 'Pyc

~1/3

= -3 (x2+tanx—|—x) +C

= Ejemplo 39 Determine / (x+ senx)l/ 3 cos (;) dx.

Solucion

1+ cosA
2

Usando cos? (%) =
I= /()H— senx)!/3 cos? (%) dx= ;/(x—ksenx)l/3 (1+cosx)dx.
Sea u® = x+ senx, tenemos 3u’du = (1 +cosx)dx
1 = 2/ 3u2du /u3du= %u4+C

= 8(x—|—senx)4/3 +C.

= Ejemplo 40 Determine / x cos(x® +4) dx.
Solucién
Sea u = x% 44, tenemos du = 8x"dx. Luego

1 1
/x7cos(x8+4)dx = g/cosuduzgsenu—i—c

S 4
_ sen(x8+ )—i-C.

J1—
= Ejemplo 41 Determine I = / —\[dx
—Vx

Solucion
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Separando en forma conveniente la integral / :

I_/x—\fd _/mdx

I 16}

Para I}, sea u® = x, tenemos dx = 2udu

/ \[ Zudu—/zuzu__ledM
_ /2(u —1)+2 u_/Z(u—l—l)(u—l)—l—Zdu

u—1

= W4 2u+2Infu—1+C
I = x+2Vx+2In|\x—1|+C

dx
Paralp, seat =1 — tenemos dt = ———
2 ﬁ7 zﬁ

[ (1/2)In(1-vx) . [In(1—y/Xx) dx
n= [ e s o

1
= / n(t)dt:llnzt
. t 2

L = %1n2]1—\/3c}+c2

finalmente
I = L—-b
1
= x+2Vx+2In|Vx—1|=ZIn* |1 - Vx[+C
Vx—1

s Ejemplo 42 Determine ) dx

Solucion

Sea x = 7"™(23) = 76 tenemos dx = 6z°dz. Reemplazando
-1 —1
VX dx = / (Zz 6z5dz)
Vx+2 242

22
—6/
z+2
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8§_.5 . . .
Como ZZ 75 es el cociente de dos polinomios y el grado del numerador (8)
es mayor al grado del denominador (2) podemos usar la division cldsica
de polinomios o el método de Horner. Usando cualquiera de esos métodos
obtenemos:
B-7 & —4z+16

=82t P 4P 428+
Z2+2 Z Z Z 74 Z ZZ+2

Sustituyendo en 1 :
B2 —4z+16

I = 6/ s dz= 6/ P2 -2 +4+ 28+ ———— | dz
=42 F+2

5 4 3
z Z Z —4z+416
6<7 5 4+ 3—|—z 8+/ dz)

6z 1272 3z* 1
- sl eed s 12 j_zdz+96/ S dz
+(v2)
677 122 37 2 96 <Z>
= - T 482 4627 —48z— 12In |2 + 2|+ —=arctan | —= | +C
7 5 2 V2 V2
6 7/6 12 5/6 3 2/3
- x7 - ); - x2 £ 8y/x+69/x—48x/6 — 121n|x!/3 42| +
9% x1/6 L
——arctan | —
V2 V2
| |
32+ﬁ_7
= Ejemplo 43 Determine | ——— dx
VX
Soluciéon
1
Haciendo u = /x, tenemos du = Tﬁ dx, sustituyendo en la integral,
32+\/}_7
S = 2/(32+" du—18/3”du—14/du
X
34 3V
= 18 —14u+C=18 —14 C.
m3 et m3 AvEE

= Ejemplo 44 Determine / (3sen2x +2secx) sen(2x)dx.

Solucion
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Simplificando un poco la integral
I = / <3sen2x —|—2secx> sen(2x)dx = /SSenzxsen(Zx)dx—i—Z/sec(x) sen(2x)dx
= / 3sen2xsen(2x)dx+ 2 / sec(x)2sen(x) cos(x)dx

= /3sen2xsen(2x)dx+4/sen(x)dx

I
= I} —4cosx.

Si u = sen’x, entonces du = 2senxcosxdx = sen(2x)dx y sustituyendo en la

integral, queda

: 3¢
L = / 3% g (2x)dx = / 3du= 5 +C
2
3sen (x)
= C
In3 +
Luego
3sen2(x)
1= —4cosx+C.
In3
n
S5x+2
= Ejemplo 45 Determine / )#Lsz x

Solucion

S5x+2 x
Comol= [ =22 o5 % 4 2/761
omo /x2+8x+52 * /x2—|—8x+52 SRR Roarway, Ko

Sea u = x> + 8x + 52, tenemos du = (2x+ 8)dx. De acuerdo a esto damos
forma a la primera integral

7 / (x+4—4) +2/ 1 J
— - dx
2 x2—|—8x+52 X2+ 8x+52

(x+4)
- - 8/7d
2/x2+8x—|—52 P
1
=5 /7261’6
2 u (x+4)"+36

5 18 4
= 21n|u|—6arctam( —g )—l—C

5 4
= Eln‘x2+8x+52‘ — 3arctan <x—|6—> +C
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= Ejemplo 46 Determine /tanxln(cosx)dx.

Solucion
—senx .
Sea u = In(cosx), entonces du = cosx dx = —tanx dx. Sustituyendo en la
integral
u? In?(cosx)
/tanx In(cosx)dx = —/udu =3 +C= ——5 +C.

In®x—4

[ Ejemplo 47 Determine/x(lnx_’_l) X

Solucion

1
Sea u = Inx, entonces du = — dx. Sustituyendo en la integral

X

In®x—4 34

/L dx = /u du
x(lnx+1) u+1
S4+1— L,
_ /u + _ / u? + _ 5/ du
u+1

/(u+1)(u —u+1) du
u+1

= /(uZ—u+l)du—51n]u+1\

—5Inju+1|

3 2
= %—%+u—51n|u—|—l|+c
ndx 1
L SR 5hn[Inx+ 1] +C.
3 2
n
3
= Ejemplo 48 Determine / VE g
— 9~

Solucion

Sea x = t"m(63) = 16 entonces dx = 61°dr. Sustituyendo en la integral

I = /1 d—i/——ﬁﬁm

6
= /[—m-—&<—@—@3—&2—@—6+1_tzu

6t’ 6r> 34
= —— 203 — 31> —6t — 6In|1 —1]+C

7/6 56 2,2/3
_ _6)67 _x_6X5 _3x2 —2x1/2—3x1/3—6x1/6—61n|1—x1/6|+c
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Hx+2)+ (3 +2) V8 —x
= Ejemplo 49 Determine/x (et )+( r ) * dx .
(x+2)vV8—x
Solucién
/ /x4(x+2)+(3x2+2)\/8—x5
= X
(x+2)V8—x
/ xH(x+2) dxt (3x*+2) \/8—x5d
= [ ——————dx X
(x+2)V8—x° (x+2)V8—x°
B / X /3x +2)
v8—x
1 1/2 14
= —g (8—_x5) ( 5)6 dx+/[3x 6+H:| dx.
En la primera integral, sea u®> = 8 —x°, tenemos 2udu = —5x*dx, sustituyendo
e integrando
2 3,
I = —gut X —6x+ 14In|x+2|+C
2 3
= —5(8—x5)1/2+§x2—6x+141n|x+2\—I—C.

arctan ( % )

s Ejemplo 50 Determine / 24

X .

Solucion

Sea z = arctan ( ) tenemos tanz = 2 = 2sec?zdz = dx.
Sustituyendo en la integral

/arctan (%) p / z(2sec?zdz) / zsec?z
TN g =
X244 (2tanz +4 =3 a1 ?
sec?
= /Z Z /zdz— —Z2+C
2 sec2z

X
= —arct C.
4alrc an (2)—1—

x—2 3x2
Ejemplo 51 Determine / ( + ) dx
) Vit2 Ve t2

Solucion
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(s ) L [

Para I, Sea w = x+ 2, tenemos dw = dx Sustltuyendo en la integral:

x—2 w—4

7dx:/ ——dw = /w4/5dw—4/w71/5dw
Vx+2 wl/s

gw9/5 —5w* ¢

I

= g(x+2)9/5 —5(x+2)*° 4y

Para I, Seat = x> + 2, tenemos dt = 3x?dx. Sustituyendo en la integral:

dt 1/2
12 == / ,7)63 W—% +C2
= 2VX3 424G,
Luego

-2 3 2 5
/ (ém* A =l = 4 25 2) 2V 2
X

dx

Ejemplo 52 Determine / _
- P en2¥/Inx — x

Solucion
. . dx dx
La integral es equivalente a : / —_— = / _.
2vinx—x J (2\/1nx— 1)
d
Sea u? = Inx, tenemos 2udu = @ Luego
X
d 2ud 1
[t 2 (gl
x(ZVlnx—l) 2u—1 2u—1

—ut nf2u—1)+C= \/lnx—i—%ln)Z\/th—l‘ +C.

2(x+1)
2x(1 +%) V2x +x?

= Ejemplo 53 Determine / dx

Solucion
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/ (2x+2) Iy — / 2(x+1) .
2x(1+§>\/m T 2x42) 0/ (x+1) =1
:/ 2(x+1) I
[(x+1)2—1] (x+1)2—1

Haciendo u = (x+ 1) — 1, tenemos du = 2(x+ 1)dx.

2(x+1) o= (4w _ [ spg 5L
/[(x+1)2—1] (x+1)2—1d /“W / = e

1
(x+1)2—1

tan (3x) + In? (cos (3x)) tan (3x)

= Ejemplo 54 Determine /

In (cos (3x))
Solucién
tan (3x) + In? (cos (3x))tan(3x)  tan3x
In (cos (3x)) = Tn (cos (3%)) +1In(cos (3x)) tan (3x)

tan3x
Resolviendo I} = | ———
esolviendo 7, /ln (cos (31)) X
Sea z =1In(cos (3x)), tenemos dz = —3tan (3x) dx

1 /1 1
L= 75/2 dz = f§1n|ln(cos (3x))|+Cy.

Resolviendo I, = / In(cos (3x)) tan (3x) dx,

Sea u = cos (3x), tenemos du = —3 sen (3x) dx.
1 [Inu 11n? |cos (3x)|
b=— | Lau=—T1200 o)
S A T

Luego, I=1+Db

1 1
I= —§1n|ln (cos (3x))| — gln2 |cos (3x)| +C.

tan®(cos x)

sen (cosx) e senx

dx

= Ejemplo 55 Determine / 3
cos? (cosx)
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Solucion

Sea u = tan” (cosx), tenemos du = 2tan (cosx) sec’ (cosx) (— senx) dx

2 2
/sen (cosx) e@n(€os¥) sen x 4 /sen (cosx) e (¢os¥) gen x
= X

cos3 (cosx) cos (cosx) cos? (cosx)

= / tan (cos.x) e (€53 sec? (cos x) senx dx

1 1
= —— [du= —Ee"—i-C.
_ _%etanz(cosx) +C.

= Ejemplo 56 Determine / (14 cos(ax)) ' sen(ax)dx , donde a € R*.

Solucion

Sea u = 1+ cos(ax), tenemos du = —asen(ax)dx. Luego

/100( N L oo L (1+cos(ax)) 0! +-¢
u —_— u—=—— = — ax .
a a 101 101a

2
= Ejemplo 57 Determine x dx

242 +4/(2+22)°

Solucion
2x

Y -
\/2+x2+ (24—x2)3 2V I v2tx

xdx

Va2 42

d
1=2 [ _airc=a/14Vaiiic
u

Seau =1+ v/2+x2, tenemos du = . Sustituyendo

= Ejemplo 58 Determine / (Inx+ 1) ™% dx.

Solucion
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Sea u = xInx, tenemos du = (Inx+ 1) dx

Sustituyendo
I = /(lnx+ 1) e’ dx = /e“du =e"+C
_ exlnx_|_c'
| |
2)vVx+21
= Ejemplo 59 Determine / ((F2)vxt2iney |
x(x+21Inx)?
Solucién
2) 21 2
Como [ = / x+ Va+2Inx dx = / (x+2) (x+21nx)_3/2dx,
x(x+21nx)? X
Sea u> = x+2Inx, tenemos 2udu = (1+2)dx = (*2) dx.
Luego

2
[ = /(x—;)(x+21nx)3/2dx:/2uu_3du
— 2/u_2du:—2u_1+C
= —2(x+2Inx)"%4C.

2/3 ., ,1/6
= Ejemplo 60 Determine [ - %" 4y
x(14x1/3)
Solucion

Sea u® = x, tenemos 6u’du = dx. Luego

2/3 ., .1/6 6, 4
/u dx = / wru tu 6u’du
x(14x1/3) ub (1+u?)

ub +u n 1 54
wdu
ub (1+u?)  w’(1+u?)

I
/<u1i:2 1+1u2)>dx
s

1
u + 1+u2) dx
u
T + arctan u) +C
/3

6
6
=6
6
6 4+arctanxl/6> +C.

<
(
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X
Ejemplo 61 Determine / —dx
- V1+x2+x
Solucion
/ X 4 / V14+x2—x 4
- dx = X
V14+x2+x V1Ii+x24+x \V1+x2—x

= /x(\/l—kixz—x)dx

= /x 1+x2dx—/x2dx

3
n3/2 X
= —(1 ——+C.
S0 -5
n
27
« Ejemplo 62 Determine / e \fdx
X
Solucion
Sea u’ = x, tenemos 7uldu = dx

enn2 T 7ub sec? .
/sec \/}dx:/usecudu:7/seczudu
7/x6 u6
= Ttanu + C = Ttan(y/x) +C.

= Ejemplo 63 Determine

/\/eT

Solucion

Sea u? = e>* — 1, tenemos 2udu = 2¢*dx =2 (u2 + 1) dx, expresamos el dife-
rencial en términos de la nueva variable dx = Z—Hdu Luego sustituyendo en
la integral

/ 7dx / I u d / ! d arctanu +C
Ve —1 uur+1 u?+1
= arctanv e —1+4+C

1
= Ejemplo 64 Determine / — dx.
sen“x cos*x

Solucion
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Usando la identidad sen?x + cos?x = 1
2

a2 2 .\2
/ 1 dr — /(sen X+ cos x) I

sen? xcos* x sen? xcos* x
cos*x+2cos?xsen?x + sen* x

N / sen2xcost x

1 2 2
- / dx—i—/ dx—i—/sen * dx
sen?x cosZx cos*x

= /csczx dx—|—2/seczx dx—i—/tanzx sec’x dx

dx

1
= —cotx+2tanx+ gtan3x+C.

Param # 0y n # —1, se obtienen las siguientes integrales.

sen* ! (mx)
" dx=————""+C
/sen (mx) cos(mx)dx (nt ym +
n+1
/cos” (mx) sen(mx)dx = —W +C
t n+1
/ tan” (mx) sec? (mx)dx = tan"™ (mx) +C
(n+1)m
n+1
/cot" ) esc? (mx)dx = _cot™™ (mx) +C
(n+1)m
n+1
/ sec” (mx) tan(mx) sec(mx)dx = W +C
n+1
/csc”(mx) cot(mx) csc(mx)dx = —m +C
n+1
= Ejemplo 65 Verifique / sen (mx) cos(mx)dx = se(n+1(;11x) + C, donde
n+1)m

m#0yn#—1
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Prueba
Sea u = sen(mx), tenemos du = mcos(mx)dx

/sen”(mx)cos(mx)dx = m/ "du——

mn+1

n+1
_ sen (mx)+c
(n+1)m

= Ejemplo 66 Determine / VX2 +1cot? (x\/ x24+14+1In (x+ x2 4+ 1)) dx

Solucion

Sea
u = x\/x2+l+ln(x+ x2+l)

- 2
du = Pl

1 X
+ 1+ —— ] |dx

vVx2+1 x+\/x2+1< \/x2+1>]
xz—l—l—i—xz+ VX2 +1+x
V2T (V214 VR+1

'2x2—|-2]
= dx

LVx2+1

dx

Luego

I = /\/xz—l—lcotz(xvxz—l—l—i—ln(x—|— x2—|—1>>dx

1 1 1 1
= E/cotzudu:5/(csczu—l)du:—icotu—kfu—kC

2
1 x\/x2+1+ln<x+\/x2—|—1>
= —Ecot(x\/xz—kl—i-ln(x—i- x2+1>)+

2

2.3 Ejercicios propuestos

1. / 252\ /51 3% gy

'cos(ln4x2) J
———2dx

3/\/247

1+x
4.
/x—|—2

+C
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s
5 /x \S/;Cdx
' VX

1
6. | ————d
/ cos?xIn(tanx) *

er
[
e+ 1

10.

11.
12.

13

14

15.

16

17.

18.

19

20.

21.

22.

23.

W

24

. Halle la antiderivada de la funcién g definida por g(x) =x? (xe"b‘4 + ﬁ) )
cuya gréfica pasa por el punto (0, 1).
S5x+xIn (14x?
Halle la antiderivada general de f (x) = 1 +( 5 )
X

SiG(x) =4x+ S 4 v/x+ c es la antiderivada general de g (x) enton-
ces, halle g (x).
2(1+tan2x)"°
cos?2x
Halle la antiderivada general de f(x) = sen (2x) (22+°°Sz" + 5)

Halle la antiderivada general de f(x) =

3 3
x V22
: / 7?62—1—7[{)6 Rpta. 72);2” —TV2x2+7+C
7
X S
1
— Ropta. _ox=1
/()cz—2x—|—5)3/2 * P s T C
. /xzx/ 16 —xdx Rpta. _ 136%)3 + A 1567)()5 +C
V1—x2 -
& i Rpta. _{=) 3);23)3/2 +C
1
G +1dx Rpta. :In[6x+1|+C
X
/ xarctan(x?) J
. X
(14 x*)(2 + arctan(x?))
/ arctan® x J
———— dx
(x2+1)e?
X% [14cos(x* +1)]
/ dx
sen?(x3+1)
1
/71dx Rpta. 2v/Inx+C
xVInx
1 1
/n)(::i_l)dx Rpta. 1In*(x+1)+C
1
dx Rpta. In|1 +1nx|+C

©J x(1+1nx)



2.3 Ejercicios propuestos 43

sen(3x)
25, | ————d Rpta. —71 3x)—1|+C
/cos(3x)—l x pta n|cos(3x) — 1|+
26. /(tan2x—sech)dx Rpta. —31In|1 —sen2x|+C
x
27. /Cosz(xz)dx Rpta jtanx +C
28. /xsen(l —x?)dx Rpta. Jcos(1 —x?)+C
1

29. / —F—1|dx Rpta. - In|tan (@) —x+C
<sen(\/2>x) ) PR | >)|

30. /cot (aib> dx Rpta. (a—b)In|sen (-2)|+C

1

31 /mn(x)dx Rpta. SIn|senz|+C

32. /(xcot(x +1))dx Rpta. §In|sen(x? +1)|+C

33. /(cos —)se 2) Rpta. 4cos( )+C

34. /sen (6x) cos(6x)dx Rpta. Se“( sen(6x) 4 ¢
cos(ax) ]

35. /sens(ax) X Rpta —m

sen(3x)

36. | ——— Rpt .—71 3 3 C
37 cos(31) pta n|3+cos(3x)| +

37, [ g oy Rpta, —YeB2 4 C
Vcos?x —sen

38. /sen(2x) 1+ 3cos?xdx Rpta. —W—FC

2532
39, /ﬂdx
2+ 3x?
Rpta. \[ arctan( ) f In|v3x+V3x2+2|+C

31
40. /);de Rpta. £ 4+ 5 +x—2In|x+1|+C
41. /x\S/S—xzdx Rpta, - VO ¢
42/ -1, Rpta. LIn|x* —4x+ 1| +C

. —axX a. nx —ax

.X4§4x+1 P 4
43. / x8x+ de Rpta. farctan( >+C
44, /xefxzdx Rpta. —1 4 c

|

45. dx Rpta. —2¢ /2 4C
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1—

46. / Y i Rpta. In|x+ cosx|+C
X —|i COSX

47. / dx Rpta. — - 4C
xIn®x P Inx

43. sec’x Rpta. 21In|tanx+ vtan?x — 2| +C

. X xX—

Vian?x —2 P

X 1
49.
/( +2x2+1> <2x2—|—1

2
X
50. /76[)6
. V341
X

51./mdx
/mdx

52.

X
53. | ——d
/\/2—2 *

3

X
7dx
/ VX +
5€2x

V1 _|_er

56. /14:/%[1 X

4
2x2 8x+26 x

54.

55.

57.

58.

59/

60. / X7° dx

61.

62.

63.

64. / Va— bevdx
65. / x/3+1 1/3 x/3dx

)is

Rpta. — 4(2x 2+1

Rpta.

(x +1)2

+2 arctan(ﬂx) +C

+C

Rpta. jarcsen(x?) +C

Rpta.

Rpta. 2‘[+2x+8f+1

33 (l+lnx)

6(v5—2)

+C

+C

Rpta. 1(—cosxsen’x —2cosx) +C

Rpta.

Rpta.

15 (/e +1)?

2

2(vx+3)+

+C

C

Rpta. % arctan(%) +C

Rpta, 244 4

Ina

Rpta. —

\/a71na
2+1

Rpta 2 1n7

+C
+C

+C

Rpta. —e!/* 4+ C

2eV*

Rpta. s

+C

Rpta. In|e* — 1| +C

Rpta. —

Rpta. 3a-

2 (a he")

(/+1)

+C

+C
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1 In [2°43]
66. /2”;3dx Rpta. § — =552 +C
67. 1+axdx Rpta. ;- arctan(a*) +C
e b | po-2bx
68. /mdx Rpta —*1n| 2 |+C
t
69. /ﬁdx Rpta. arctan(e’) +C
70. /sen(aerx)dx Rpta. —%cos(a+bx)+C
71. /cos dx Rpta. ﬁsen( >+C
(ﬁ) ’ V2

2 S
72. [ (cos(ax) + sen(ax))“dx Rpta. x+ Lena “+C

73.

dx Rpta. 2sen+/x+C

74.

dx Rpta. —cos(Inx) +C

75. | sen®xdx Rpta. 5 — m +C

/
/
/
/
76, / cosxdx Rpta. £+ 302 | C
/
/
/

77. [ sec?(ax+b)dx Rpta. ! tan(ax+b)+C
78. z;xSdex Rpta. \[arc sen (ff > +C
L Rpta. 32In|5x+7|+C
X
80. %dx Rpta. ;In|2x*+3[+C
81. mdx Rpta. 5-In|a?x? +b%| + 2 arctan ¢ +C
x
82. \/a;ﬁdx Rpta. 1 sarcsen ( ) +C
x
83. |1 +x’§6 dx Rpta. §arctanx® +C
84. \/rdx Rpta. 2In |3 + V0 — 1| +C
85. / a;c_se;cr;x Rpta. 72(@)3 +C
%6, al‘:tj_n(z 3) Rpta. | in |1+ 4x2) — arctan(2x) v arctan(2x) iC

87 /x— /arctan( 2x

1 +4x?
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88. [ L dx Rpta. 2¢/In(x+v1+x2) +C
\/(]+x2)]n(x+ 14x2)
89. /ae "™ dx Rpta.
90. / 43y Rpta. —4 7 4+C
91. /(e’ —e Ndt Rpta. ¢! —e™'+C
92. /(ex/“+e_x/")dx Rpta. ae"/ —ae ¥/* 4+ C
93./ Y Rpta. —alnja —x|+ (a—x)+C
a—x
2x+3
94./ WP Rpta. x+1In|2x+ 1| +C
%x—l—?’l
X 3.1
95. /3+2xdx Rpta. —5x+ 4 In|3+2x|+C
X
96. /a+bx Rpta. § —5Inja+bx|+C
1
97. /x +1 dx Rpta. & +x+21In|x+1|+C
x_
2
Sx+7
8. [* T Rpta. & +2x+In|x+ 3| +C
. x+23 |
99. /x X 1+ dx Rpta. %4+§—|—x2+2x+31n\x—1|+c
x_
b o\2
100. /<a+ > dx Rpta. a*x + 2abln |x — a|——+C
XxX—a
X 1
101. /(x+1) dx Rpta. Infx+ 1|+ 7 +C
b
102. dy Rpta. =2b\/1 —y+C
vI=y
103. / Va—bxdx Rpta. — 2Vt o
. ﬁ+1nx 1 2
104, / VEEE Rpta. 2,3+ 2% 4
2
105. ﬁdx Rpta. —x — farctan(\f)—kC
x3 2 d 2 2
106 /m X Rpta —7—71n‘x —da ’+C
2
—5x+6
107. /%dx Rpta.x—i—arctan(%)—%1n(x2+4)+C



Método
Ejercicios resueltos
Ejercicios propuestos

En el capitulo anterior se introdujo el método de cambio de variable o
sustitucion, una de las técnicas mds importantes de integracion, en este capitulo
se desarrollard el método de integracion por partes, teéricamente se puede
resolver cualquier integral mediante el empleo de este método, aunque en la
préctica se aplica cuando el integrando es un producto de funciones.

Método

La férmula de integracion por partes se deduce del diferencial de un
producto: si u = f(x) y v = g(x) son diferenciables, d(uv) = udv+ vdu 'y
udv = d(uv) — vdu, integrando obtenemos la férmula de integracion por par-

tes:
/udv:uvf/vdu

Al desarrollar ejercicios es conveniente utilizar el patrén:

u="010 dv =01
du =101 v="01

Una parte de la integral se llama u y el resto (debe incluir el diferencial) se
Ilama dv; para poder aplicar la férmula se debe diferenciar la parte que se
llamé u e integrar la parte que se llamo dv; esta dltima debe ser una integral
mas fécil de calcular.
Si bien es cierto este método es general, se recomienda usarlo en los siguientes
casos:

= En integrales que contienen funciones trigonométricas inversas

= En integrales que contienen funciones logaritmicas en cualquier base.
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= En integrales que contienen potencias impares de secante y de cosecante.

= En integrales que contienen el producto de dos o mas funciones que
pueden ser de la forma: Inversa, Logaritmica, Algebraica, Trigonométrica
y/o exponencial(ILATE), la funcién que aparezca primero en el orden
dado en Ia lista anterior se puede considerar como u; la palabra ILATE
no es general pero al lector que recién empieza a conocer el método, le
serd de gran ayuda pues le permitird una adecuada eleccién de u.

= Ejemplo 67 Determine / XCOSX dx

Solucion

En el integrando x es Algebraica y cosx es Trigonométrica, usando la palabra
ILATE, consideramos u = x

Sea
U==x dv = cosx dx
du =dx V= senx
xcosxdx = x cosxdx = _x senx— [ senx_dx
N — ARG et SN~
u dv u v du
= xsenx-+cosx+C

Ejercicios resueltos
= Ejemplo 68 Determine / arctanx dx

Solucion

En el integrando 1 es Algebraica y arctanx es Inversa, usando la palabra ILATE,
consideramos u = arctanx

Sea
u — arctanx dv =dx
1
du = 5 dx V=2x
14+x
1
arctanx_dx = arctanx x — x ——=dx
—— ——\ ~<~1 _|_x2
u dv u v Vo N——
du
) 1 2x
= xarctanx — - | ——=dx
2] 14x2

1
= xarctanx — Eln(l +x%)+C
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= Ejemplo 69 Determine / e sen(3x)dx

Solucion
Sea
u = sen(3x) dv = e*dx
er
du = 3cos(3x)dx v=—>
(s =sen(3) & — [ £ 3c0s(3y
1 = /sen 3x)e“dx = sen(3x) — —/ — 3cos(3x)dx
N——
\_\u,_/ ~ \_\u,_/ 2 2 T
v v

1 3
= —sen(3x)e™ — = / cos(3x)e* dx
2 2
I

A la nueva integral /1 también le aplicaremos integracién por partes:

u; = cos(3x) dv = e¥dx
2x
du; = —3sen(3x)dx v = %
e 3
L = /cos(3x)e2xdx = cos(3x)— + 5/«?2)C sen(3x)dx
—_—

I
Reemplazando I} en /

1 2 3 ezx 3
I = 3 sen(3x)e” — 3 <(:os(3)c)2 + 2I>

9 1 3
<1 + > I = 3 sen(3x)e> — Zcos(3x)e2x

2 3

I = T sen(3x)e™ — e cos(3x)e* +C
n

= Ejemplo 70 A veces haciendo un cambio de variable podemos evitar usar

integracion por partes. Veamos

1
/ nx
X



50 Capitulo 3. Integracién por partes

) 1
Solucion 1: Sea u = Inx, entonces du = —dx
X

1 2
/ﬁdx = /udu:%qLC

X
In’x
= —+4C
> +
Solucién 2: Usando integracién por partes
Sea i
u=Inx dv:—x,x>0

X

1
du = —dx v=Inx
X

1 ‘1
/de = lnzx—/ﬂdx
X X

]
2/E dx = In’x+C

X

1 In2
[iae = M

X 2

= Ejemplo 71 Determine / sec’ x dx
Solucién

Reescribiremos / sec x dx = / secx sec’x dx

U= Secx dv = sec’x dx
du = secx tanx dx v =tanx

/sec3x dx = /secx sec’x dx = secx tanx—/tanzx secx dx
= secx tanx—/(seczx—l)secxdx
= secx tanx—/sec3xdx+/secxdx
2/sec3xdx = secx tanx+In|secx+tanx|+C

1 1
/sec3xdx = 5secx tanx + §1n|secx+tanx\+c
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= Ejemplo 72 Un error comun en la eleccion de u es no tomar en cuenta su
posicidn en el integrando. Veamos la eleccidn de u en el siguiente ejemplo

1
[La
xIlnx
Eleccién incorrecta: Ver posicion de Inx en el integrando

u=Inx dv=—dx
X

3
= Ejemplo 73 Determine / X <\5/ 9 +x2) dx.

Solucion

3
Como la integral / X3 (\5/ 9 +x2) dx = / x? (9 +x2) 3/5 xdx, entonces proce-
demos a usar el método de integracién por partes.

u=x* dv = (9+x2)3/5xdx
du = 2xdx v:15—6(9+x2)8/5
Luego
/x2 © —|—x2)3/5xa’x = (9+ 8/5 /16 (9+x )8/5 (2xdx)

f 9+:2)"7 2/9+ 255 ]
<0+

8/5 > (9 +x2)13/5] +C.

5
16
5
16 13

= Ejemplo 74 Determine / e cos(3x)dx

Solucion
Sea
u=e* dv = cos(3x)dx
1
du = 3e¥dx v=73 sen(3x).
e3x 1 -
I = /e cos(3x)dx = =3 sen(3x) — 3 /3e sen(3x)dx

3x
= ?sen(f%x) /e sen(3x)dx

S
I
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Integramos por partes [ , se tiene :

u=e* dv = sen(3x)dx

1
du=3e¥dx v= —gcos(3x).

e3x
1= ?sen(Sx) —/e sen(3x)dx

e3x e3x
= ?sen(3x) - —?cos(3x)+/e *cos(3x)dx

|
I

I Lfe™ n(3x)+1e3xcos(3x) +C
=—|—=-se = .
213 3

= Ejemplo 75 Determine / 5 *sen(1 —x)cos(1 —x)dx
Solucién

1
La integral /5_" sen(1 —x)cos(1 —x)dx = 5/5_)‘ sen[2(1 —x)]dx, pode-

mos usar integracion por partes. Sea

u=sen[2(1 —x)] dv=>5""dx
du=—2cos[2(1 —x)]dx v=-3]:.
Luego
I = /5 “sen(1—x)cos(1 —x) /5 sen[2(1 —x)]dx
_ ;_sen[Z(l—x)]< 1511_5> /( ln5>( 2cos [2(1 — x)] dx)
_ % —lsn_;sen[2(1—x)]—lnzs/S_xcos[Z(l—x)]dx
L I

En la integral /; también podemos aplicar integracién por partes.

u=cos[2(1 —x)] dv=>5"*dx
du=2sen[2(1 —x)]dx v=—3:.
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53

Luego
57 57
L = —2—cos2(1—x)]— [ =2 —2sen[2(1 —
! 1I15cos[( x)] / 3 sen[2(1 —x)]dx
= —zcos[Z(l— )}+2/5 “sen[2(1—x)]d
in5 1 s DI
Reemplazando en /
1| 5~ 2
= =2 sen2(1—x)] — 1
I'= 3| mssenP0-21-5 1}
[ 57 2 57
= 5 —Bsen[z(l x)]_lns<_1nSCOS[2(l_x)] +
2 —Xx
B/S sen[2(1—x)]dx)]
1[ 5 2 57
= 5 _—Esen[Z(l—x)] 103 (—lnscos[2(l —x)]+
2
— (21
lnS( )>]

- 15n5 [sen[Z(l—x)]—hlzscos[Z(l—x)@ - <1n25>2"

Entonces
It (125)1 = 12 fsenlz -] - eosiz -]
. <125>2]1 = 32 [rentatt -0 s cosi21 )
=1 1 x[Sen[Z(l—x)]—lnzscos[Z(l—x)]]+C

1
s Ejemplo 76 Determine / xarccos <> dx
x

Solucion
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Recordemos que g (arccosx) = parax e< —1,1>.
X

V1—x2
u—arccos(l) dv = xdx
d ! d (L) x
U= = y=—.
-5 2
x2
2
du = Ve —dx
21«7
du— 15
xX2vV/x2—1
Asi tenemos :
2 1
1= %arccosx—f \/J;Ld

Six €< 1,40 > entonces

x? 1/ X d
—arccosx— = | ———dx
2 2) V21

yparax €< —oo, —1 >

2

1
= %arccosx—ix/xz— 1+C

I:

)C2 2

1
2arccosx+2/mdx: %arocosx—i—ix/)@— 1+C

I =
e (1+2xInx)

d
dx x

= Ejemplo 77 Determine /

Solucion

La integral se puede expresar como

%1 2x
[= / +xnxd—/4—d+/—lnxdx
—

Iy
Integrando por partes /1, tenemos.

er

u=Inx dv=—dx

I £
du=—dx v=—e*
X 4

Asi

1= /—dx+—lnx / dx——lnx+C
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= Ejemplo 78 Determine / sen?(Inx)dx .

Solucion

Sea z = Inx, entonces x = ¢° y dx = e*dz. Asi
1
/senz(lnx)dx = /eZ sen’(z)dz = /ezi (I —cos(2z))dz

1 1
= " | e cos(22)dz.
5¢ 2/e cos(2z)dz
—_—
I

Integrando I por partes. Sea

u = cos(2z) dv = é%dz
du = —2sen(2z)dz v=2¢€°

Luego
1= /ez cos(2z)dz = e*cos(2z) + 2/ e“sen(2z)dz.
—_—
I
Integrando por partes /. Sea
u = sen(2z) dv = €dz

du =2cos(2z)dz v=¢°

Luego

I = /eZ sen(2z)dz = e*sen(2z) — Z/ezcos(Zz)dz = ¢“sen(2z) — 21.

Sustituyendo
I = e*cos(2z) +2I) = e*cos(2z) +2 (e*sen(2z) — 2I)

entonces

1
I= g( “cos(2z) + 2¢“sen(2z)) +C.
Por lo tanto,
1 1
2
Inx)dx = —e&*—=I
/sen (Inx)dx )
1 1
= —e*——(e“cos(2z) +2e"sen(2z)) +C
2 10
1

1
= 10 (xcos(2Inx) 4 2xsen(21nx)) 4 C.
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= Ejemplo 79 Determine / (ﬁf arccos/x dx .

Solucion
Integrando por partes.

u=arccos\/x  dv=x"2dx

_ -1 d _2.5/2
du—mfj} V—S.x/ .
Asi,
dx = — -/ = —
/(\/}) arccos+/x dx Sx/“arccos (V) = T 2a
= gx5/2arccos (\/);)—Fl/xzdx.
5 5) V1—x
1
1
Para la integral I}, sea t> = 1 — x, entonces 2¢dt = —dx. Sustituyendo en I; se
tiene
2 1—72)?
L = \/fodx:/(t)(%dt)
RN
= —2/(t4—2t2+1)dt——2<5—23+t>
1— )52 1— )32
_ _2<< R L KT
Luego
I = /(\/})3arccos\/;cdx
= %xs/zarccos(\/;c)+ll
T 5 51
= st/zarccos(\/;c)—5<( Sx) —2( ,;C) +(1=-x)"?]).

= Ejemplo 80 Determine / xsenx cos>x dx.

Solucion

Sea

2y senx dx

1
du=dx v:—gcos3x.

U==x dv = cos
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1
I = —;cos3x—<—3> /cosSxdx

X 1 r
= —gcos3x—|—§/cos2x cosx dx

1

= —gcosg’x—kg/(l—senzx) cosx dx
1 3

— —§0053x+§ <Senx— seg x> +C.

) senx

dx

= Ejemplo 81 Determine / by 3
cos’x

Solucion

) Senx

La integral se puede expresar como [ = / X dx = / x*tanx sec’x dx.

cos3 x
Integrando por partes. Sea

u=x* dv = tanx sec®x dx

2
du = 2xdx v:tanTx.

Tenemos
2

2
1 = %tanzx—/xtanzxdx:%tanzx—/x(seczx—l)dx

x* 2 2 x* 2 x* 2
= Etan x+/xdx—/xsec xdx:Etan x+§—/xsec xdx.

h
Integrando I; por partes. Sea

U=x dv = sec?x dx
du =dx Vv =tanx.

L= /xseczxdx:xtanx—/tanx dx = xtanx+1In|cosx|+C.
Entonces

2 2 2

1= %tanzx—k%—ll = %tan

2
2x+% —xtanx —In|cosx|+ C.

= Ejemplo 82 Determine / 3% cos? (%) dx .

Solucion
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1
I = /32xcos dx— /32x <+;osx> dx

= 5 / 32de+7 / 3% cosx dx

1
= ? 3% 4 /32xcosxdx

L
Para la integral /; usamos integracién por partes. Sea

u=23% dv = cosx dx

du = 3>21In3 dx v = senx.
Luego
I = /32xcosx dx = 3% senx — 21n3/32)C senx dx
S —
)
Para la integral /, también usamos integracién por partes. Sea

u=23% dv = senx dx

du =3%21In3 dx V= —COSX.

Luego

L = /32xsenx dx = —32xcosx—|—21n3/32xcosxdx
= —3%cosx+2In3 1
Entonces

L = 32xsenx—21n312
= 32xsenx—21n3(—32xcosx+21n311)

(1 + (21n3)2> I = 3%senx+2In3-3*cosx

1
= — (32x senx+2In3- 32xcosx) .
1+ (21n3)
Sustituyendo en la integral inicial
1 1
| = —3%4 ]
43 2l
1 1 1
= — 34 - (32" senx-+2In3- 32xcosx) +C.

41n3 21+ (2In3)?
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1 2
« Ejemplo 83 Determine / (”) dx
X

Solucion

/ <lnxx>2dx: / (Inx)2x2dx

Integrando por partes. Sea

= (Inx)?

21
du = nx dx
X

dv=x"2dx
1
V= —
X

1 1
/(lnx) zdx——flnx—l—Z/ 1
H,_/

Integrando por partes /1, tenemos:

I

u=Inx dv =x"2dx
1 1
dl/l: 7dx V=——
X X

entonces

1 1
—flnx+2 [nx+ 2dx]
X

= Ejemplo 84 Determine / sen’(3x)dx

Solucion

La integral se puede expresar

1 — cos(6x)
I: 2X
for (T )ans

1 e2x

= 3 7—/6’ cos(6x)dx
I

Integrando por partes /. Sea

u = cos(6x)

du = —6sen(6x)dx

1 2lnx 2
= - 24
X X X

[ / e>dx — / e* cos(6x)d ]
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1,
I = 2e *cos(6x) —|—3/e sen(6x)dx.

—
143
Integrando por partes .
u = sen(6x) dv = e*dx
du = 6cos(6x)dx v =1
Asi |
L= Eer sen(6x) — 3/e *cos(6x)dx.
S
I
Entonces
11 1
L= 10 [Zezx cos(6x) + 3562)C sen(6x)} .

Por lo tanto,

1]e 1 1 2% 3 2x
I= 2[2 10[26 cos(6x)+§e sen(6x)”+C.

= Ejemplo 85 Determine / xe* sen(x? + 1)dx.

Solucion

Sea z = x%, tenemos dz = 2xdx y la integral queda reducida a
1
1= /xe"2 sen(x* + 1)dx = E/ezsen(z—i— 1)dz.

Integrando por partes. Sea

u=sen(z+1) dv = €%dz
du = cos(z+1)dz v=¢°

2 =é*sen(z+1) — /ezcos(z—l— 1)dz

Iy
Para I}, sea
u=cos(z+1) dv = édz
du= —sen(z+1)dz v=2¢°
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Entonces

I :/ezcos(z+l)dz:ezcos(z+1)+/ezsen(z+l)dz:ezcos(z+1)—|—21.

Reemplazando
21 = é'sen(z+1)—1 =é“sen(z+1) — (e*cos(z+ 1) +2I)
1
I = Z(ezsen(z+l)—eZcos(z—l—l))—i—C
1
=1 (exz sen(x® + 1) —exzcos(xz—i- 1)) +C.
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3.3 Ejercicios propuestos

1

.

; =) > 0w
L L L L N L Ly

© ®

10.
11.

12.

13

14.
15.
16.
17.

18.

22.
23.

(2x —3)arccosx dx
X (x2 + lnx)
(2x2+1)

sen(bx) sen(ax) dx

dx

x%sen (3x) dx
xaresenx

Vie
x? arcsen( M)dx

xe? senxdx

sen’ (Inx)dx

In(x+ v 1+x2)dx
xarctan (\/xzi ) dx
sen (Inx’) dx

xn (x) dx

Inxdx

arcsenxdx

xsenxdx

xcos(3x)dx

xe “dx

X’ dx

(¢ —2x+5)e"dx
YePdx
xsenxcosxdx

(x? 4 5x+6) cos(2x)dx

¥ Inxdx

Rpta. xInx —x+C
Rpta. xarcsenx++v1 —x>+C
Rpta. —xcosx+senx+C

Rpta. Jxsen(3x) + §cos(3x) +C

Rpta. —*tL 4 C

e
Rpta. %(9)62 —6x+2)+C

Rpta. —(x* +5)e™>+C

Rpta. —3e*/3(x3 +27x% 4 54x 4 162) +C
Rpta. —xcosax 4 % +C

a4

2
Rpta. (8x +4Ox1-247)sen2x + (2x+5‘)1c0s2x +C

Rpta. XSénx - % +C
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24, /lnx Rpta. —IZHTX—@—FC
25. / X Rpta. 2,/xInx —4/x+C
26. / xarctanxdx Rpta. Mw -7+C
27. / xarc senxdx Rpta. 22 AR “/;7 — TSR C
28. /ln(x—|— 1 +x2)dx Rpta. xIn(x+v1+x2) — V1 —-x24C
29. /serfzxdx Rpta. —xcotx+In|senx|+C
30. /z;(l)zsjdx Rpta. ——+In|tan(3)|+C
31. /exsenxdx Rpta. & (senx —cosx) +C
32. /3x osxdx Rpta. W—FC
33. /ew‘ sen(bx)dx Rpta. eax(aszgfr—gzhcosx)—i-c
34. /sen(lnx)dx Rpta. 7sen(Inx) — 7 cos(Inx) +C
35. /\/%dx Rpta. —2v/1—x2—2(1—x2)+C
36. / x;f —d Rpta. 1(2—+/2)
37. /x(2x+3)5dx Rpta. 3 (2x+3)0 — L (2x+3)7+C
38. /x3 Inxdx Rpta. 7 Inx— %x“ +C
39. /(x+1)2ln(x+l)dx Rpta. $(x+1)°In(x+1) - 3(x+1)*+C
40. / Pedx Rpta. ¢ (x2 — 2x4+2) + C
41. /excosxdx Rpta. %e"(senx—l—cosx) +C
42. /xsecxtanxdx Rpta. xsecx —In|secx +tanx|+C
43, / In® xdx Rpta. xIn?x — 2xInx+2x+C
44, /arc cos(2x)dx Rpta. xarccos(2x) + %m+c
45. /cos Vxdx Rpta. 2y/xsen/x +2cos/x+C
46. /xseczxdx Rpta. xtanx+1In|cosx|+C
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47. /0505 xdx  Rpta. § [esc?xcotx — 3 (cscxcotx+ In|cscx + cotx|)] +C

t arctz
48. / ek Rpta. — % 4 Inx —Iny/T 22 +C

x

xarctanx 1
49, / wre Rpta. ; ( 5 + Tarctanx — § L C
50. /ezx cos(e")dx Rpta. e*sen(e*) +2cos(e*) +C
51. /arctan(\/x+ 1)d Rpta. (x+2)arctanv/x+1—+/x+1+C
52. / xsen(3x)dx Rpta. —x°°s3(3x) + Se"(3x) +C
53. / xe*dx Rpta, 2= 4 ¢
sen(Inx)—xcos(Inx)
54. /sen(lnx)dx Rpta, =522l 4 C
55. Calcule el valor de E = A+ B+ D, si se cumple
2% D
1)2%dx = B——|+C
/(x+ JPdx=3 [H m]Jr
donde C es la constante de integracion.

56. Calcule el valor de E = B— A+ D, si se cumple

1
/ x” arctan(x*)dx = XXB arctan(x*)

donde C es la constante de integracion.

D4
e

arctan (x*)

8

+C



Producto de potencias de senos y cose-
nos

Producto de senos y cosenos

Potencias de: tangentes; cotangentes
Potencias de: secante; cosecante

8 Producto de potencias de tangentes y
g secantes

Ejercicios resueltos

Wi Ejercicios propuestos

4. Integrales de funciones trigonométricas

En este capitulo se utilizard los capitulos anteriores para resolver inte-
grales que involucren productos de potencias de funciones trigonométricas,
segtn el valor de los exponentes hay muchas posibilidades, en este texto solo
desarrollaremos las mds usadas.

Producto de potencias de senos y cosenos

/sen’"u cos"u du

Requisitos

Al menos uno de los exponentes m 6 n es un nimero natural(entero positivo)
e impar; esto significa que si uno de los exponentes cumple los requisitos el
otro puede ser cualquier nimero real, incluyendo el cero.

/ sen u cos" u du

Procedimiento

Cuando m = 2k + 1 es el exponente natural impar, aislamos un factor senu
y transformamos el resto, usando la identidad sen®u = 1 — cos?u, en términos
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de la funcion coseno, es decir,

/senz"‘+l ucos'udu = /sen2k usenu cos"u du
= /(sen2 ) cos" u senu du
' k
= /(l—coszu) cos"usenudu=...

Realizando el cambio ¢t = cosu, aplicamos el binomio de Newton, la ley
distributiva y la forma:

tn+l
/t”dt: +C, n#—1

n+1
. ) tan> x
= Ejemplo 86 Determine [ ——— dx
J/cosx
Solucion
tan3 X sen’ X

—ax = 76{.}(
/cosx J/cosxcos3x

= /cos_10/3x sen”x senx dx
= /cos_10/3x (1 —cos?x)senx dx

= /cos_10/3xsenxdx—/005_4/3x senx dx

B 3cos /3

7 x+3cos*1/3x+C

/senm ucos"udu

Procedimiento

Cuando n = 2k + 1 es el exponente natural impar, aislamos un factor cosu
y transformamos el resto, usando la identidad cos?u = 1 —sen?u, en términos
de la funcién seno, es decir,

/senmu cos® N ydu = /COSZku cosu sen™u du
= /(cos2 u)*sen™ u cosu du

k
= /(l—senzu) sen"ucosudu=...
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Luego se realiza el cambio t = senu y aplicamos el binomio de Newton, la ley
distributiva y la forma:

tn—i—l
/t”dt:n+1+C, n#—1

= Ejemplo 87 Determine / sen*(2x) cos® (2x)dx

Solucion

/ sen*(2x) cos® (2x)dx = / sen*(2x) cos?(2x)cos(2x)dx
= /sen4(2x)(1 — sen?(2x))cos(2x)dx

= /sen4(2x)cos(2x)dx—/sen6(2x)cos(2x)dx

sen(2x) B sen’ (2x)
10 14

+C

/ sen” u cos" u du

Requisitos

Cuando m y n son nimeros naturales pares.

Procedimiento

En este caso vamos a disminuir los exponentes de las funciones seno o
coseno correspondientes y luego usar las identidades trigonométricas

) 1 —cos2u ’ 14cos2u sen(2u)
Sen”u = —————, COSTU=————, Ssenucosu=-—

Como el cero es un nimero natural par, es posible que estas integrales tengan
una sola funcién, siempre y cuando el otro exponente cumpla el anterior
requisito,

= Ejemplo 88 Determine / sen’(3x) cos?(3x)dx

Solucion
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/sen2(3x) cos?(3x)dx = / L = cos(6x) 1 +cos(6x) dx

2 2
= %/(l—cos2(6x))dx
= z—i/cosz(@c)dx
x 1 1+4cos(12x
= 4‘4/<(+2()>"x
1 sen(12
n

4.2 Producto de senos y cosenos
Requisito:
m 'y n son nimeros reales diferentes de cero.

Procedimiento:

Se presentan los siguientes casos:
1. / sen(rmu) cos(nu)du. Se aplica la identidad

1

sen(A)cos(B) = 5 [sen(A + B) +sen(A — B)]
2. / sen(mu) sen(nu)du. Se aplica la identidad
1
sen(A)sen(B) = 3 [—cos(A+ B) +cos(A — B)]

3. / cos(mu) cos(nu)du. Se aplica la identidad

cos(A)cos(B) = % [cos(A + B) +cos(A — B)]

* Recordar que cos(—A) = cos(A) y sen(—A) = —sen(A)
= Ejemplo 89 Calcule / sen(2x) cos(4x)dx

Solucion
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/sen(2x)cos(4x)dx = %/(sen(6x)+sen(—2x))dx

= %/(sen(6x)—sen(2x))dx
_ Lcos(6x) = 1cos(2x)

2 6 2 2
cos(6x)  cos(2x)
= — C
12 + 4 +

+C

= Ejemplo 90 Calcule / sen(7x) sen(5x)dx

Solucion

/sen(7x) sen(Sx)dx = %/(—cos(14x)+cos(2x))dx

Isen(12x) 1sen(2x)

2 12 2 2
~ sen(12x)  sen(2x)
- 2 4 1€

+C

sen”(5x)
sec(4x)

s Ejemplo 91 Determine /

Solucion

[ = [ (50 o

= %/(cos(4x)—cos(10x) cos(4x))dx
1 sen(4x) 11

= —— 14

5 4 53 (cos(14x) + cos(6x))dx
_sen(4x) sen(l4x) sen(6x)
8 56 u 1€

4.3 Potencias de: tangentes; cotangentes

/tanmudu ; /cotmu du
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Requisitos:
El exponente m debe ser entero, si es negativo se pasa, mediante identidades
de una funcién trigonométrica a la otra.

Procedimiento:

El exponente de la tangente se descompone en dos nimeros de los cuales
uno es el 2, para poder usar la identidad tan?x = sec’>x — 1 de forma iterativa
hasta que la dltima integral tenga exponente dos para aplicar la misma identidad
y terminar con el ejercicio. Veamos

/tanmu du =

"2y du

tan2 u tan
[sec2 u— 1] tan” 2 u du

sec’u tan” > u du — / tan™ 2 u du

sec’u tan” 2 u du — /tan2 u tan™ *u du

sec?u tan™ % u du — / [sec2 u—1] tan” % u du

sec?u tan™ % u du —/seczu tan” % u du + /tan’"*d'u du

Il Il
D —

Para resolver las integrales hacemos ¢ = tanu, de manera reiterada.

= Ejemplo 92 Determine / tan®x dx

Solucion

/ tan* xdx = / tan®x tan” x dx
= /tanzx(sec2x— l)dx

= /tanzx sec’x dx—/tan2x dx

tan> x

= 3 —/(seczx— 1)dx

tan> x
= 3 —tanx+x+C

/cot’" udu
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Procedimiento:

El exponente de la cotangente se descompone en dos nimeros de los
cuales uno es el 2, para poder usar la identidad cot?x = csc’>x — 1 de forma
iterativa hasta que la dltima integral tenga exponente dos para aplicar la misma
identidad y terminar con el ejercicio. Veamos

/cotmu du = /cotzu cot” 2 u du

csc u—l cot” 2 udu
esc?u cot™ 2udu— /cotmfzu du

/csc u cot" 2 u alu—/cot2 u cot™ *udu
/csc u cot™ udu—/ [csczu— 1] cot" *u du

/csczu cot™™ ua’u—/csczu cotm_4udu+/cotm_4u du

Para resolver las integrales hacemos ¢ = cotu, de manera reiterada.

s Ejemplo 93 Determine / tan % x dx

Solucion

/tan_4xdx = /cot4xdx

= / cot® x cot’ x dx
= /cotx(csc x—1)dx
= / cot® x csc? xdx — / cot® x dx

t3
= —C03 x—/(csczx—l)dx

cot’ x

= — 3 +cotx+x+C

4.4 Potencias de: secante; cosecante

/secmu du; /csc’"u du
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Requisitos:

El exponente m debe ser entero positivo par, puesto que si es impar se usard
integracién por partes y si €s par negativo se pasa a coseno , si es secante, y a
seno, si es cosecante, de esta manera se usa la seccién 1.

Procedimiento:

El exponente de la secante se descompone en dos nimeros de los cuales
uno es el 2, para poder usar la identidad sec?x = 1 + tan?x de forma iterativa
hasta que la secante quede con exponente dos y terminar con el ejercicio.
Veamos

/secmu du =

sec’u sec” 2 u du

[1 + tan? u} sec”™ 2 u du

2 4

[1 + tan? u] sec“u sec™ *udu

2

sec’u sec™ *udu+ /tan2 usec’

u sec” *udu

1 + tan® u sec” Cu du—

I
— S —

/tan2 wll+ tan’ ul sec”™ O u du

s Ejemplo 94 Determine / sec®x dx

Solucion

/sec6x dx = /seczx sectx dx
= /(1 4 tan” x)sec’ x sec’x dx
= / sec’x sec’x dx+ / tan’ x sec” x sec’x dx
= /(1 + tan” x) sec’ x dx+/tan2x(1 +tan®x) sec® x dx
= /seczxdx—i-/tanzx seczxdx—i-/tanzx sec’x dx+

/ tan* x sec”x dx

2tan’x  tan’x
5

= tanx-+ +C
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Producto de potencias de tangentes y secantes

Presentaremos tres posibilidades, los demds casos se sugiere llevarlos a
seno y coseno para poder utilizar la primera secciéon. Cabe mencionar que
los procedimientos sugeridos hasta el momento, podrian ser resueltos de otra
manera, eso depende de la experiencia del lector.

‘ Jtan" u sec" u du

Requisito:

m = 2k + 1 es un nimero natural impar y » es un niimero real.

Procedimiento:

Aislamos un factor tanu secu, luego usar la identidad trigonométrica
tan?u = sec’u — 1, para finalmente hacer el cambio t = secu.

/tanZkHu sec"udu = /tanZkusec”_lutanu secu du

k _
= /(seczu—l) sec” 'y tanu secu du

s Ejemplo 95 Determine / tan’ x sec*x dx

Solucion
3 4 _ 2 3
/tan xsec'xdx = /tan X sec” x tanx secx dx
_ 2 3
= /(sec x—1)sec’x tanx secx dx
= /sechtanx secx dx — /sec3xtanx secx dx
6 4
sec®x sec’x
6 4
| |
/ tan™ x sec” x dx
Requisito:

m es un nimero real y n es un nimero natural par.
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Procedimiento:

Aislamos un factor sec” u, luego usar la identidad trigonométrica

sec?u = 1 4 tan? i, para finalmente hacer el cambio # = tanu.

/tanmu sec"udu = /tanmu sec" 2usec’u du

2
/tanmu(1+tan2u) 7 sec’u du

= Ejemplo 96 Determine / tan’ x sec* x dx

Solucion
/ tan’x sec*x dx = / tan’ x sec?x sec” x dx
= / tan® x (14 tan?x) sec” x dx
= / tan> x sec’ x dx + / tan’ x sec” x dx
B tan* x n tan® x LC
4 6
| |
/ tan™ x sec” x dx
Requisito:

m es un nimero natural par y n es un ndmero entero impar negativo.

Procedimiento:

Descomponemos a m en potencias del nimero 2, se desarrolla el binomio y
se usa la primera seccion, si n es impar positivo se usa integracion por partes.

m
/tanmu sec"udu = /(tan2 Lt) 2usec"udu

i /(seczu— 1)

I3

sec’u du

= Ejemplo 97 Determine / tan*(2x) sec ™3 (2x)dx

Solucion
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I = / tan* (2x) sec 3 (2x)dx
— / (tan? (2x))? sec 3 (20)dx
_ / (sec?(2x) — 1)%sec™5(2x)dx
_ / (sec*(2x) — 2sec?(2x) + 1) sec ™5 (2x)dx
= / sec ! (2x)dx —2 / sec > (2x)dx+ / sec > (2x)dx
= / cos(2x)dx —2 / cos®(2x)dx + / cos’ (2x)dx

_ sen(%) —2/Cos2(2x) Cos(zx)dx+/(cosz(zx))zcos(Zx)dx

= sen§2x) — 2/(1 - sen2(2x))cos(2x)dx+/(1 — sen?(2x))? cos(2x)dx
= sen£2x) — 2/ (1 —sen?(2x)) cos(2x)dx +

/(1 — 2sen?(2x) + sen*(2x)) cos(2x)dx
_ sen§2x) _ sen(2x) + sen33(2x) N sen§2x) B sen33(2x) N senj (()Zx) LC
~ sen’(2x)
N 10 +c

Nota

Puede que uno olvide los diferentes casos estudiados, de ocurrir ello se
recomienda expresar el integrando en términos de senos y cosenos, para poder
usar la seccién 1 de este capitulo, llegar al resultado va ha depender de la
experiencia del lector.

= Ejemplo 98 El ejemplo anterior se puede trabajar de la siguiente forma

Solucion
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/ tan*(2x) sec > (2x)dx = / sen*(2y) 1

cos*(2x) sec>(2x)

[ sen*(2x)
= / cost (20) cos’ (2x)dx
= / sen(2x) cos(2x)dx

sen’(2x)
= o f€

4.6 Ejercicios resueltos
= Ejemplo 99 Determine / tan(2x)4/sec>(2x) dx
Solucién
Sea u = sec(2x), tenemos du = 2tan(2x) sec(2x)dx, luego en la integral
/ tan(2x)y/sec?(2x)dx = / sec’/?(2x) tan(2x) sec(2x)dx
= ;/ug“/zdu = éus/z—i—C
1

- g(sec(zx))5/2+c.

= Ejemplo 100 Determine /sen(Zx—i— 1)cos(7 —4x)dx
Solucion

Usando la identidad sen(o) cos(fB) = % [sen(ct+ ) +sen(a — B)]

/sen(2x+1)cos(7—4x)dx = %/ [sen(8 —2x) + sen(6x — 6)] dx
= %/sen(S—2x)dx+%/sen(6x—6)dx

1 1
- - C0y) — — _
1 cos(8 — 2x) 3 cos(6x —6)dx+C

5

= Ejemplo 101 Determine / sen’ xcos> x dx.
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Solucion

2
/senchoszxdx = /sen4xsenxc052xdx:/(1—coszx) senxcos” xdx

= / (1 —2cos?x+ cos4x) senxcos” xdx

= / <cos2xsenx —2cos*xsenx + cosﬁxsenx) dx

1 2 1
= ——cos’x+=cos’x— ?cos7x+C.

3 5

= Ejemplo 102 Determine / (2sec’x + tanx) ? dx

Solucion
2
(2 sec?x+ tanx)” = 4 sect x + tan® x + 4 sec® xtanx
= d4dsec’xsec’x+ (Seczx — 1) +4secxsecxtanx
= 4 (tanzx + 1) sec?x+sec’x — 1 +4secxsecxtanx
Ahora

1 = /4tan2xseczxdx+5/seczxdx—/dx+4/secxsecx tanx dx

4
= gtan3x+5tanx—x+25602x+C.

tan’ (sen(3x +2))sec /7 (sen(3x 4 2))

dx.
sec(3x+2) *

= Ejemplo 103 Determine /

Solucion



78 Capitulo 4. Integrales de funciones trigonométricas

Sea u = sen (3x+2), tenemos du = 3cos (3x + 2) dx, luego

5 -2/7
;- /tan (sen(3x+2))sec™ /' (sen(3x+2)) I

sec(3x+2)
1
= 3 /tan5 usec 2" udu

1
= g/(seczu—1)2sec_9/7utanusecudu

1
= 5/ (sec4u +1—2sec? u) sec” /7 utanusec udu

1 1
= 3/se<:19/7u tanu secudu+§/sec_9/7u tanu secu du —

2

5/8605/714 tanu secu du
= %se026/7u+%sec_2/7u—%seol2/7u+C
= X sec?®/7(sen (3x+2)) + I sec /7 (sen (3x+2)) —

& sec'?/7 (sen (3x+2)) +C.

= Ejemplo 104 Determine / sen (3x — 4) cos? (x) dx

Solucion

Usando las identidades:

1
c0s?0 = — (1+cos20) y senasenG:E[sen(a+9)—|—sen(a—9)]

| =

(1+cos2x)

> dx

I = /sen(3x—4) cos? (x)dx:/sen(3x—4)
= /Sen(32x_4)dx—|—;/sen(3x—4)cos2xdx
= —écos(3x—4)+% [/(sen(Sx—4)+sen(x—4))dx

1 1 1
- = 4 — 4= 4+
g cos (3x—4) 50 0 (5x—4) 1608 (x—4)+C

= Ejemplo 105 Determine / xcos? (2x2) sen’ (2x2) dx

Solucion
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/xcos2 (2x2) sen’ (2x2) dx = %/x (2 sen (2x2) Ccos (2x2))2dx

1 1 1 —cos(8x?

= Z/xsen2 (4x2) dx = 4/x(cozs(x))dx
1 1

= g/xdx—g/xcos(sz)dx

1, 1 2

= 16x 128sen(8x)+C.

= Ejemplo 106 Determine / cos? (2x) sen (5x) dx

Solucion

1
/cos2 (2x)sen (5x)dx = /§(1+cos(4x))sen(5x)dx
1 1
= E/sen(Sx) dx+§/cos (4x) sen (5x) dx
1 1
= E/sen(Sx)dx—i-Z/(sen(9x)—|—senx) dx
1 1 1
= E/sen(Sx)dx—FZ/sen(%)dx—i—Zfsenxdx

1 1 1
= 75 (5x) — 36 508 (9x) — ZCOSX—I—C.

= Ejemplo 107 Determine / cos (3x2) sen (5x2) xdx.
Solucion

1
Usando la identidad senacos 6 = 3 [sen(ct+0) +sen(ct — 0)]

1 = = [sen (8x2) + sen (2x2)] xdx

=5 /xsen (8x2) dx+ % /xsen (2x2) dx

_l i 2 1 l 2
=3/ 6sen(8x)(16xdx)+ 5 / 4sen(2x)(4xdx)

1 1
= —3—2005(8)62) ~3 cos(2x?) +C.
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cos (2x+3)

V1+tan?(x—1)

= Ejemplo 108 Determine /

Solucion

Usamos la identidad: cos otcos 6 = J [cos(a — 0) +cos(ot + 0)], tenemos

/ cos (2x+3) dr — /cos(2x+3) I
/1+tan?(x—1) sec(x—1)
/cos(2x+3)cos(x—1)dx
1 n
= E/[cos(3x+2)+cos(x—|—4)]dx

1 1
= §/cos(3x+2)dx—i—E/Cos(x+4)dx

1 1
= gsen(3x+2) + Esen(x+4) +C.

= Ejemplo 109 Determine / sen'/? (7x) cos® (7x) dx

Solucién
Descomponemos el integrando
I = /senl/2 (7x) cos® (7x)dx:/senl/2 (7x) cos? (7x) cos (7x) dx
= /senl/2 (7x) (1 —sen? (7x)) cos (7x) dx
= /senl/2 (7x)cos (7x) dx—/senS/2 (7x)cos (7x) dx

2 2
= 51 sen’/? (7x) — 9 sen’/? (7x) +C.

= Ejemplo 110 Determine / cos? (3x) sen (2x) dx.

Solucion

Usando lals identidades: 1
cos’ 6 = 3 (I+cos20) 'y senccosO = 5 [sen(a+0)+sen(a—0)] te-
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nemos:

I = / cos? (3x) sen (2x) dx
= / <1+c;s(6x)> sen (2x) dx

= %/sen(Zx)dx—%/sen (2x) cos(6x)dx

1 1 71
= —cos (2x) — 315 [sen (8x) — sen(4x)]dx

1 1 1
= —cos (2x)—Z/sen(Sx)dx—l—Z/senMx)dx

1 1 1
= ——cos(2x)+— — — cos(4x) +C.
cos (2x) 32cos(8x) 16cos( x)+C

= Ejemplo 111 Determine / cos (5x —2) sen® (3x) dx.

Solucion

Usando las identidades: {
sen’ @ = 3 (1 —co0s20) y cosccosO = 3 [cos(ct — 0) +cos(c+ 0)]
I = /cos (5x —2)sen® (3x) dx
= %/cos(Sx—Z)(l —cos6x) dx
= %/cos(Sx—2) dx—%/cos(Sx—Z)cos@cdx
_ %/cos(sx_z) dx—%/cos(x—i—Z)d —%/cos(llx—2)dx

1 1 1
= l—osen(Sx—2)—Zsen(x+2)—ﬂsen(11x—2)+c.

sen® (3x)

————d
sec? (3x) *

s Ejemplo 112 Determine /

Solucion
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/sen3(3x)dx = /sen3 (3x) cos? (3x) dx

sec? (3x)

= / sen” (3x) sen (3x) cos? (3x) dx
— / (1 —cos?(3x)) cos? (3x) sen (3x) dx
= / cos? (3x) sen (3x) dx — / cos* (3x) sen (3x) dx

1 1
= -3 cos® (3x) + 5 cos’ (3x) +C.

= Ejemplo 113 Determine /(1 +cos(4x))3/2 sen>/2(2x)dx

Solucion

En la integral, se tiene:
I = /(1 +cos(4)c))3/2 sen>/2(2x)dx = 2\/§/cos3(2x) sen”>/2(2x)dx
= \@/ (1 —sen?(2x)) sen™¥/2(2x) 2 cos(2x)dx.
Sea u = sen(2x) tenemos du = 2cos(2x)dx.

I = \@/ (l—uz) u73/2du:\f2/(u73/2—u1/2)du

= 2V2oul? - 2\3ﬁu3/2 +C = —2v2(sen(2x)) /2 - 2\3@ sen(2x)*/%2 4 C.

xesct(In(x? 4-1)) cot? (In(x? + 1))

d
x2+1 o

= Ejemplo 114 Determine /
Solucién

2
Sea u = In(x*> + 1), tenemos du = Zix dx
x-+1
y usando la identidad: csc?>x = cot?x+ 1 se tiene:

_ [xesc(In(x* 4 1)) cot(In(x* 4 1))
r= / x?+1

- % / esct () cot (u)du = % / (cot® u+1) ese? (u) cot’ (u)du.

dx
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Haciendo otro cambio z = cotu, tenemos dz = — csc? udu
1 1 1 1
I = — 13d:—7/4 Ndz=——2"—=*+C

2/(z+)zz 5 (" +2°)dz 0% 8z+
1 1

= —E(cotu)s—g(cotu)‘W-C
1 1

= —E(Cot(ln(xz +1))° - g(<;(>t(1n(x2+ N +c
1 1

= —Ecots(ln(xz—k1))—§c0t4(ln(x2+1))+C

= Ejemplo 115 Determine / csc?(2x) tan® (2x)dx.

Solucion

/ csc?(2x) tan® (2x)dx = (1+cot (2x)) tan?(2x)dx

csc(2x) (tan®(2x) + 1) dx

sen2

1
Y 4 2x)d
sen(2x) cos?(2x) x+/csc( x)dx

sen(2x
cos?(2

1

2 cos(2x)

dx+/csc (2x)dx

fest
/
= /csc(2x ) tan?(2x) dx—i—/csc (2x)dx
/
/
1

ln lesc(2x) — cot(2x)| +C.
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4.7 Ejercicios propuestos

1. /sen(6x)cosz( )dx

2. (2x) cot® (2x) dx
3. 2(2x) cos? (2x) dx
4. [ sec*xvVcot xdx
5. [ sen(7x)cos (5x+3)cos (2x)dx
6. [ tan’(2x)sec®/?(2x)dx
7. [ sen®(5x) cos¥/*(5x) dx
8. [ cot’ xesclx dx
o [0 2x
sec?
10. cosx+256nx+3

12. /sen(3 x) cos(5 —3x)dx
13. [ sen®@cos® 046 Rpta. —fsen59+lsen36+C
14. [ cos® xdx Rpta. 5 Lsendx — § sen’x +senx +C
5. sen’ X,

cosx
16. )cos?(2x)dx Rpta. —1cos®(2x) + 1 cos® (2x) — £ cos”(2x) +C

se
17. - Rpta. § sec(4x) + § cos(4x) +C
18. Rpta. %tan3t +tanz 4 C
19. t3(2x)dx Rpta. —1cot?(2x) — 3In|sen(2x)| +C
20. 3 (2x) sec?(2x)dx Rpta. 5 tan®(2x) +C
21. ( Rpta. 7c0ti(()2t) . c0t33(2t) cot(Zt) +C
l

Rpta. i sen*t +C

fo
I
/
/
o
[
/
e
/
11/
/
/
| Ve
fs
[
[ st
Je
o
e
i

sec4t
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23.

24.
25.
26.

27.

34.

35.
36.

37.

38.

42.

43.

44,

=

—— \'\\\\\ \\\ \ \\.\\\\\\\

45.

s
/

tan x

\/secx
to
coté

csc3 6
cos’ (5¢)dt

cot*(3t)dt

sen’(21) cos>/%(21)dt

sen(3x) cos(5x)dx

sen(2x) sen(4x)dx

cosxcos(4x)dx

sen’ (5x) cos® (5x)dx
V/senxcos® xdx

sen’ xcos> xdx

SE:II3 X

coszx\/cosx

sen* xcos* xdx

sen’ (%) cos® (%) dx

tan’ xsec* xdx
4
(secx) I
tanx
sec*(2x)dx

sec> xtan> xdx

sen(4x) cos(5x)dx

cosxcos?(5x)dx

senxsen(2x) sen(3x)dx

sen (3 cos (5

v/senxcosxdx

3x
2

s

Rpta. 555 +C
Rpta. — 5 sen®(5t) +° ( )+C

Rpta. —§cot®(31) + Lcot(3t) +14C

Rpta. — cos(8x) + } cos(2x
Rpta. §sen(2x

Rpta. ¢sen(3

)+
B sen( 6x) +
+sen(5x) +

) 4

)—
X
senS(S ) sen! (
Rpta. == a

Rpta. 2\/senx (34X — 2sen’x — sen5 x)+C

4
Rpta. = — ge“ L4+ C
Rpta. — coslo/zx—i- c0516/3x—|—C

Rpta. o3 (3x — sen(4x) + £ sen(8x)) +C

Rpta. X Senxcosx __ sen XiC

Rpta. %4_ taré Xy C

Rpta. — COt X _cotx+C

Rpta. tdn( x) 4 fan ( )

Rpta. 5 Lsecdx — % sec>x+C

Rpta. § (cosx — °°“(9x)> e

Rpta. ; (2 senx + qe“(gx) + M) LC

cos(2x) cos(4x) coq(6x)
Rpta. ——==~ — ¢~ — +C

cos(Zx)

Rpta. <% +C
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s6. [ <)
47. / senxcos’ xdx
48. /sen(cosx) senxdx

49. /\/senxcos3xdx

3

COS™ x
P
Sen~ x4/ Senx

50.



Sustitucién trigonométrica
Ejercicios resueltos
Ejercicios propuestos

Utilizaremos este método cuando la funcién integrando tenga un factor
Vi —a?, va? —u?,\a® +u? , donde u = u(x).
Para ver el cambio adecuado dibujaremos un tridngulo rectangulo, ubicaremos
los catetos y la hipotenusa. Luego, buscaremos la razén trigonométrica que

. u . .
nos de el cociente — (en el numerador la expresion que depende de la variable

a
de integracion y en el denominador una constante)

Sustitucion trigonométrica

Tenemos los siguientes tres casos:

Casol: vaz—u? a>0

u_ C.0.

= —— =senb
a Hip.
cambio de variable:
du=acos0 do a
u u
de donde: 6 = arcsen (7)
a 0
Ademis a* —u?
vazl—u? CA.
= — = cos0
a Hip.

a?—u? = acos@
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Casoll: vVu?+a% a>0
u_ C.0.

a CA.

Cambio de variable:

du = asec’6do

de donde: @6 = arctan (ﬁ)
a

—tan0

Ademas

Vu?+a®>  Hip.
a  CA.

Viul+a? = asecO
Casolll: Vu?—ad?, a>0

u Hip.

a CA.

Cambio de variable:

du = asecO tan0 do u
de donde: 6 = arcsec (ﬁ) Vu? —a?
a
0
a

= secH

=secO

Ademas
vul—a? C.0.
= = tan0
a CA.
u>?—a?> = atan0
Ejemplo 116 Verifi e/ dx arcsen (x) +C, a>0
u —_— = - a
n Ej P q /702 ) a )
Solucion
Dibujando un tridngulo rectdngulo
A sen 0
a
X = asenf a
dx = acos0do X
6 = arcsen (E) 0
a 22— 52
2_ 2
Ademas va Ty cos @

a
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Reemplazando
X acos 0 do
—_— = ——— = [d6=06+C
/\/aZ—XZ / acos 0 / *

= arcsen( >+C

« Ejemplo 117 Verifique | " — ~arctan (¥) +.C
x“+a a a
R tan 0
a
X = atan0 \/m
dx = asec’8do x
0 = arctan ({> 2]
a a
S22
Ademas x7+a —=secO
a
Reemplazando

asec 9d9
/x2+a2 / a’sec?0 /d@ 79+C

= farctan( )—i—C
a

5.2 Ejercicios resueltos
2
X

Ejemplo 118 Determine / —dx
- V2 4+2x+2

Solucion

Como x> 42x+2 = (x+1)?+ 1, del triangulo

x+1
= tan6
1 (x+1)2+1
x+1 = tanf x+1
sec> 0dO = dx 0
1
(x+1)2+1

Ademas =secHO

1
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Reemplazando
/ x? / (tan O —
V(x+1)2+1 sece

= /(tan@ —1)?sec0d6

I = sec2 6)do

= /(tan295e00—2tan9sec9+se06)d9
= /(seCZG—1)sec€d9—2/tan65ec€d9+/se09d9
= /sec39d9—/se09d9—2/tanﬂseced9+/sec9d9

1
= E[secetan9+ln]sece+tan9|]—25609+C.

Volviendo a la variable x

1
IZE (\/x2+2x+2(x+ 1)—Hn‘\/x2+2x+2+x+ ID —2Vx?+2x+2+C.

3
= Ejemplo 119 Determine / Xt dx.

(x—1)V3+2x—22

Solucion

I— / x—|-3 dx:/ i x+3 I
(x—1)V3+2x— 2 (x—1)"y/22—(x—1)2

Del tridngulo

—1
x2 = senf >
x—1 = 2sen6 x—1
dx = 2cos0do 0
22— (x—1)?
22 _(xy—1)2
Ademads #:cose
Reemplazando
3
I = / 3 X dx
(x—1)"/22 — (x—1)?
(2sen6 +4)(2cos0)
-/ . a6
(2senB)” (2cos )
[ (sen6+2) 71/ / )
= [ ae =3 [escedor [esctodo

1
= 51n|csc@—cot9[ —cot0+C
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91

Volviendo a la variable x

1 2 34+ 2x —x2 34+ 2x —x2
=1 _\/+xx_\/+xx+c
2 |x—1 x—1 x—1
X2 —6x+5
s Ejemplo 120 Determine | —————=dx.
Vx2—6x+10

Solucion

I—/ x? —6x+5 dx—/ x?—6x+5 dx
Vx2—6x+10 V(x=3)2+1
Del tridngulo

x—3

1
x—3 = tan0

dx = sec’0do

= tan@

(x—3)*+1
Ademas ] =sec 0

Reemplazando

20—4
I = /mneseczedez/(secze—S)secedO
sec O

_ /sec-*ede—s/secede

L 05)

Integraremos por partes I :

u=secH dv =sec?6 d6
du=secOtan0 d6 y=tan0

1
I = E(secetan9+ln|se09+tan9\)

L =1In|secO +tanf|.
Luego,

I = I,—5h
1
= E(secetane—9ln\sece+tan9|).
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Volviendo a la variable inicial:

1 9
I==(x-3) \/x2—6x+10—§ln‘(x—3)+\/x2—6x+10‘+C.

2

V25— & +4
= Ejemplo 121 Determine / —f+dx.
e

Solucion

V25— ¥ +4 V25—
[YBE VS e

V25— e
= / ve—er dx—4e™*
ex
A /52 _ t2
Seat = e*, entonces dt = e*dx, luego se tiene I} = /Tdt,

ahora del tridngulo

t
R 0
5 sen
t = 5S5sen0 5
dt = 5co0s6d6 4
1
6 = arcsen<f> 0
5 52_ ;2
2_12
Ademds %:cose
Asi,
V52 —1¢2 Scos@
L = ———dt= | ———5c0s0dO
! / 12 25sen? 6 cos
= /cotzedez/(cscze—l) de
= —cotb6—-0+C
V25 —12

t
= —————— —arcsen <7) +C
t 5

Volviendo a la variable x

L =—

V25 —e2x e
———— —arcsen +C
e

De donde

V25 —e* 44 V25 — e e e
/e—xdx— g —arcsen | —d4e*+C

e)C
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(" —1)°

= Ejemplo 122 Determine /

Solucion

Del triangulo

e’

5l = secO

& = secO e

x)2
¢fdx = sec tan6 dO Vi(e) 1%
0 = arcsec(e") | 6
2X 1

Ademas ef =tan@
Luego,

/((exl‘l)Z - /(Seci;]le);tanede

B (sec29—2se09+1)
N / tan2 6

= /(cs029—200t90s09+cs029—1) do
= —2cot@+2csch—-0+C

do

Volviendo a la variable x

v 1)? 2 2e*
/(e)3 dx = ——= + 26 —arcsec(e*) +C.
(m) Ve —1 +ex—1
n
2
X +x
Ejemplo 123 Determine | ————=dx .
) VATt 2x+5
Solucion
7 / x> +x d x> +x d
= ———dx= | ————dx
VX2 +2x+5 V(x+1)2+22
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Del tridngulo

x+1

2
x+1 = 2tan6 x+1

dx = 2sec’0d6

= tan0

(x+1)2+422

Ademas =secH

Reemplazando,

x2+x

—_—dx
V(x+1)2+22

_ / (2tan6 — 1) (2tan0)

2
Seoco (2sec”6) d6

= /(4tan29—2tan9)seced0
= 4/(se029—l)secﬂdQ—Z/taneseCO do

= 4/sec39d9—4/se00 d9—2/tan95e06 do

1 1
=4 [2tan9 sec@—&-zln]tane—i-seceq —4In|sec O +tan 6| —2secO +C
= 2tan6 sec® —2In|tan O +secO| —2sec O +C

Volviendo a la variable x

V21 2x+5 1+vVA2 12615
I:(x—i- ) a;+ X+ ol x+1+ ;-i- x+5| f2 2t 54C.
| |
1
« Ejemplo 124 Determine / A 75 dx.
(8—2(x—1)2)
Solucion
1 1
I:/ Xt 3 dx:/ X+ dx
N\3/2 N\3/2
(8—2(x—1) ) 23/2(22—(x—1) )

Haciendo
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x—1

5 = senf )
x—1 = 2sen6 x—1
dx = 2cos0do 0
22_ -1 2
VO F=1)
Ademids ~————— =cos0
2 3/2
(22 —(x— 1)2) = (2 cos? 6)3/2 =8cos’ 6.
De donde
2sen +2 0+1
1= [ 2m0F2 5 es0d0 = — [ o
23/2(2cos 6)3 4y/2) cos?6
1 sen O
= 0) do
4ﬁ/<CO29+sec )
1 sen 0
= — do 0do
42 (/cosze +/Sec )
1 1
= — tan O .
42 (cos@+ a )+C
Volviendo a la variable x
1 1 2 -1
/ Xt dx = + a +C.

(8—2(x—1)2)3/2 42 V(=17 fa—(x—1)?

nex, /3 + 21+ex _ 22ex
5 dx
(2e—1)

= Ejemplo 125 Determine /

Solucion

Sea u = 2%, tenemos du = (eln2)2%dx

. /zWHz(zex) (2¢7)? /\sz
N (2ex—1)? " eln2

V22— u—l
N eln2/ du

u—l

u—1

Del tridngulo
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-1
u2 = senf
u—1 = 2senf )
du = 2cos0 db u—1
—1
6 = arcsen(u ) 6
2 22— (u—1)2
2 _ (1 _1\2
Ademas M—cose

I : 2/\/4 4sen’6 (2cos0) 46 — 1 400529019
eln

(2sen6)> eln2 ) 4sen?0
R —_— 2 [R—
- emz/anede_emz/che 1)d6
1

Volviendo a la variable x

1 1/3_+_21-i—ex_226x 2ex _ 1
B e ] —|—arcsen< ) +C.

I=—

5 2
s Ejemplo 126 Determine / Vit

\/i\/x—|-6\f+1
Solucién
Sea z = /x, tenemos dz:ﬁdx.
Reemplazando
2 2
I = / Syt / Sit (2zdz)
\/fc\/x—i—6\f+1 W2+ 62410
2
_ 2/ 5z+
V(z+3)?
a3 = tan6
1 (z+3)2+1
z+3 = tan0 7+3
dz = sec’0d6 0

(z+3)*+1
Ademas — 1 =secO
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Reemplazando

— 2
I = 2/5“'5‘“39%93)4r sec? 06 :2/(5tan9—13)se06d9
= 2[5secH —13In|tan O +secO|] +C.

Volviendo a la variable x

I=101/x+6yx+10—26In

\/fc+3+\/x+6\/§c+10‘+c

. . ( -1)
Ejemplo 127 Determine
= Flemp V1—xy2— x
Solucion
I / x(x—1) x(x—1) x(x—1)
m\/Z x V2 —3xt2 / 3 1
2
_3
x i Z — sech
2
3 1
—— = —=secH

2 2
1
dx = Esec@ tan6 dO

Ademas
_ 32 (12
(x 21> <2) =tan @
2
x(x—1)
I S S a—; |
VI—xv2—x g
1 3\ (1 3
1 3) (1 21
— /(ZSCC9+2)1(ZSGC9+2 )ltaneseCOdO
stan® 2

1
= Z/(se09+3)(sec9+1)sec9 de

1
= Z/[sec39+4secze+3sec(9] do
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Integrando cada sumando:

1
I = 1 [/sec39d9+4/se026 d9+3/se06d6]

11 1
= 4[zsecetan9+21n]se09+tan9]+4tan9+31nsec@—i—tan@\ +C

Volviendo a la variable x

1 7
I = 1 {(2x—3)\/1 —x\/2—x+§ln | 2x—342vV1—xvV2—x|+

+8\/ﬁ\/2fx} +C

dx
(2x+Inx)* -9

1
= Ejemplo 128 Determine / <2+ )
X

Solucion

1
Sea u = 2x+ Inx, entonces du = <2 + ) dx, luego

1:/(2+i)\/ﬁ /\/7

Del tridngulo

= secH
u
= 3secO ViuZ =32
du = 3secO tan0 dO 9
3

A/ 2_@2
Ademas VIO tan O

S Wi

Asi
7 _/ du _ 3secBOtan O 40 — 3secOtanO
ViZ =9 V9sec29 —9 3tan 6
Viu? -9
= /secG d6 =In|secO +tanO|+C =1In %ﬂt +C

Volviendo a la variable x

(2x+1Inx)? — 9+ 2x+Inx

I=1 C.
n ) +
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5.3 Ejercicios propuestos

1/<1+) : dx

(x+Inx)? +2

2. /ex 9 — 2% dx
(x—7)

5—4x—x?
Vx?—4x
/ —a dx

»

dx
s. |
(x—3)Vx2—6x+5
V4x*—9
6. [ Y5 ax
x

dx
L -~
cos?x (4 —tan®x)
.| ———=dx
/ Va? 1+x2
———dx
/x3 Vaxt =2

x—1

—_— dx
VX2 52x+5

1. /(3dx

o

10.

x2+5>
o [ S
Vx2—16
13, /tan(3x)+c0t(3x) Rpta.
sen(3x)
14 /#dx use x = senu Rpta. 21n | v |+C
) X(l —x) ’ ’ V1—x
1
15. /7@ Rpta. 5510 [2v2x + V7 + 82| +C
V7 + 8x? P | |
VAt N
16, [ Y120y Rpta. — xj+4+1n’ orh g
X
1 1+x +1
17. /761)6 Rpta. In| Y——|+C
x\/11+x2 P
18. /7dx Rpta. In|v4+x2+x|+C
Viiz pra. o] |
VaZ=9
19. a dx Rpta. v/x? —9 —arcsec (§) +C
X
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20. / 9); 2 dx Rpta. \/72 —arcsen (3) +C
21. /ﬁdx Rpta. —m—arcsen (%1) +C
22. /sz_lg)mdx Rpta. 9\/% +C
23. /x3\/3x7—2dx

Rpta 2(@;7)9 8(@)7 LAY 16(E)

24. 1+1ﬁdx Rpta. —In|1 —x|+2y/x+In g;”—FC
25. / (xz_xi)mdx Rpta. 3 ;3jx1 +C
26. i+z4/[;dx Rpta. —(¥/x)> +x+C
27. \/%dx Rpta. 23,3+ 1— 8V +14C

1
28. 1 +sen Qde
29. Wde
30. W .
31 | = Rpta. —4v/2— 23 - VX 4 ¢
32. /xzx_azdx Rpta. Vx> —a? —arcsec: +C
33. \/lx—ixdx Rpta. 2arcsecx — —ﬂ—i— C
34. m Rpta. ln|x+\/l+7xz|—@+C
35. mdx Rpta. —%ﬂ—@+C
36. /x\/)%dx Rpta. Six > 0, arccos% +C; x <0, arccos(—%) +C
37. @dx Rpta. In o + +l +Va2+1+C
38. / xz\/ﬁdx Rpta. —4 ¥4 4 ¢
39. / 1 —x%dx Rpta. 4 arcsenx+ %xm—k C
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3x+1
0 / Rpta. $v/52% + 1+ = In|V5x+V52 +1]+C
@ P | 1|
X+
41. Rpta. vVx2 —4+31In|x+vVx2—4|+C
\/T p | !
2x—5 X
42. mdx Rpta. 1n|3x% —2|— ln’f+\[’+c
1
43. / ———dx Rpta. L arctan [ —Y2 >
P+ V-2 pta. > ( 2
2x
e X
44. d Rpta, — €5 ¢
/ €2x_2€x+5)3 ! pta 4\/m+
sec? x
45 Rpta. arcsen(*3%) +C
\/W p (%3%)
1 4tan(%)71>
46. /2senx—|—3005x 5 Rpta. \@arCtan< ro— +C
Y | T senx 1 cosx™ Rt.l‘tan%x c
/1+Senxl+cosx o pta. In | ar [+
48. d Rpta. arctan(1 +t C
cosx+2?enx—|—3 x pta. arctan(1 +tan3 )-|-
49. d Rpta. 2arctan(2 +t C
2senx+2cosx+3 o pta. 2arctan(2 +tan3) +
50. Y ax
x*—1
51. /ln2(x+ 1+x2)dx
52. m dx sugerencia: t = senx — cosx
e
53. /761)(
NCEwr
1 14+ x2
sa. | @+ Vi)
(1+X2)3/2
1
55. /x3+1dx
56. /ﬂdx

57./\/de
3—x
d

| e
/\/);712dx
[ wvam

sugerencia x —5 = sen?t

59.

60. dx
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61.

\[\/1+
62. /
2sen2x+3cos2

63. dx
[

dx




Funcién racional
Descomposicion en fracciones parcia-

les

Ejercicios resueltos
Funciones racionales de senos y cose-

" NOS

j Ejercicios resueltos

3 Ejercicios propuestos

Funcion racional

Una funcién racional o cociente de polinomios es una funcién que tiene la

P, (x)
Qm ()C )

en el conjunto de los ndimeros reales de grado n y m respectivamente.

siguiente forma donde P,(x) y Om(x) son polinomios con coeficientes

= Sin < m la funcién racional es propia.
= Sin > m la funcién racional es impropia.

= Ejemplo 129 Dadas las funciones racionales

3 2
x’—4dx+1 x“+4dx+5
F(x)_x2—|—2x—3’ G(x)_x7+4x3—8

= F(x) es una funcién racional impropia.
= G(x) es una funcion racional propia.

P
Si Qn ((x)) es una funcién racional impropia, se debe realizar una divisién de
m(X
polinomios y expresar:
Pfl(x) — S()C) R"(x)
Om (x) Om ()C)
R,(x)

donde s(x) es un polinomio y es una funcién racional propia.

Om (%)
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Descomposicion en fracciones parciales

La integracion de funciones racionales requiere una descomposicion en
fracciones simples, llamadas fracciones parciales.
Para ilustar el método, observe el procedimiento al operar las siguientes frac-
ciones

2 I 2(x+1)+x-3
=3 kvl T (x—3)(x+1)
_ 3x—1
o (x=3)(x+1)

Abhora, si se invierte el procedimiento, verd como integrar la funcién del lado
derecho de esta ecuacion

/@_3;@11)‘1" = /'Lfs*xll}dx

= 2In|x—3|+Injx+1]+C

En el ejemplo anterior podemos notar que el denominador esta factorizado, lo
cual nos invita a ver los siguientes cuatro casos:

Caso . Factores lineales no repetidos

Si el denominador Q,,(x) tiene factores lineales distintos y ninguno se

repite.

Es decir, si

entonces
P, (x) A As Ag
Om(x) aix+by  axx+by aix + by

4_4 3 2 4 7
= Ejemplo 130 Determine / al x2+x REaRale
xc—x—2
Solucion

Como el integrando es una funcién racional impropia, primero dividiremos y
luego factorizaremos el denominador

a3 AT, —2x+7 —2x+7
=x" -3t 55— =X -3+ —.
xr—x—2 (x+1)(x—2)

xX2—x-=2
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Expresamos la funcién racional propia como suma de fracciones parciales

—2x+7 A B

(x+1)(x—2) x+1+x—2

Determinamos los valores de A y B

—2x+7 = A(x—2)+B(x+1)
—2x+7 = (A+B)x—2A+B

Igualando los coeficientes :{ A+B=-2 A=-3
—2A+B=1 obtenemos B=1
Asi
x4—4x3—|—x2+4x+7_ 24 -3 1
x2—x—2 - x+x+1+x—2'
Integramos

x4 a2+ A+ T
1 = / dx
xX2—x—2
-3 1
2
= -3+ —4+——=\d
/{x x—l—x_H ) X
32

= §—7—31n|x+1 |+In|x—2]4C

6.2.2 Caso ll. Factores lineales repetidos

Si el denominador Q,,(x) tiene factores lineales y algunos de ellos se
repiten.
Es decir, si el factor lineal (a1x+ by) se repite k veces.

entonces

BO _ A A A
Om(x) aix+by  (ajx+by)? (a1x+by)k

3x2 —Tx+6
« Ejlemplo 131 Determine / IO gy
x*(x—2)

Solucion



6.2.3

106 Capitulo 6. Integracién de funciones racionales

El integrando es una funcién racional propia y el denominador esta factorizado
por ello la descomponemos en una suma de fracciones parciales.

3x*—7x+6 A B _C
»(x—-2)  x x x-2
Determinamos los valores de A, By C

3x2 —Tx+6 = Ax(x—2)+B(x—2)+Cx*
(A+C)x*+ (B—2A)x—2B

A+C=3 Cc=1
Igualando los coeficientes :{ B—2A = -7 obtenemos A =2
—2B=6 B=-3
Asi
3x*—7x+6 2.3, 1
2(x-2) x x> x-2
Integramos

/‘3x2—7x+6dx B / 2,3, ],
x2(x—2) N x xr x-2

3
2In|x|+=+In|x-2[+C
x

Caso lll. Factores cuadraticos no factorizables y no repetidos

Si el denominador Q,,(x) tiene factores cuadraticos no factorizables distin-
tos y ninguno se repite.

Es decir, si
Om(x) = (ax* +bx+c)---
entonces
Pu(x) Ax+B
Om(x) ax>+bx+c
. . 2x
n Ejemplo 132 Determine / mdx
Solucion

El integrando es una funcién racional propia; factorizamos el denominador

P12 = x4+ D)4 x+1)
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descomponemos en fracciones parciales

2x Ax+B Cx+D

(2—x+1)(2+x+1) x2—x+1 x2+x+1
de donde

2x = (Ax+B)(>+x+1)+(Cx+D)(¥* —x+1)
2 = (A+C)X*+(A+B—C+D)x*+(A+B+C—D)x+B+D

A4+C=0 Cc=0
Igualando los coeficientes : A+B-C+D=0 obtenemos A =0
| A+B+C-D=2 B=1

B+D=0 D=-1

Integrando

7 / 2x J / 1 1 J
= —_—— ax = — X
(2 41)2 —x2 x—x+1 x?+x+1

= ! 2dx+/ ! 5 dx
(k=37 + (%) (+3)+ ()
1 x—1/2

- maretan( 7 > + ( \f;/z) arctan <x\+@1/2 2) +C

= iarctan (Zx—l) + iarctan <2x—|—1> +C
V3 V3 V3 V3 '

6.2.4 Caso V. Factores cuadrdticos no factorizables y repetidos

Si el denominador Q,,(x) tiene factores cuadréticos no factorizables repeti-

dos.
Es decir, si
Om(x) =+ (ax® +bx+c)- -
entonces
P (x) _ Aix+ B Axx+ By Apx+ By
Om(x) ax®+bx+c  (ax>+bx+c)? (ax? +bx+c)k
2x* +3x% 4+ 3x2 + 3x + 2
= Ejemplo 133 Determine/ AN S S dx
x(x?2+1)2

Solucion
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El integrando es una funcién racional propia, el denominador esta factorizado,
podemos descomponerlo en fracciones parciales.

2x4+3x3+3x2+3x+2_A Bx+C Dx+E

x(x?+1)? S x o X241 +(x2+1)2

Determinamos los valores de A, B,C,Dy E

24430 4 30% +3x4+2 = AP+ 12+ (Bx+O)x(x* +1) + (Dx+ E)x
(A+B)x* +Cx* + (2A+B+D)x* 4 (C+E)x

A+B=2 B=0
CcC=3 obtenemos D=-1
Igualando los coeficientes :{ 2A+B+D =3

C+E=3 E=0
A=2
Integramos
2x* + 33 + 3%+ 3x 42 2.3 —x
/ = /*—F + dx
x(x2+1)2 x xX+1 0 (2+1)?

1
= 2In|x|+ 3arctanx+ D) +C

Ejercicios resueltos
dx
(x+1) (x> —=2x+5)

= Ejemplo 134 Determine /

Solucion

El integrando es una funcién racional propia, el denominador estd factorizado,
podemos descomponerlo en fracciones parciales

1 A Bx+C
(x+1)(x2—2x+5) x+1+x2+2x+5
1 = A(X+2x+5)+(Bx+C)(x+1)
1 = (A+B)x>*+(2A+B+C)x+5A+C

igualando los coeficientes:
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A+B=0 A=1
2A+B+C=0 , seobtiene B=—1, .

SA+C=1 C=—
Integramos

=

/ dx /‘ 1 x+1 J
= - X
(x+1) (x> +2x+5) 4(x+1) 4(x2+2x+5)
1 1
= Zln|x—|—1|—§ln’x2—|—2x—|—5‘+c.

=33 +8x—4
x
X3 —5x24+9x—5

= Ejemplo 135 Determine /

Solucion

El integrando es una funcién racional impropia, por ello primero dividiremos

4 3 2
)c3 —3x2+8x—4 —xt24 X —25x—|—6
x> —=5x*4+9x -5 x> —=5x*+9x—35
Factorizamos el denominador y descomponemos a la funcién racional propia
en fracciones parciales
x> —5x+6 x> —5x+6 A Bx+C
P52 +9x—5 (x—1)(x2—4x+5) x—1 +x2—4x+5
X =5x+6=A(x*—4x+5)+ (Bx+C) (x— 1)

X —5x+6=(A+B)x*+(C—B—4A)x+5A—C

Igualando los coeficientes:

A+B=1 A=1
C—B—4A=-5 obtenemos B=0 .
5SA—C=6 C=-1
Integramos

x3—5x249x—5 o x3—=5x24+9x—5

1 -1
2
/M”/}“ﬁ/hqfﬁ_%+JW
/xdx+/2dx—|—/ dx —/ dxz
x—=1 ) (x=2)"+1

2
= %+2x+ln\x—1]—arctan(x—2)+C.

4 2.3 4 2
/x 3x° + 8x dr = /[x+2—|— x*—5x+6 ]dx
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23 —4x2 —5x+3
(x—2)(2+3)

s Ejemplo 136 Determine /

Solucion

El integrando es una funcién racional propia, el denominador esta factorizado
y podemos descomponerlo en fracciones parciales

23 —4x2 —5x+3 A B Cx+D
x—22(2+3) x—2 (=2 P43
= A(x—2)(x*+3)+B(x*+3) + (Cx+ D) (x —2)*
26 —4x* —5x4+3 = (A+C)x*+ (—24+B—4C+D)x* +
(3A44C — 4D)x — 6A + 3B+ 4D.

A4+C=2 A=
Igualando coeficientes 2A+B—-4C+D=-4 obtenemos B=-1 .
3A+4C—4D = -5 C=
-6A+3B+4D =3 D=3
Integrando

342
1:/2x 4)62 5x—|—3dx:/< 1 1 +x+3)dx
(x—2) (x2—|—3) x—2 (x—2)2 x2+3
= 1n|x—2y+—+ 1n\x +3}+3/

1 3 X
= Inlx— 2—1——+ lnx +3|+——arctan| — | +C
o2l g | V3 <x/§>
33+ 8x2+ 11x

s Ejemplo 137 Determine /—2 x
(x2+3) (x+2)

Solucion

El integrando es una funcién racional propia, el denominador esta factorizado
y podemos descomponerlo en fracciones parciales

3x° 4+ 8x2+ 11x A B Cx+D

= + +
(2+3)(x+2)> *¥+2  (x+2)> 3

3487+ 11y = A(x+2) (2 +3) +B(x*+3) + (Cx+D) (x+2)°
33487 +1lx = (A+C)xX° +(2A+B+4C+D)x> + (4D +3A+4C)x +
+6A+3B+4D
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—_
—_
—_

A+C=3
2A+B+4C+D =28 obtenemos

3A+4D+4C =11

6A+3B+4D=0

I
—_

I
=R

Igualando los coeficientes

SAw >
[

Integrando
S p8x? 411 1 -2 2
/3x—|—8x—|—);dx:/ n 2+2x
(x2+3)(x+2) x+2 (x42)° x*+3
_ / dx _ 2dx +/ 2xdx
) x+2 (x+2)? x2+3

2
= Infx+2|+——=+In(x*+3) +C.
x+2

dx

2% 247 —dx +2
X
(x2+1) (k2 —2x+1)

= Ejemplo 138 Determine /

Solucion

El integrando es una funcién racional propia, factorizaremos el denominador y
lo descomponemos en fracciones parciales

2042 —4x+2 20 +2xF —4x+2
(24 1) (x> = 2x+ 1) (24+1) (x—1)
A B Cx+D

x_1+(x_1)2+ x2+1
23428 —dx 42 = AP H1) (x—1)+B (P +1) +(Cx+D) (x— 1)

Dando valores a x

six=1 2=2B B=1 donde A=2
six=0 2=-A+4+14+D A-D=-1 B=1
six=—1 6=—4A+2-4C+4D A+C-D=-1 C=0
six=2 18=5A+5+2C+D 5A+2C+D=13 D=3
Integramos

23+ 2x% —4x+42 2 1 3
/ dx = / + +
(24+1)(x2—2x+1) x—=1 (x—1?% x*+1
_ /2dx +/ dx +/ 3dx
) x—=1 (x—1)? x2 41

1
= 2Injx—1| —7l+3arctanx+C.
x_
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4 2
3x* —x+2
= Ejemplo 139 Determine / ;——Fx;——kéi_ét dx.

Solucion

El integrando es una funcién racional impropia, por ello dividiremos y fac-
torizaremos el denominador antes de hacer la descomposicion en fracciones
parciales :

x4 382 —x 42 41 x—6
R M VT IO S
X —x?+4x—4 (x2+4)(x—1)
x—6 B Ax+B+ c
(x+4)(x—1 x+4  x—1

)
x—6 = (Ax+B)(x—1)+C(¥*+4)
x—6 (A+C)x*+ (B—A)x+4C—B

A+C=0 A=1
Igualando los coeficientes: ¢ B—A =1 obtenemos B=2
4AC—B=—-6 C=-1
4 2 _
;- /x +3x x+2dx
(x—1)(x2+4)
x+2 1
/[)hL x2+4+x—1] *
x+2 dx
= d dx— | ——d
Jrer fee [ GG [
/d+/d /xdx 2dx+ dx
= [ xdx x— -
x2+4 x> +4 x—1
1 1
= fx2+x—fln(x2+4)—arctan(§>+ln|x—l\+C.
2 2 2
| |
2x —x+8
Ejemplo 140 Determi dx.
" Heme eermme/(x—l)(4x2—8x+l3) *
Solucién

El integrando es una funcién racional propia, el denominador esta factori-
zado pues 4x> — 8x + 13 = 0 es un factor cuadritico irreducible, podemos
descomponerlo en fracciones parciales.

2x% —x+8 A n Bx+C
(x—1)(4x2—8x+13)  x—1 4x2—8x+13

20 —x+8 = A4 —8x+13) + (Bx+C)(x—1).
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Dando valores a x

Six=1 = 9=094 =A=1
Six=0 = 8=13-C =C=5.
Six=—-1 = 11=254+(5-B)(-2) =B=-2.
Integramos

;- / 2x°—x+8 dx
(x—1) (4x> —8x+13)
_ /( 1 B 2x—5 >dx
x—1 4x2—8x+13
B 2x—5
- / /4x2 8137

- ln‘x_”_/ W —gxri3

8x—38
= Infx—1 .. S I (S SE—
npr=1] = 4/4x2 gxt+ 13 2/(2x_2)2_|_32 x

1 1 2x—2
= Infx— ll—Zln‘4x2—8x+l3‘ — 5 arctan <x3> +C.

6x2

[ Ejemplo 141 Determine /MM dx

Solucion

Sea x> = u, entonces 3x2dx = du, luego,

/ 6 4 / 2du
e _——dx = -
(x0+1)(x3+1) (u?+1)(u+1)
El integrando es una funcién racional propia cuyo denominador esté factoriza-
do por lo cual podemos descomponer en fracciones parciales
2 A n Bu+C
(2 +1)(u+1) u+1  u?+1
2 = A@W+1)+Bu+C)(u+1)
2 = (A+B)u* +(C+B)u+(A+C)
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A+B=0 A=1
Igualando los coeficientes ¢ B+C =0 obtenemos B = —1
A+C=2 Cc=1

Integrando
2du 1 u—1
[y = [ ey |
(> +1)(u+1) u+1l w?+1

1 u 1
- du — d d
/u—I—l " /u2+1 ”+/u2+1 “

1
= 1n|u+1|—§1n|u2+1‘ +arctanu +C.

ln‘x3+ 1! —%ln ‘x6+1‘ +arctan(x3) +C.

Nota: En el ejemplo anterior y siempre que se pueda se recomienda
introducir un cambio de variable para que la integral se vea mas simple y
nuestros calculos sean mucho més sencillos.

Funciones racionales de senos y cosenos

Se quiere determinar / R(senx , cosx)dx, donde R es una funcién racional

de senx y cosx, es decir:

P(senx,cosx)
R(Senx, COS.X') = W’
’

donde Py Q son funciones polinomiales que dependen de senx y cosx.
Por ejemplo:

Si

Cosx — senx
R(senx,cosx) = B F—
Cosx

entonces P(senx,cosx) =cosx—senx y Q(senx,cosx) =3+ cosx.

Caso 1:

Si R la funcioén racional de senx y cosx, satisface:
R(senx,cosx) = R(—senx, —cosx)

Usamos la sustitucion
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De donde:

X = arctant
dt 2
_ 241
=y t
! X
= Ssénx
ViZ+1 1
1
= COSXx
2+1
2
« Ejemplo 142 Determine / sen(2)
cos“x —2

Solucion

sen(2x)  2senxcosx p
= se tiene

Como R(senx,cosx) = =
( ’ ) cos2x—2  cos?x—2

2 (—senx) (—cosx)
(—cosx)*—2

= R(senx,cosx).

R(—senx,—cosx) =

Aplicamos el caso 1, sea t = tanx

_t 1
sen(2x) Vi /142 dt
———dx = 2
cosZx—2 ) 214—t2
<\/1+t2> a

1

dt t

— o[ :2/ d
/1+1z2_21+t2 (1—212-2)(1+1?%)

B / 2t dr
B (2:24+1) (14+12)
Descomponiendo en fracciones parciales:

2t _ AifB_ Ci+D
Q2+1)(1+22) 2241 1412
2t = (At+B)(1+1*)+(Ct+D) (22 +1).

2 = (A+20) +(B4+2D)* + (A+C)t+B+D

A+2C=0 A=4

Igualando los coeficientes B+2D=0 obtenemos €=-2
A+C=2 B=0
B+D=0 D=0
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Integrando

e = (G~ o )
Q2+1)(1+2) 2241 1+¢2
—In(2*+1) +In (> +1)+C

= —In (2tan2x+ 1) +In (tan2x+ 1)+C.

Si no se puede aplicar el caso 1, se puede aplicar:

Caso 2: Caso general

Si R la funcién racional de senx y cosx, se aplica la sustitucién

= tan ()
- 2

De donde:
Xx = 2arctant
2dt
dx = ——
* 1412
X X X 241
2sen <§) cos (5) = sen (2 (5)) t +
2t 5
——— = senx
?+1 1
cos? (3) —sen’(3) = es(2(3))
1=r & cos
= X
1+12
-2
= Ejemplo 143 Determine / SenXT 2COSX iy
cosx —senx—+ 1
Solucion
senx —2cosx )
Como R(senx ;cosx) = ————————— se tiene que
cosx—senx—+ 1
—senx —2(—cosx) —senx—+2cosx
R(—senx;—cosx) = =
—cosx—(—senx)+1 —cosx+senx+1

# R(senx ;cosx)
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Aplicando el caso 2, tenemos

2o 1—12
7 / senx —2cosx d 1+12 1442 2
= —_—ax =
cosx—senx+ 1 1=2 2 1+1¢2
1+2 1412 +1

P4r—1 P +1—1
= 2| +——F——dt=-2 | ——————dt
/t3—t2+t—1 /(t—l)(t2+1)
Descomponiendo en fracciones parciales
1 t+3
I = — dt
/(t—1+t2+1>

1
= —Eln (t2—|—

1 3
= —Eln <tan2 <§) —1—1) —Ex—ln‘tan( >—1‘ +C.

1) —3arctant —In|t — 1| +C.

6.5 Ejercicios resueltos

. . sen(2x

= Ejemplo 144 Determine / (2%) 3 dx
SENnX COSX — COSX — COS“ X
Solucion
Simplificando:
sen(2x 28enxcosx
1 = / (22) 5 dx = / 5 dx
SENX COSX — COSX — COS* X SENX COSX — COSX — COS* X

senx
= 2/ dx
senx — 1 —cosx

senx _
Como R(senx,cosx) = , se tiene
senx —1 —cosx

—senx

R(—senx,—cosx) = —senx — 1 — (—cosx)
senx

senx + 1 —cosx
# R(senx,cosx).

Aplicamos el caso 2, tenemos:

senx — 1 —cosx 2y _1=2 1442

2
) / senx dr—2 112 2dt
1412 1412

/2t—t2—1—1+t21+t2_/t—11+t2'
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Descomponiendo en fracciones parciales:

4¢ A +Bt—|—C_A (14+2)+ (Bt +C) (t—1)
(t—1)(1+22) =1 1422 (t—1)(1+12)
4t = (A+B)*+(—B+C)t+A—-C,

A+B=0 A=2
Igualando coeficientes ¢ —B+C =4 obtenemos B = -2
A-C=0 Cc=2

4 dt 2 —2t+2
I = | ———= —+——— | dt
/t—11+t2 /<t1Jr 1+t2>
= 21n|t—1]—1n’1+t2‘+2arctant+C
2ln‘tan< >—1‘—ln‘l—|—tan (2>‘+x+C.

sen (3x)

Ejemplo 145 Determi —_—
= Ejemp etermine 5+ 4sen (3%) X

Solucion

Sea t = 3x, tenemos dt = 3dx, reemplazando

1 sen ()
~3) 5+4sen(r)

Usando el caso 2, tenemos

! 1 sen () ZZ 2 4
I A P z
3) S5+4sen(t 3 22 \z2+1

() 5+4<2 Jil)

4z
= d
3) @+1)(8z+52+5) °
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Descomponiendo en fracciones parciales

1/2 5/2
1 = d
3/( (22+1) (52 —|—82+5)> ¢

= farctanz—f/ 3 dz
2+ 3+ ( —(%) +1
1 4/5
= garctanz—ggarctan <Z:/5/ >+C.
= larctan léarctan Satd +C
6 ‘763 3 '

1 5
= g arctan (tan (¢/2)) — 8 arctan (

X 5 ) 5t 3x +4 LC
= - — —arctan | =tan | — = :
4 qg M\ 3R 5 ) T3

2+tan (x/2) +cot(x/2) P

5tan (t3/2) +4> ‘e

= Ejemplo 146 Determine /

1+cosx
Solucion
Como sen’x = # y cos’x= %, entonces
_ 14-cosx _ 1—cosx
tan (x/2) = Teosx Y cot(x/2) = rooss”
2 +tan (x/2) +cot(x/2) 2+\/‘f°°”+‘/‘*°°”
Luego para R(senx,cosx) = (x/2) /2) oo VO ge
’ 14 cosx 14cosx
tiene
1—cosx 14-cosx
2 + \/1+cosx + \/lfcosx
R(—senx,—cosx) =
1 —cosx

# R(senx,cosx).

Usando el caso 2, tenemos

24t+1/t 2dt 24t+1/t 2dt
I = / ++2/ 2:/ +2+/ 2:/(2+t+1/t)dt
]_|_i;7§2 141 —=5 1+t

1+t

2 2 (x
t X tan (7) X
t+2—|-n|t|—|—C tan {5 ) +——*"+Injtan{ +C

cosxsenx

= Ejemplo 147 Determine
J 1—cosx

Solucion
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Usando el caso 2, tenemos

2
/ cosxsenxd / }+§2 littz 2dt 212 -2 dr
= —_— x — —
1 —cosx 1— }+f2 1412 P+208+¢
12

22 -2
-z,
t(t2+1)
Descomponemos en fracciones parciales
22 -2 A Bit+C Di+E
T R Y 2
t(12+1) roort+l o (2240)
—2242 = A(P+1) +1(B+C) (2+1)+ (Dt +E)t
—2°42 = (A+B)t*+CrP+(2A+D+B)* + (C+E)t+A

A+B=0 A=2
c=0 B=-2

Dedonde 2A+B+D=—-2 obtenemos: C=0
C+E=0 D=-4

A=2 E=0

2 2t 4¢
t t+1 (t2+1)

- / /2+1 /(;zj:l) a

= 2Inft|—In|+ 1]+ 22 +C

> +1

2
_ x| 2 (2 — T
= 2nftan (3)| ~tnfr® (3) + 1]+ oy +C
| |
= Ejemplo 148 Determine / ( — 1+2tanX>
1+cosx+senx cos?x+1

Solucion

La integral se puede escribir como sigue:

COSX 1+ tanx
o[ g [ L,
1—|—cosx~|—senx cos?x+1

143
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a) Para /| usamos el caso 2, tenemos:

2
I cosx dx / 7{ +§z 2dt
1 = _— =
1 1-12 2t 1 4-¢2
+cosx +senx I+ 5+ +

B / 1—12 1—¢2 dt
- 1+t2+1—t2+2t1+t2 1+t'1+t2

l—t
AT /1+z2 1+t2
= arctant—iln(l ) +C= i_iln(l + tan (;))—i—c

x 1
- Z_21 2( )
=375 n(sec 5 )+Cy.

a) Para I, usamos el caso 1, tenemos:

I / 1+tanx d 1+t /t—i—l
= —_— ax =
2 coszx+ 1 +11—i—t2 242

t ) 1 t
= — dt 7612‘:*1 t“+2)+ —=arct —
[72 +/ﬂ+(ﬁ)2 2" Hﬁma”(ﬁ)m

1 1 tanx
— —In(tan®x+2) + — arctan () +C;.
(tan’x+2) o) e

> V2
Finalmente
1 1 1 t
I=hL+bL= g - 5ln(sec2 <§>)+ 5 In(tan’ x+2) —i—\ﬁarctan ( ?};) +C.

| |
senx -+ Ccosx

Ejemplo 149 Determi /—
= Elemp clermine (cosx+2)cosx *

Solucion
En este caso, usamos el caso 2, tenemos:

_42
_/ senx+cosx _/ %‘i‘}ﬁz 2dt _2/ (P —2t—1)dt

(cosx+2)cosx 1-2 5\ 1=2 1412 ") (1243)(2—1)
et

1+12
Descomponemos en fracciones parciales

—2t—1 At+B C D

(2+3)(t+1)(—1) 243 LT
(At+B) (1) +C (2 +3) t—1)+D(*+3) (t+1)

(P2+3)t+1)(t—1)
£?=2t—1 = (At+B) (P —1)+C(*+3) (t—1)+D(+3) (t+1).
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Dando valores a ¢

Sit=1 = —-2=D(2)(4) =D=—-1/4.
Sit=—1 = 2=C(-2)(4) =C=-1/4.
Sit=0 = —1=B(-1)—;(-1)3)—1(1)(3) =B=1.

)

()() %(3)(7) =A=1/2.
(P—2t—1)

1= 2/ (12 +3) t2—1)

Descomponemos en fracciones parciales
1
st+1  —1/4 —1/4
I =2 2 dt
/<t2+3 + t+1 + t—l)

- / +2/ el
t2+3 2+3 t+1 z—1

t
= fln t“+3 —i——arctan —Inlt+1|— lnt—l +C
(+3) (ﬁ) 1] gl 1

k\'—'\_/

i
Sir=2 = —-1=(2A+1)(3)—
En la integral

2 \/§
1 2 t 1. jr+1

= —In(£? ——arct — | —=In|—
2n( +3)+\/§arcan<ﬂ) 2nt_1’+C

1 X 2 tan (%) 1 |tan(3)+1
= —In (tan2 (7> + 3) + ——arctan 2 ——In 2 +C
2 2 V3 V3 2 |tan(3) —1
n
. cosx+1
Ejemplo 150 Det d
" Elemp clermine / tan(x/2) + 2cot(x/2) ¥
Solucion
En este caso, usamos el caso 2, tenemos:
1+I2+1 2dt /(1—z2+1+z2 1 2dt /
t+1 1+12 N (l+t2) 1+2 1+t2

= 2In(1+%) +C=2In(1 +tan*(x/2)) +C
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6.6 Ejercicios propuestos

l—i-exfx

/sen(x)cos(x)

D

dx

1
> /(x—i—a)(x—i—b)dx

2 —5x+9
4. —d
/x2—5x+? x

9,1

o

/ 2x%2 +41x—91
(

-

/‘ 56342 d
| 5——=5——dx
x3 —15x2 +4x

N
oy

10 /x4—6x3+12x2+6
") B —6x24+12x—8

X2 —8x+7
11. | ———d
/( 23— 10)2 *

1
12, /x;r” dx
(x2+1)

2x—173
13.
/ 3x—|—2 dx

14.

;-;

15.

16. /
17. 741
/ —5x+6

18.
/2x2+x—1

452 +13x—9
19. —d
/x3—|—2x2+x o
/5x2+20x+6

B 4+2x24x o

20.

' /(x—l)(x+2)(x+3)dx

—)a—HE+3)

Rpta. In | ﬁw +C
Rpta. In|tanx|+C

Rpta. 7 In[*H¢[+C

Rpta. x+3In |33 +C

Rpta. 121n|7“3|+c

Rpta. 1n|(x DN 4) |+C

/2 (x—4)161/6
Rpta 5x+ln|;7;g/3|

Rpta. x+1 +n || +C

Rpta. 5 +¢ 1n|72x1 2)C+19|+C

Rpta. %—% = 2)2 +C

Rpta. 53310 3531+ 505 — st 1€
Rpta.x+ln|\/§7|+c

Rpta. m+c

Rpta. x—i—41n\xH larctanx+C

Rpta. 6ln] x+;+1]+3farctan (2’\%1> +C
Rpta. _7(;1)7 - 4();1)8 ~5ep tC

Rpta. In|x—3|—1In|x—2|+C

Rpta. 31n|2x— 1]—21n\x+1]+C

Rpta. In |~

=EIFNe

Rpta. In x’le

9
‘—xTﬁC
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4x* +2x— 1 . PR
X
/x32+5x2+8x+4 o pta. x+2+n}x+2|+
22 x+4
24. /)C,’7X+dx Rpta. In|x|+ 4 In[x? +4| —arctanx + C
X7 +4x
X 1 4x°—1
25 mdx Rpta 16 ln 4x2+1‘+c
2x3 —4x—8 2(244) .
26 /(xz_x)(‘xz—'_é'-)dx Rpta ln (xfl)z (i) +C
8x° +13x
27 /(_x2—|—2)2dx Rpta 41n |x +2| + X2+2) +C
2
x“+5 \[
28 /mdx Rpta arctan (\/E) 2( 2+2) +C
2% -5 | =2 |
29. mdx Rpta fln x+\[‘ + —= ln x+\[‘ +C
X /2
30 mdx Rpta ln ’ x2—1 ‘ + C
3x+5 +1
32. Rpta. x+1+ln|x+1|—lln|2x—|—3|+C

x4 —x2

dx

/ x> —3x—7
————dx
(2x—3)(x+1)2

1

33, /

Rpta. = ln} | +C

x+1



Introduccién

Cdlculo de dreas

La integral definida

Interpretacion geométrica de la integral
definida

® Primer teorema fundamental del cdicu-

._ lo (1TFC)

gl Segundo teorema fundamental del

cdiculo (2TFC)

Propiedades de la integral definida
Ejercicios resueltos

Ejercicios propuestos

Infroduccion
Notacién sigma

Se emplea para facilitar la representacion de la suma de muchos términos

iF(i):F(m)JrF(m+1)+F(m+2)+~~+F(n), m<n

i=m
donde

y:
i
m
n:
F(i)
n—(m—1)=n—m+1:

Propiedades:

n
1. Zc:cn./ ceR
i=1

=

Sigma mayuscula del alfabeto griego, que corresponde a S

: indice de la suma

: limite inferior de la suma

limite superior de la suma

: 1-ésimo término de la suma

nimero de términos de la suma

2. i{cF(i) :ciF(i), ceR

i=1
n

™

1 i=1

-

1

F()£G(i) = Y F(i

n

)i;G(i)

[F(i)—F(i—1)]=F(n)—F(0) (Primera Regla Telescépica)
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Férmulas
1 ! l,_n(n—l—l)
i=1 2
) Z":iz_n(n+1)(2n+1)
i=1 6 ,
! n(n+1)
3. Zﬁ:( )
i=1 2
n n
. 1
4. Za’:a(aa_l), a#®1,a>0

Il
_

20
= Elemplo 151 Calcule el valor de Y [3i(i* +2)]
i=1

Solucion

20 20 20 20
S = Y [Bii*+2)] =Y 3i+6i)] =3y P +6Y i
=1 i=1

i=1 i=1 i

_ ((20)(20+1)>2+6 (20)(20+ 1)

2 2
= 133560

Cdlculo de dreas

Hace mds de 2000 afios, los griegos intentaban resolver el problema de cal-

cular el drea mediante un procedimiento que llamaron Método de Exhaucion.
La descripcion maés clara de este método la hizo ARQUIMEDES.
Dada una region cuya area quiere determinarse, se inscribe en ella una regién
poligonal que se aproxime a la dada y cuya drea sea de facil cdlculo. Luego se
elige otra region poligonal que dé una aproximacién mejor y se continua el
proceso tomando poligonos con mayor nimero de lados cada vez, tendiendo a
llenar la regién dada.

/NN

El concepto de area comienza con una comprensién intuitiva de cubrir una
superficie con pequeios cuadrados, y se extiende a una definicién matemadtica
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general que abarca tanto formulas para figuras geométricas simples como
técnicas de integracion para dreas mds complejas. Esta progresion desde la
intuicién hasta la formalidad permite aplicar el concepto de drea en una amplia
variedad de contextos en matematicas, ciencias e ingenieria.

= Ejemplo 152 Dada la funcién f: [0,1] — R, donde f(x) = x?, se quiere
determinar el 4area de la regién R acotada por la grafica de la funcién f, ver
figura

Solucion

i) Consideremos la regién sombreada para 4 subintervalos

N~ -
[N}

Lp<Ay 0<A<I
Ly = Ai+Ar+A3+As

- (oo (3-3) () (-2)7 (5)+
oG

1 1.9 14

64 16 64 64

7
Ly = e (Suma Inferior)
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i) Ahora consideramos

AN I~
R I~

Uyp = Ai+Ar+A3+A4

- (G- G-
O ORIORT

1 1 9 1 30

T 6416 64 4 o4

15
Uy = %) (Suma Superior)
Es decir:

0,21875 <A < 0,46875

De manera similar se obtiene

Numero de
subintervalos n L( 1) U, (f)
10 | 0,28500 0,38500
50| 0,32340 0,34340
100 | 0,32835 0,33835
1000 | 0,3328335 | 0,3338335




7.2 Cdlculo de dreas 129

En esta tabla se observa que a medida que aumentamos el nimero de
subintervalos n las sumas inferiores crecen, mientras que las sumas
superiores decrecen. y de otro lado Ls) <A < Uy

iii) Ahora subdividimos el intervalo [0; 1] en n subintervalos

Rectangulos
de
aproximacion

s ||

—_
N———

[\e)

I
=
I | =
/\. g&

[\*]

| )
SN

+

—_
N———

L 28 1Y
= Z 3 n3Z’ _EZZ"FEZI
i=1 i=1 i=1 i=1

1 nn+1)2n+1) 2n(n+1)+n
on 6 nd 2 n3
_ (n+1)(2n+1) n+l+ 1
a 6n? n? n?
1

(

1

6 . n.

() Uy = le:i(;—l‘ f(
+
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1
Para calcular A, hacemos que n — +o0 y como lfrJIrl -=0,nez"
n—+4oon

, i 1 1] 1

0=

, I P 1\] _1 B

1 1
Entonces 3 <AL 3’ por lo tanto definimos el drea de la region R por — u~ =

~—

W = Q| =

[S]

7.3 Laintegral definida

Definicion 7.3.1 Sea f una funcién definida en el intervalo cerrado [a,b] y
sea A una particién de [a,b] dada por:

Aa=x) <X < <X << Xp_1 <Xp=b

donde Ax; es el ancho del i-ésimo subintervalo. Si ¢; es cualquier punto del
i-ésimo subintervalo entonces la suma

n
Y fledAxi , xio1 <ci<x
i=1

se denomina una Suma de Riemann de f para la particién A.

Cuando la norma de la particién tiende a cero entonces el nimero de
subintervalos en una particion tiende a infinito, esto es ||A|| — 0 implica
que n — +oo
Si el limite

n
lim Zf Cl i—ngIEme(ci)Axl
i=1

lAl|=0;=
existe para cualquier particién x; ,i =0,1,...,n y los puntos de muestra
¢i € [xi—1,xi],i=1,...,n se dice que f es Riemann integrable en [a,b] y se
denota

/ff( dX—ngglef ¢)Ax

en este caso el limite recibe el nombre de integral definida de f de a a b.
Se tienen los elementos

a : limite inferior de integracioén.

b : limite superior de integracion.

f(x) : funcién integrando
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Nota:

131

(*) El procedimiento de calcular una integral se denomina integracion.

b b
(%) / f(x)dx también se denota por / [, la variable de integracion es muda
a a

[ = [ swar= [ sonar= s

Teorema 7.3.1 — La continuidad implica integrabilidad. Si una funcién

f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es integrable en [a, b]
y

b n
9= e e

b—
dondeAx:—ayx,-:a+iAx.
n

3
= Ejemplo 153 Usando sumas de Riemann calcule / (x* — 2x)dx.
0

Solucion

| J00)=(x-1)-1

p

1. La funcidn f es integrable en [0, 3] porque es continua en [0, 3].
2. Definimos A, subdividiendo [0, 3] en n subintervalos del mismo ancho

bh_ _
Ax; = Ax = a_3-0_
n n n

3. x,:a+iAx:o+<3>i: 3i

n n
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4. Luego:

n

/03(x2 —2x)dx = HETWZf(xi)Ax

i=1

no 3\ 2 30\ | 3
— i —2(2)]2
B0 2(3)

e, 18y
= Mmoo L ‘221]

. [27n(n+1)2n+1) 18n(n+1)
= lim |— - —

n—>+°°_l’l3 6 n? 2

[ 1 1 1

— 1Ifm 9(1+) (2+)—9<1+>]

n—too | 2 n n n
= 22)—9=0
= 3 =

3
Por lo tanto / (x* = 2x)dx = 0.
0

Nota: Esta integral no puede interpretarse como un drea porque nuestra funcién
f toma tanto valores positivos como negativos; pero puede interpretarse como
la diferencia de areas A; — Aj, donde A es el drea que esta sobre el eje X y
Aj es el drea que estd debajo del eje X; en este caso en particular tenemos que
Al =A;.

Definicion 7.3.2 Una funcién f se llama seccionalmente continua sobre
[a,b], si f es continua en [a,b] excepto en un nimero finito de puntos en
[a,b] y si en cada punto de discontinuidad los limites por la izquierda y por
la derecha existen. En x = a solamente se requiere que exista el limite por
la derecha y en x = b por la izquierda.

Teorema 7.3.2 Si f es seccionalmente continua sobre [a, b], entonces f es
integrable sobre [a, b].

Interpretacion geomeétrica de la integral definida

Si f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a;b], entonces el
drea de la region R acotada por la grifica de f, el eje X y las rectas verticales
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b
x=ay x = b estadado por Area(R) = / f(x)dx.
a

Y
A f

e

Segundo teorema fundamental del cdlculo (2TFC)

Si una funcién f es continua en el intervalo [a,b] y F es cualquier antideri-
vada de f en [a,b], entonces

Demostracion. .

1. Sea A la siguiente particién de |a, b]

a=x0 <X < <X < <Xy 1 <X,=b

y con longitudAx:b_a
2.
F(b)=F(a) = F(x)—F(x)
= F(xy) —F(xy—1)+F(xn—1) — - —F(x1) + F(x1) — F(x0)

n
= Z[F(xi)—F(xl-_l)]......(oc)
i=1
3. Ahora F es continua (pues es diferenciable) y de acuerdo al TVM a F en
cada subintervalo [x;_1,x;], se sabe que existe un nimero ¢; entre x;_; y

x;, tal que
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Como F'(c;) = f(ci) y Ax; = x; — x;_1, entonces
F(xl-) F(xlfl) = f(C,')AX[

i [F(xi) —F(xi-1)] = if(ci)m
]56 (o)
F(b)—F(a) = ; fle)Ax

Tim_ {F(b)F(@] = lim Y sl

F(b)—F(a) = /abf(x)dx

Se puede emplear

[ e = @l =F0) - Fla)

Nota: No es necesario emplear la constante de integracién C, pues

b
= (F(b)+C) = (F(a)+C) = F(b) = F(a)

a

/a " P = F(x) +C

Teorema del valor medio para integrales

Si la funcién f es continua en el intervalo [a, b], entonces existe un nimero

[ reoae= sy

¢ € [a,b], tal que

flor

0l a c b

La demostracién puede ser vista en [1], pag. 189.
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= Ejemplo 154 Emplear el teorema del valor medio para integrales, verifique

que
1
Sﬁg/ ! dx <5
6 —4/x+5

Solucion

Del teorema tenemos que existe ¢ € [—4, 1] tal que

Comoce [—4,1];-4<c<1; 1<c+5<6; 1 <Vc+5<V6;
1> L Ve, 5 56
c+57 6 Ve+5 6

Primer teorema fundamental del cdlculo (1TFC)
Sea f una funcién continua en [a,b]. Si para cada x € [a, D], f es continua

X
en [a,x] y existe / f(t)dt. En consecuencia, definimos la funcién F por
a

F(x):/:f(t)dt . x€ab).

Teorema 7.5.1 — Primer Teorema Fundamental del Calculo (1TFC).
Sea f una funcién continua en [a,b]. Si la funcién F definida por

i) — / F(e)dt, x € ab],
a
entonces F es diferenciable en [a,b] y se cumple
P =2 [ f0d =
=il =

(Si x = a o b, entonces se entiende que F’(x) significa la derivada por la
derecha o por la izquierda de F.)
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| |
En términos generales, esta ecuacion dice que si primero integramos f y luego
derivamos el resultado, regresamos a la funcién original f.

Demostracion. .

X

1. Sea F(x) — / F(t)dt

2. Por deﬁniciérlll de derivada

F/(x) :1mP“+M**“%:mn1L[M?mw—lﬁwm]
_ liml[ /:fo(t)dm af(t)dt]

= lim L [/:erf(t)dt}

3. Por el Teorema del Valor Medio para integrales, (Ax > 0)
Se sabe que existe un ndimero ¢ € [x; x+ Ax] tal que

1
F'(x) = lim — —
(@) = lin [f(c)(x+Ax—)
= 1/
i, 1)
y como x < ¢ < x+ Ax y cuando Ax — 0 implica ¢ — x entonces

|
X
= Ejemplo 155 Calcule F'(x), para x € [3,4],si F(x) = / (£ +sent — 4)dt
3

Solucion

La funcién f es continua en [3,4], luego aplicando el 1TFC
X
Flx) = / (% + sent — 4)dt
3
F'(x) = x’+senx—4
= Ejemplo 156 Calcule F’(x), para x € [5,6], si
5
F(x)= / (sen(r® +3) —4\/2+12)dt
X

Solucion
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La funcién f es continua [3, 6], invertimos los limites de integracién, luego
aplicamos el 1TFC

F(x) = /xs(sen(t2+3)—4 2+12)dt
= —/5x(sen(t2+3)—4 2+12)dt
F'(x) = —(sen(x®+3)—4v2+x2)
.
» Ejemplo 157 Calcule F'(x), para x € [—4.—3], si F(x) = /’; (e21) dt
Solucién

Primero sacamos ¢>* del integrando pues no depende de la variable de integra-
cién

F(x) :ez"/ e'dt

—4

y derivamos como la derivada de un producto de funciones, teniendo en cuenta
que al derivar la integral la funcién f es continua [—4, —3], y por ello podemos
aplicar el 1TFC

X
F(x) = ezx/ edt

—4

d d ;o0 [F d [*
7F - X / l‘dt 2x7/ tdt
o (x) dx(e ) _46 +e o _4e
X
Fl(x) = 2e2x/ édr + e¥e*
—4

Consecuencias del primer teorema fundamental del cdiculo
= Si f es continua en R y g es diferenciable en R:

4 ( [ f(t)dt> — FleW]g(x), xeR

= Si f escontinua en R, gy A diferenciables en R:

jx( f Flod ) Flg(0)8' (x) = f[A()]H (x), xR

esta es la generalizacion del primer teorema fundamental del calculo.
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= Ejemplo 158 Sea f una funcién continua en R, halle F'(x),
3

§i Fx) = / C T

243

Solucion

Flx) = /2 " F)dr

x=+3
F'l(x) = f(&®—x)(—x) = f(*+3)(*+3)
F'(x) = f(x—x)(3x" —1)— f(x*+3)(2x)

Segundo teorema fundamental del cdiculo (2TFC)

Si una funcién f es continua en el intervalo [a,b] y F es cualquier antideri-
vada de f en [a,b], entonces

b
=F(b)—F(a)

a

[ reoax=F(

Demostracion. La prueba ya fue vista. |

3
= Ejemplo 159 Calcule / (x* +sen(x)) dx
2

Solucion

3
x3

3
/2 (x2+sen(x))dx = g—COS(x)Z
3 3
= (33)—cos(3)— <(23)—COS(2)>

19
= 3= cos(3) 4 cos(2)

X
« Ejlemplo 160 Calcule F(x), si F (x) — / e dr
2

Solucion
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en este caso no podemos sacar a la expresion que depende de x del integrando
por ello primero aplicamos el 2TFC y luego derivamos

X s
F(x) = /e?dt:xe?
2

2
= Xe—xex

2

2
2 2ex

F' = e—ex
(x) ee+x

Propiedades de la integral definida

b
Cuando se defini6 la integral definida / f(x)dx, de manera implicita se
a

supuso que a < b.

Pero la definicién como un limite de la suma de Riemann tiene sentido adn
—a

cuando a > b. Observe que si se invierte a y b, entonces Ax = —

/baf(x)dx: —/a.bf(x)dx
[ #dr=

Ahora presentamos algunas propiedades basicas de la integral definida que nos
ayudarén a la evaluacién de estas con mayor facilidad.

n
Por tanto, convenimos

Si a = b, convenimos

Sean f y g dos funciones integrables en [a,b], y k una constante arbitraria,
entonces

l/kdx—k(b a)

2. /kf a’x—k/
3/ x)tg(x dx—/f dx:t/

4/f dx—/f dx+/f()dx

partiendo de que f es integrable en [q, c] [c,b].

b
5. Si f(x) < g(x), Vx € [a,b] entonces/ f(x)dx g/ g(x)dx
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6. Si f es una funcién continua en [a, b] entonces

/f )| < /Wf|w

7. Si fes integrable en [a,b|, entonces para cualquier ¢ # 0, se tiene que:

a)/ dx—/:cf(:)dx

b/c

b)/fxdx:c /‘f(cx)dx

Cambio de variable para integrales definidas

Teorema 7.7.1 Dadas las siguientes hipétesis:
1. f(x) es continua en un intervalo J.
2. La funcién x = x(u) = g(u) tiene una derivada continua en un intervalo
E.
3. Rang(g) = g(E) = {x = g(u)/u e E} C J
4. a=x(a)=g(a), b=x(B)=¢g(B); a,BE€E, abel.
entonces
B
04

[/ o= [ s} e

Demostracion. Puede ser vista en [7] pag. 168 [ |

dx

8 1
Ejemplo 161 Evahie/
" Flemp 3 Vx+1
Solucion

El integrando f(x) =

es continua en |3, 8].

. S ~
—+

Sea x+ 1 = u?, es decir x = x(u) = u®> — 1, entonces x(u) tiene una derivada
x'(u) = 2u continua en R y su rango es [0, +o0); como
a=3=x(2)=(2)?>—1, implica & = 2;

b=8=x(3)=(3)>—1, implica § =3

La eleccién para el dominio de la variable u debe ser tal que

x:uz—l%u:\/x—i-l 0 u=—vx+1

Primer caso: Si u = x+1>0+« x=u?—1; x € [3,8], cambiando los
limites de integracion, si x = 3, tenemos # = 2 y cuando x = 8, tenemos u = 3

30 39
1—/ ”du—/ Hau 2/ du=2u
2 |ul

:2(3-2):2
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Segundo caso: Siu = —/x+1 <0 x=u®>—1; x € [3,8], cambiando los

Iimites de integracidn, si x = 3, tenemos u = —2 y cuando x = 8, tenemos
u=-3
—32u =3 2u -3 -3
1:/ —du:/ 2 = 7/ ddu=—2u| =—2[(—3)—(=2)]=2
—2 |ul 2 —u -2 -2

Vemos que en cualquiera de los casos el resultado es el mismo. "

Integrales de funciones simétricas

Suponga que f es una funcién continua en [—a, a]
1. Si f es una funcién par, es decir f(—x) = f(x), entonces

a a
fx)dx = 2/ f(x)dx
—a 0
2. Si f es una funcién impar, es decir f(—x) = —f(x), entonces
a
fx)dx=0
—a

3

= Elemplo 162 Evaliie / [x* —xcosx+2] dx
-3

Solucion

Sea

f(x) = x* —xcosx+2*

la separamos en tres funciones
() = filx) = fa(x) + f3(x)

donde fi(x)=x%, fo(x) =xcosx y f3(x)=2%
analizando cada funcién
= fi(—x) = (—x)? = x> = f1(x), luego fi(x) es una funcién par.
= fo(—x) = (—x)cos(—x) = —xcosx = — fo(x), luego f>(x) es una funcién
impar.
= f3(—x) =27 # f3(x), luego f3(x) no es una funcién par ni impar
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Luego:
3 3
[ redx = [ 1700 =f00+H]ds
3 3 3
= /—3f] (x)dx—/73f2(x)dx+/73f3(x)dx

3 3
= 2/ xzdx—0+/ 2%dx
0 -3

3 2x3

+ -
o In2|_4
8 1

In2  8In2

x3

3

= 18+

Integracion por partes para integrales definidas
Si f 'y g son funciones con derivadas continuas en el intervalo [a,b]. Enton-

ces
b b b
| 1@ @dx= g0 ~ [ a0 (x)ax
a a a
= Ejemplo 163 Evalie / ? xcosxdx
0
Solucion
Sea
U==x dv = cosx dx
du =dx Vv =senx
7 n 7 x x
/ xcosxdx = xsenx|; —/ senxdx = xsenx|; + cosx|;
0 0
= gsen (g) —0sen0+ [cos (g) — COSO}
T T
= 2 04+0-1=2—1
2 + 2

7.8 Ejercicios resueltos

= Ejemplo 164 Usando Sumas de Riemann, halle el valor de la constante b en

b
/ (x* +2x)dx = 18
0



7.8 Ejercicios resueltos 143

Solucion

b— b bi  bi
Tenemos f(x) = x> +2x , a =0, Axi:—a:fyxi:a—i——l:—l. La
n n non

b
funcion polinomial f es continua en [0, b], luego la integral / (x* +2x)dx es
0

igual a
If Xn"f( JAx;, = i zn: b, 2—1—2 bi b
nﬁlr‘{l“’ i—1 -xl ! o nl){(l:lw i=1 n ! n n
.  , 2b1b b, 2b*
- nEToo; Lzl —i—nz} - :HETWZ; Ll —‘rl]
~ m bn (n+1)(2n+1)+2b2 n(n+1)
o n——+oo n3 6 n2 2 '
b3
18 = b
5+7]
de donde

b +3b*—54 = 0
(b—3)(b*+6b+18) = 0
b = 3.

2
= Ejemplo 165 Usando sumas de Riemann, evalie / (x—=1)(2—x)dx.
0

Solucion

Tenemos f(x) = (x—1)(2—x) = —x?>+3x—2, considerandoa =0y b =2,
se tiene Ax; = % y X = % La funcién f es continua en [0,2], luego la integral
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2
/ (—x% +3x —2)dx es igual a
0

& I 2i\ 2 2i 2
Jim Y fla)a = lim ), ‘() +3<n>‘2>n
n
2
= lim [—2i2+z—2]
ntei n
i 12 4
T %5 e 7
nirfwg[ 3T n}
L 8 n(n+1)(2n+1) 12n(n+1)
- HLIT»O[_;# 6 te o Tt
4 1 1 1
= lim [—<1+) <2+>+6(1+>—4]
n—+eo | 3 n n n
8 2
= —246-4=-=.
37 3

0
» Ejemplo 166 Usando sumas de Riemann, evalde / (x2 — e3+2x) dx.
-2

Solucion

. ) 2
Tenemos f(x) = x> — >, considerando a = —2 y b = 0, se tiene Ax = —,
n
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2 0
xXi=—2+ Zi' Luego la integral [/ = /2 (x2 — e3+2x) dx esigual a

n
I = ngIEwi:Zlf<xl’)Ax

v v (A 8 o1t 2
= ngTwZ{(nzz —7z+4 .

n 12 n i
= g [aEemgi kD )
L 8n(n+1)(2n+1) l6n(n+1)

N ngTw[ 6n3 P 8-
4 4\ "
[ (=)
- lim |-.————"%
en—+ (n 1—en
_ ot 4
= §—8—1—8—( )h’m [ L ]
3 e n—te [ 1 _on
—Ine = —1

1
= Ejemplo 167 Usando sumas de Riemann, evalie / (2 +x)dx.
0

Solucion

Tenemos f(x) =2 +x, considerando a =0y b = 1, se tiene

Ax; = Sy xi= ﬁ La funcién f es continua en [0, 1], ademés Z a = (} — )

i=1
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1
Luego la integral / (2*+x)dx es igual a
0

n n / i 1 n 2l/n n i
s . L — z. i1/n - i p3 .
i Y Sl nﬂffwi@ +n)n RN M M

, [91/n (1_(21/n)”) in(n—i—l)
n——oo (1 —21/”)11 n2 2

21/n 1 1
= Ii N—" 4 [14=
nos o ( )(1—21/”)n+2< +n>

2l/n 1
=—1 lim [] +—.

nteo | (1=21/m)n| =~ 2
Ahora calculamos el tltimo limite : Sea y = % Como n — +oo tenemos y — 0,
21/ » 0
asi: L= nLi)Toc (1_21/’1)’1] = }li_l;r(l) |:1y_2y:| = 6 En este PllntO, apliCamOS
la Regla de L'Hospital:
2y 2 +y2YIn2 1+yln2 1
Letim 02y 222 T2 1
=0 (1=2Y)" y=0 —2VIn2 y—0 —1In2 In2
Por t t/1(2x+)d 1+1
or tanto =—+4—.
o - TP T ma T -

= Ejemplo 168 Usando sumas de Riemann, calcular la siguiente integral
1
/ (1 —2x)%dx
-2
Solucién
2 3 3i
Tenemos f(x) = (1—2x)"; Ax; = — yx; = —2+ —. Luego
n n

2 n n 3\ \*3
2 o . ) s o _ i 2
/ (1-2x)°dx = ng&lm;f(x,)m,_ngrfmz <1 2< 2+n>> -

-1 i=1

= "ET‘”,; <i§i2—6:i+25>i
108n(n+1)(2n+1) 180n(n+1)
n 6 )
= dim [18(1+3) (2+7) —90(145) +75] =21.

n—r—-oo0

n—r+-o0

= lim [ +75}
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1
= Ejemplo 169 Usando sumas de Riemann, evalde / (x3 +e3x72) dx, sa-
-1

. o a(l—d")
biend 'l=———2:,a>0; 1.
ien oque;a [, a#
Solucién
Tenemos f(x) = x> +e>*2, considerando a = —1y b = 1, se tiene Ax; = —

2 1
y x; = —1+=i. Lafuncién f es continua [—1, 1], luego la integral / () + e %) dx
n -1

esigual a

n n
I = 1lim Y f(x)Ax = I}LmZ [(xi)3—|—e3x"_2} Ax;
j i=1

_ g 2(0nt1)  R2n(nt1)(n+1) 8 (n(n+t1) 2_n N
2 6 n3 2

n—eoqn \ 1 2 n
2675 e6/n (1 - (66/11)”)
r}glolo n 1—eb/n
6(n+1 N2n+1 1)?
_ h’m< (nt1) 4+ )(2n+ )+4("+2) —2>+
n—roo n n n
6/n

_5 e
273 (1= )35130,1(1_66/;1)

_ (6—8+4—2)+2e—5(1—e6)1fm e
y—01—

= 2¢7 <1 *€6> (f%) = %675 <€6 — 1> .

6y 1
&° donde y = .

1 (1+4n)
= Ejemplo 170 Expresar el siguiente limite lim — Z 21 7/, como una

n—oo

integral definida en el intervalo [0, 1]
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Solucion
Del intervaloa =0, b=1, Ax=, y x; = ;. Reescribiendo la sumatoria de
forma adecuada:
n N2
25 = gim B p(L
fim 53, L8 Dl
no N2 il
-1 4( L) 264
n
— 7 . 2 ( 1+4)
= ngrfw;4(x,) 2V Ax
1
= [ 4x*2" dx
0
n
3
= Ejemplo 171 Sea M = lim Z . Exprese M como una integral defi-

n—e = (4 p)?
nida en el intervalo [0,1] y calcule su valor.

Solucion

Delintervaloa =0, b=1, Ax= % y X = ﬁ Reescribiendo la sumatoria de
forma adecuada

M =

4 S
lim )"
n—reo = —>°°l.:l (i+n)

Integrando esta dltima 1ntegral. Seaw = x+ 1, entonces dw = dx. Ademds,
cuando x = 0 tenemos w = 1 y cuando x = 1 tenemos w = 2, reemplazando

1
M = / —/ = dw /( _4—w_5>dw
0 x—|—1 w

w3 w4 P

=3 4,

192

1
senxIn(x*+ 1) + xarctan + x| dx
1+x2

e

= Ejemplo 172 Evaluar /

—e
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Solucion

Sea |
f(x) = senxIn(x? + 1) + xarctan <1+x2> +x?

la separamos en tres funciones

fx) = filx) + fa(x) + f3(x)
donde
fi(x) =senxIn(x>+1), f>(x) = xarctan (1_&)(2> y fa(x) =22,
analizando cada funcién

= fi(—x) = sen(—x) 1n((—x)2 +1) = —senxIn(x* + 1) = —f1(x), luego
f1(x) es una funcién impar.

1 1
= fo(—x) = —xarctan <1+(_x)2> = —xarctan <1+xz> = —fa(x),

luego f>(x) es una funcién impar.
n f3(—x) = (—x)? =x2 = f3(x), luego f3(x) es una funcién par.
Luego:

e

sy = [ 1700+ + A0

= filx) dx+ f(x) dx+ f3(x) dx
—e S~ —e S~ —e S~
funcién impar funcién impar funcién par
e 2:31¢ 263
= O+0+2/ Rdx=2| =22
0 31, 3

u
a

= Ejemplo 173 Calcule la integral [3x5 cosx+2tanx + 2xe"2 dx, donde
—a

0<a<m/2.

Solucién

Sea ,
f(x) = 3x°cosx + 2 tanx + 2xe"

la separamos en tres funciones
) = f[ilx) + f2(x) + f3(x)

donde fi(x) =3x°cosx, fo(x) =2tanx y f3(x) = 2xe*,
analizando cada funcién tenemos:
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» fi(—x) = 3(—x)cos(—x) = —3x cosx = —fi(x), luego fi(x) es una
funcién impar.
_ 2sen(—x) —2sen(x)

» fo(—x) =2tan(—x) = cos(—x) = cos(x) = —fa(x), luego f>(x) es

una funcién impar.
 f3(—x) = 2(—x)e(_)‘>2 = —(2xex2) = —f3(x), luego f3(x) es una funcién
impar.
Por lo tanto

/:laf(X)dx = /j; [f1(x) + f2(x) + f3(x)] dx
— /_aafl(x)dx+/—if2(x)dx+/iﬁbc)dx:O'

= Ejemplo 174 Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo [—2,6]
tales que f(x) = f(—x) y g(x) = —g(—x). Si

/06f(x)dx:2/02f(x)dx:6 y /O2g(x)dx+/24g(x)dx:/62f(x)dx+6

4
Hallar / g(x)dx.
0

Solucion

/()zg(x)dx+/24g(x)dx = /_Zf(x)dx+6

_ [ Ozg(x)dx— /0  e(0)dxt /0  e(x)dr+ /2 dewdr = [ 22 Fx)dx+ /2 * P)dx+6
/04g(x)dx = 2/02f(x)dx+/26f(x)dx+6
/0.4g(x)dx = /Ozf(x)dx—i-/oﬁf(x)dx—i-6

4
/g(x)dx = 34+6+6=15.
0

= Ejemplo 175 Sea f una funcién continua definida en el intervalo [—4,7].

4
Evaluar / f(x)dx, si
—4

4
5

—4 4
e +aeolax=s; [ 25wax = [ sgtiar= 5 g0+ g0 =0
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Solucion

De /7_4 [f(x) +g(x)]dx =5 tenemos
5——/4UU+AHM—£4f M+/4 dx

= /f )dx — /gx X
= —([4fxdx+Afxdx>—/_: g\(ﬁ dx—[:g(x)dx

funcién impar

= —/4fxdx—2—0+/74g( /f dx—f—i-f
= /f dx——

131
[ d
25 /_4fx *

= Ejemplo 176 Sean fy g dos funciones continuas sobre el intervalo [—3,4],
tal que :

,/Zf(x)dx:IS ,/Ozg(x)dx:m , / dx+/ dx-/ x)dx

f es una funcién impary g(—x) = g (x) , para todo x € [—2,2] . Hallar / f(x)dx
0

Solucion

[ x—15<:>/ Flx dx—l—/ dx—15:>/ ........... (1)

Luego, como

/zzg(x)dx—l—/olf(x)dx = /31f(x)dx
2/02g(x)dx = —/()lf(x)dx—/l3f(x)dx

—2/02g(x)dx = /:f(x)dx = /03f(x)dx =—20.......... (2)

Sumando (1) y (2) :
3 4 4
| s+ [ fdx=-20+15 = [ fadx=-s. .
0 3 0
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= Ejemplo 177 Usando las propiedades de la integral definida, calcule

/ [\/2+200sx+ xe ™ | dx

2x + 1
Solucion
Sea

/s
flx)= \/2+2003x+27x +xe ™
cos“x+1

la separamos en tres funciones

f(x) = filx) + fo(x) + f(x)

T
donde fi(x) =+/242cosx, fo(x)= o2 x+ 1Y f3(x) =xe = analizando
X
cada funcion tenemos:
= fi(— \/2 +2cos(—x) = v/2+2cosx = fi(x), luego es una funcién
par.
TT(—X X .
= fo(—x)= cosz(( ))+ 1= coail ™ —f2(x), luego es una funcién
impar.
n f3(—x) = (—x)e*(*x)4 = —xe ™ = — f3(x), luego es una funcién impar.

Por lo tanto
" rwax = [ G+ AW+ A0l
= [" nwax+ [ pwdxt [ s
= 2/ V2+2cosxdx+0+0

= 2[/ ,/20052 dx—4/ cos
= ssen(3)] =
sen ( 5 .

= Ejemplo 178 Usando las propiedades de la integral definida, calcule

/4
/ [sen5 (x7) +x3cos(x) 42 cos(Sx)] dx
—n/4

Solucion
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Sea
f(x) = sen®(x”) +x° cos(x®) +2cos(3x)

la separamos en tres funciones

f(x) = filx) + f2(x) + f3(x)

donde fi(x) =sen®(x7), fo(x) =x’cos(x®) y f3(x) =2cos(3x), analizando
cada funcién tenemos:
» fi(—x) = sen’((—x)7) = —sen’(x’) = —f1(x), luego es una funcién
impar.
» fo(—x) = (—x)?cos((—x)?) = —x*cos(x}) = — f>(x), luego es una fun-
cién impar.
= f3(—x) =2cos(3(—x)) = 2cos(3x) = f3(x), luego es una funcién par.
Por lo tanto

/4 /4
| f@dx = [ A0+ 00+ H]dx

—n/4 /4
/4 /4 /4
= fl Jdx+ [ fz )dx + f3( )dx
*71' *7[
= O+0+4/ cos(3x)dx
0
/4 2./2
= —sen(3x) :i.
O 3

= Ejemplo 179 Usando las propiedades de la integral definida y Sumas de
Riemann calcule

3
/ [sen (2x) + x* Fxe® 41+ 2"} dx.
-3

Solucion

Sea ,
f(x) = sen (2x) +x* + 1 +-xe* 427

la separamos en cuatro funciones
) = filx) +f2(x) + f3(x) + fa(x)

donde fi(x) =sen(2x), fr(x)=x*+1, f3(x)= xe®, y f(4) =2* anali-
zando cada funcién tenemos:
= fi(—x) =sen(2(—x)) = —sen(2x) = —fi(x), luego es una funcién im-
par.
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w Ho(—x)=(—x)?+1=x° —1—1 = f2(x), luego es una funcién par.
s f3(—x) = (—x)el* M = _xe¥ = — f3(x), luego es una funcién impar.
m fa(—x) =277, luego no es una funcién impar ni par.

Por lo tanto

3 3
[ f0dr = [ A+ 50+ 300 + fa(] d
-3 -3

= /3 ]”1()c)cl)c+/3 fz(x)dx—k/3 f3(x)dx+/_33f4(x)dx

= 0+2/ dx+0+/ 2*dx

Luego

i)SeaA=2 / 24 1 dx. Calculemos esta integral usando sumas de Rie-
mann:

3
Tenemos f(x) = x>+ 1, considerando a = 0 y b = 3, se tiene Ax = o

3
x; = . La funcién f es continua en [0, 3], luego
n

S| W

W3
s = 2 Fromecsin £[C)7

i~

2n(ntH@nt1) 3

=2£&L[ Zl+ Zl]—%&%[s S
27(1+")(2+'1)+3] — ) <27> (2)+6=24.

= 2 lim
n—r—oo

6 6

3
ii) Sea B = / 2*dx. Calculemos esta integral usando sumas de Riemann:
-3
6
Tenemos f(x) = 2%, considerando a = —3 y b = 3, se tiene Ax = —,
n

6i
xi=-3+ ;l La funcién f es continua en [—3, 3], luego

n n -3 n
_ s _ ) 73+§ 6 . , (6)2 6
B = lim 2 f(x,-)Axi—ngl}rlw;lZ( )2 _ HSi

n—+-oo =1 n n——+oo

6)273 6201 6)273 6261
= lim ( )n 20 T~ iim ()2 e 7
o 201 note on 21
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Haciendo z = 6/n. Cuando n — +oo, tenemos z — 0 . Asi

. (6)273 . 62°—1 63 o Z
B = lim 2n —
n—+eo  n 2m—1 T8 z—>0 2e—1

63/ . z 63 o [+ 4 , .

= 8<}£%2> Qg%zz_l) 0 (2%) (lg% (21_1),> (por L’ Hospital )
63 . 1 63 1 63
= 8 \:%2m2/) " 8 \ 22/~ 82’

Por lo tanto

63

I=A+B=24 .
+ +81n2

= Ejemplo 180 Sea f una funcién derivable en R tal que

f(1) = (1) =f"(1) = 1. Calcule: G"(1), si G(x) = /f(()x)xf(t)dt.

Solucion

()

Como G(x) = /f(()x)xf(t)dt = —/Of xf(t)dt = —x./of(X)f(t)dt, derivando

f(x) fx)

d f(x)
G'x)=— [ fl)dt—x— [ f(t)dt= —/ f@)dt—xf(f(x))f (x)-
0 dx Jo 0

Derivando otra vez

6w = L " i o)
= —FUENSO) = [FUNF @) +x7 ) 0 () +xf (F@)f (1)
= “20(f) S0 —x [ £ ) (£(0)) + £(F)S ()]

/!

luego usando f(1) = f(1) = f (1) = 1, tenemos
G'(1)=-2f()=[f()+r(1)] =—2-2=—4.

1 (3 2 (1 — 1))dt

Ejemplo 181 Calcule g’(0), si g(x :/
«Ejemp OLsig = [

Solucion
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Derivando y luego aplicando el 1TFC:

d 1 1 2
/ t°—1_/
g (x) — [/ e (31— e g (t— 1)) dl‘]

antes de derivar todo lo que no depende de la variable ¢ sale del integrando
gdx) = % [exi—l /—l3x+1 (3t—26’271g/(t— 1)) dt}
= % (ex:— 1) /—13x+l <3t — Zetzflg’(t — 1)) dt +
<exi1> ;x/zx“ (31‘ — ¢ gl (1 — 1)) dt

et : 2-1
= _W/MI <3t—2e g(t—l))dt+

< : >[3(—3x+1)—2e(—3x+‘>2—1g’(—3x+1—1)};i(—3x+1)

e 41
— e 1 o
E _M/_BxH <3t_2e g(t= 1)) dt +
1 “3x41)2-
<ex“> 3304 1) =20 (a0 (-3).

= Ejemplo 182 Sea f una funcién diferenciable en R, tal que: f(1) =1,
1 1 f(x)
=2y / F(w)dw = 5. Caleule G'(1), 5i G(x) = / f(1)dt.
0 0

Solucion

(x) fx)
Como G(x) = /0 xf(t)dt = x/o f(t)dt, entonces:
d f(x) d f(x) d f®
Gl = o {x /0 f(t)a’t} =2 () /O FOdr -+ /0 F(t)dt

e
_ /O FO)dt +xf(f(x)f (x)



7.8 Ejercicios resueltos 157

Entonces evaluando x = 1 en G’(x) tendremos

G(1) =

= Ejemplo 183

(1)
/0 F)de+ 1F(F(1)F(1)

[ sars s @)
1 9

—42=".
17571

Sea f una funcion continua tal que f(x) > 0, para todo x € R.

2
X
Si se cumple la igualdad / f*(2)dt =5+ x> — 6x, calcule f(—2) sabiendo
x—1

que f(1)=1.

Solucion

Derivando ambos lados de la igualdad anterior se tiene:

d [©

2 2
= £)dt = 3x* —6.
m Hf (1) X

Aplicando el 1TFC a la primera igualdad se llega

d d
PR (0R) = = 1) (r—1) = 386
FAed)2x—fAx—1) = 3x*—6.
Para hallar f(—2) se hace x> = —2 (esto es un absurdo) o
x—1= -2, despejando x = —1. Por lo tanto,

P20 - 12(=2) = 3(-1)"-6
“2f(1) - f(-2) = -3

= Ejemplo 184 Hallar H'(0), si H(x) = /

Solucion

f(=2) = \J3—2p0)=1.

2x 2
(sen(t3x) Fx—1)e ) dt
—2x

Sea f(t) = sen(t3x), es una funcién impar.

Mientras que g(¢) = (x— 1)e

H(x) =

2 ., ,
2" es una funcién par. Asf

2x 2x 2
/ sen(r’x)dt +/ (x—1)e* dr
—2x —2x

2x 22 2x o2
O+2/ (x—l)e’dtzZ(x—l)/ e dt.
0 0
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Derivando

2x 5 d 2x 5
H'(x) = 2/ e dt—|—2(x—1)—/ X dt
0 dx Jo
2 9 2 x5 2
= 2/ & dt—|—2(x—1)e2(2x)2:2/ Adr+4(x—1)e.
0 0

Reemplazando

0
H'(0) = 2/ i +4(0—1)d = 0—4— —4.
0

=7

< Ejemplo 185 Si [ f(r+8)dr = Vil 45— x.x e [0.4]
(x+1)tanx

calcular f(8).

Soluciéon

Derivando la relacion anterior se tiene:

d </(_7 f(t+8)dt> = %ﬁ+3x2—1.

dx x+1)tanx

Aplicando el 1 TEC

—f((x+1)tanx+ 8)i [(x+1)tanx] = §\/;H—:’vcz -1

dx 2
3
—f((x+1)tanx+8) [(x+ 1) sec*x + tanx] = §ﬁ+3x2—1.

Para f(8), hallamos el valor de x

(x+1)tanx+8 = 8

(x+1)tanx = Otenemosx= —16 tanx=0.
Descartamos x = —1 ¢ [0,%] y queda tanx = 0, tenemos x = 0.
Reemplazando

—f(8) [seczO—HanO} = —1 tenemos f(8) = 1.

(1+v/x)
= Ejemplo 186 Si / f(t—1)dt =3x+4, calcule la siguiente integral
0

2 2
/1 v dz.
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Solucion

Aplicando el 1TFC a

(14v/x)
/ f@t—1)dt = 3x+4
0

d (1+v/x) d
dx(/o f(t—l)dt) = (34
3

1
f(Vx) = 6vx
entonces
7 f) _[? 62 3 - ?
I= /1 47221 dz_/l 4721 2= 4 11
3
= 5(vi5-v3)

= Ejemplo 187 Dadas las funciones
Bx+5 c
Flx) = / F)dr y Glx) = / (1% + 5823 cos (1) )d.
04 —X
Calcule f(3), cuando F(x) y G(x) son tangentes en el punto (1,b)
Solucién

Como las grificas de las funciones F(x) y G(x) son tangentes, entonces te-
nemos que por el punto (1,b) pasa la recta tangente a ambas graficas, cuya
pendiente es m = F'(1) = G'(1).

Calculamos F'(x) y G'(x) , usando el 1TFC:

Bx+5
Flx) = / F(t)dt, tenemos F'(x) = f(Bx+5)B

o

Glx) = / " (% 45223 cos(tm))dt

G(x) = — (@452 cos(—am)) (~1)
Luego : F'(1)=G'(1)& f(B+5)B =(1+5cosm) < f(B+5)p =—4
Ahora, para obtener el valor de f(3) se debe cumplir que

B=-2  Asf(-245)(-2)=—4 =[(3)=2.
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717/8 d X f3
= Ejemplo 188 Calcule/ —/ cost® + 7} +cos?(21) | dt| dx
771?/8 dx a 4+ 1

Solucion

Aplicando el 1TFC para resolver:

d (*(5 o, P 2 3o, X 2
— t”cost cos“(2t) ) dt = x’cos cos”(2x),
dx/a ( +t4+1+ ( )) x x+x4+1+ (2x)

luego el problema queda :

/8 3
I = / [x‘%cosx2 + —|—cosz(2x)} dx

—n/8 x*+1
/8 /8 3 /8

= / X cosxzdx—i-/ i1 +/ cos?
/8 r/8x*+1

Analizamos cada uno de los integrandos :
f(x) =x3cosx® = f(—x) = (—x)> cos (—x)* = —x*cosx? = f(x) es impar
3 3 3
X (—x) X
X) = =g(—x) = =—
8(x) *+1 8(=) (—x)*+1 *+1
h(x) = cos?(2x) = h(—x) = cos?(2(—x)) = cos?(2x) = h(x) es par

= g(x) es impar

Por tanto

/8
I = O+O+2/ cos?(2x)dx
0

/8

"TT/8 1
= / [14cos(4x)]dx = x+— sen(4x)] =
0 4 0

2+Inx
= Ejemplo 189 Si f(x) = / (x+ 1) sen( )dz calcule f/(1).
V33241

Solucion
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Como
2+Inx 1) i 2+Inx Detel Tt 4
x) = x+1)e sen( ) t = / X+ eesen(—) t
10 = [ ) $)= Jam Y 3
d 2+Inx
flx) = . [(x+1)e] /\/ﬁe sen( )dl+
d 2+Inx Tt
(x+1)e[ esen( )dt
V/3x2+1
Al segundo término aplicamos el 1TFC
2+Inx
— [+ (x+1)e] esen( )dH—
V3x2+1
2+1Inx)\ d
1 X 2+Inx ( - 2 1 o
(x+1)e [e sen | —— —— dx( +1nx)
o ((VEE)
V¥WHgen [~/ —( 3x2+1>
4 dx
[ ( ) ] 2+Inx
= [e"+(x+1)e esen( )a’t—i—
v/ 3x241
241 1
(x+1)e" [e”lnxsen (an)> <> -
4 by
R /3x241 sen TV 3x2 +1 3x
4 3x2+1
Luego

£y = 36/22€sen(4)dt+26 [e sen (Z) — sen (%) ;]

= Ejemplo 190 Si G(x) = /2 xzx2 ()dt, f(2) = y £/(2) =0, hallar G" (v/2) .

Solucion
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Antes de derivar sacamos del integrando x2, luego aplicamos el 1TFC

2

G’(x)zi(xz/;zf(t)dt):2x/2x t)dt +x —/

X2 2

—2x /2 F)di+273 F(3) = 2x /2 R di+ 2 £ (20)

= 2x/x f @) de 423 f(x%).
2

Nuevamente aplicando 1TFC

:2/xf dt—|—2x—/ F)di+6x2F(x2) + 26 £/ (:2)(2x)
—2/ 1) dt +2xf () (2x) + 632 £ (%) +4xt £/ (x?)

=2 /2 f () de + 42 f (%) + 62 (%) +4xt F(x2).

Evaluando x = /2 se tiene

G'(V2 —2/ F)di+8F(2) +12£(2) + 16f'(2) = 4+ 6.

Por lo tanto G”(v/2) = 10. .
4lx—1]+3

Ejemplo 191 Calcule I = ——dx.

Solucion
x—1 , x>1 x—3 , x>3

Observemos que |x — 1| = ylx—3|=
x+1 , x<1 x+3 , x<3

x=3 , xe[3,4]
Luego |x — 1| =x—1, paratodo x € [2,4]; mientras que |x — 3| = .
x+3 , x€2,3>
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Asi
4|x—1\—|—3 x+2 4x42
1 = —dx+ d
/ e=3[+1 3\+1 /2 x4 /x72 *
4+6 244
_ _/ u H/ udx
2 3
d 6/
/ ) v
=G4 b dmn— 2
= —(3-2)—6(In1—In2)+(4—-3)+4(In2—1nl)
= 10In2.
u
1,4 22 3
« Ejemplo 192 Calcule de.
0 x-+
Solucion
1,419,2 L (x241)? o)
I /x+2x+x—|—3dx:/ (x*+1) +§+ "
(2+1)° 0 (¥*+1)
1 2
/ i
x2+1 0 (x2+1)
I
]]:x‘(l):]
L= .
=T )|, T g

Para I3 utilizamos sustitucién trigonométrica:

4
x=tan@; dx=sec’0d0; (\/x2+1> = (sec)*

2
2
13:2/75“ 046 :2/00329 d9:/(1+cos29) 6 — g+ 128
sec* 0 2

Volviendo a la variable x y evaluando

1

T 1
Iy = arct =04
3 arcanx—l—xz_HO 4+2
Por tanto,
I—Lohih=1+iy® L 7,7
PR = Ty Ty T4y
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72 /4
= Ejemplo 193 Calcule / sen (v/x) dx.
0

Solucion

1
Seat = \/x, tenemos df = ——dx, asi

2y/x
/sen (V) a’x:Z/tsentdt

Ahora integrando por partes se tiene:

u=t dv = sentdt
du = dt V = —cost

I = 2 (tcost+/costdt> = —2tcost+2sent +C.

= —2y/xcos\/x+2sen/x+C.

Abhora aplicando el segundo teorema fundamental del célculo.

/On /4sen(\/;c) dx = |2 (—\/)?cos\/;c—ksen\/;c)}}izgz/4
= 2(—m/2cosm/2+senm/2)—2(0)

= 2.
n
: /4 2 4 2/3 4
= Ejemplo 194 Evahie/ 2xe* cosx — sect xtan?/ x—— dx.
—m/4
Soluciéon
Sea

4
flx)= 2xe” cosx —sec? xtan?/3x — p
la separamos en tres funciones
fx) = filx) = folx) = f5(x)

2/3

4
donde fi(x) = 2xe* cosx, fr(x) =sectxtan®3x y  fi(x) = pt analizando

cada funcién tenemos: , ,
s fi(—x) = 2(—x)el™) cos(—x) = —2xe* cosx = —f;(x), luego es una
funcién impar.
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= fo(—x) = sec*(—x)tan?/3(—x) = sec* xtan?/3 x = f,(x), luego es una fun-
cién par.
 f3(—x) = _— f3(x), luego es una funcién par.

Por lo tanto

/4 /4 /4
flx)dx = filx)dx— / f2(x)dx— f3(x)dx
—m/4 —m/4 —m/4
8 T /4
= 0-— 2/ sect xtan?/3 xdx — = dx
0 TJo

/4
= —2/ (1 +tan® x) sec® xtan®/3 xdx — 2
0

/4 /4
= -2 [/ tan?/3 xsec?x dx+/ tan/3 xsec?x dx} -2
0 0

_ 35533 113 4 _ 3.3

= Z[Stan x+11tan X . 2=-2 5—1—11 2
B 206

- 550

= Ejemplo 195 Usando propiedades de la integral definida y el segundo
teorema fundamental del calculo, evaluar la siguiente integral

2 7
1= [ (x(1447) 4322 4+ )4
) (x>+1)

Solucion
Como —2 < x < 2, tenemos —4 < x2 —4 < 0, asf ‘xz —4‘ =4 % luego

X7

F) = (1447) 432 (4 -2 AT

la separamos en tres funciones

fx) = filx) + f2(x) + f3(x)
7

donde fi(x) = ( —|—4x) L) =32 (4=x) y fi(x) :ln(x)éi—i—l)’ ana-

lizando cada funcién tenemos:
= fi(—x)=(—x) (1 +4(*x)2) =—x (1 +4x2> = —f1(x), luego es una fun-
cién impar.
n fo(—x) =3(—x)? (4= (—x)?) =3x? (4 —x?) = f>(x), luego es una fun-
cién par.
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(—x)7 - x7 -
In((—x)2+1)  In(x2+1)

= f3(—x)=
impar.
Por lo tanto

/_sz(x)dx = /_zzfl(x)der/_szz(x)der/_zzfs(x)dx
= 0—|—2/023x2 (4—x2)dx+0

2 12
= 2/ (12x23x4)dx:2[4x33x5] _ 128
0 5 1y S

—f3(x), luego es una funcién

» Ejemplo 196 Usando propiedades de la integral definida y el segundo
teorema fundamental del cdlculo, evalie la integral

1 2 X
I:/ xe* + +3]x% = 2| — 2xcos (7x )dx.
1( Va4 —x? | | (72)

Solucion

Como —1 < x < 1, tenemos —2 < x2 —2 < —1, asf ’x2—2‘ = — (x2—2),
luego
2 X 2
x) =xe* + +3(2—x") —2xcos (mx

la separamos en cuatro funciones
) = fi(x) + fa(x) + f3(x) = falx)
donde f(x) = xe®, Lhx)=—F=y fi(x)=3 (2—x%), fa(x) = 2xcos (mx)

analizando cada funcién tenemos:

= fi(—x) = (—x)e(*)‘)2 = —xe" =— f1(x), luego es una funcién impar.
n fo(—x)= \/4 — = 4x =— fz(x) luego es una funcién impar.

= f3(—x) = (2 x)?) =3(2—x%) = f3(x), luego es una funcién par.
n fu(—x)=2(— )cos( (—x)) = —2xcos (er) — fa(x), luego es una fun-
cién impar.
Por lo tanto

/11 fx)dx = /11 h (x)dx—i—/ll fz(x)abc—l—/llfg(x)dx—/11 fa(x)dx

1
= 0+0+2/ 3(2—x%)dx—0
0

— 12x 24, =
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1
= Ejemplo 197 Evaluar/ sen( >dx.
X

Solucion

1 1
Sea u = —, tenemos du = ——2dx.
X X

Cuando x = % tenemos u = 7T,y Si x = % tenemos u = J
Luego en la integral

2 T
71 7

1 = / 2sen< )a’x——/zsenudu
L :

z T
= cosu|z :cosa—cosﬂ::O—(—l) =1.

e 3
= Ejemplo 198 Calcule [ / I3+ 1)+ — } dx.

e X241

Solucién
Usando propiedades:

e x3 e ¢ x3
I = [/ XIn(x®+1)+ 5 } dx:/ K In(x* 4 1)dx+ - dx

—e x*+1 —e‘ﬁ}/ﬁ —e x*+1

funcidn par funcién impar
e
= 2/ K In(x® + 1)dx
0

Integrando por partes, tenemos

3
r.3
:2%lne+1 (

u=In(x>+1)  dv=x%dx
du:%dx v:g.
Luego
e 4
X 2 (¢ x
I = 2 In( =2|—1In | —= —d
/x n(x*+ 1 [3 n(x )O 3/()x2+1x]
X3 1
= 2 —1nx —|—1 / ( >dx]
| 3 0 +1
‘x3 3 e
= 2|=In( x —|—1 <—x+arctanx> ]
L3 0 3 0
&3
3

— e+ arctan e> ]



168 Capitulo 7. La integral definida

8
= Ejemplo 199 Calculel1 ( |4 —x|+x+ \/;_1>dx

Solucion

Observe que |4 — x| = , luego en la integral:

[f( ]4—x\+x+ﬁx_l>dx = A8<\/2)c7—4+\/;_1)dx

= 24f /\/—1

Sea u? = x, tenemos 2udu = dx. Cuando x = 4, tenemos u = 2 y si x =38,

tenemos u = 2v/2. Reemplazando en la integral I :

8  x 2v2 2 2v2 3
I = / dx:/ (2udu):2/ du
4 x—1 2 u—1 2 u—1
2/2 1 woou?
= 2/ wWtutl+——|du=2 +—4u+Inju—1]|
u—1 32
_ [( f+4+2f+1n‘2f—1(> < +2+2+ln1>}

2{3\6+1n’2\6—1’—3}

2V/2

2

Por lo tanto,

I = [f( 14— x|+x—|—\[ )dx

- %{24\@—8} +2[3\f2+1n’2f2—1j—ﬂ

44
= 8\f3+?\@+21n‘2\6—1‘—8.

2
2 e3lnx+;
dx.

« Ejemplo 200 Caleule |~ “—
1 X
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Solucién
2 3Inx+2 2 3 2/x 2.,3,2/x 2
e x e™e x’e 1
I:/ = dx:/ < a’x:/ = dx:/ ez/x—zdx
T 1 X 1 X 1 X
2
Sea u = —, tenemos du = ——dx Cuando x =1, tenemos u =2y si x =2,
x?

tenemos u = 1. Luego

1 1

[=— edu = - / ”du—l 2_16(6—1)
T2 2 2 ], 2

e
= Ejemplo 201 Calcule ﬁ sen (Inx) dx.

Solucion
Integrando por partes tenemos

u=sen (Inx) dv =dx

du = cos (Inx) —dx v=x
X

e ¢ 1
ﬁ sen (Inx)dx = xsen (Inx)|{ —% xcos (Inx).—dx
1 e 1 X

e

e
= xsen (Inx)|q —/1 cos (Inx) dx

~—
()
en () integramos por partes:
u = cos (Inx) dv = dx
du = —sen (Inx) —dx v=ux
x

/: sen (Inx)dx = (xsen (Inx) —xcos (lnx))|i — /j sen (Inx)dx
= % [(xsen (Inx) — xcos (lnx))\‘ﬂ

1
:278[(1+e2)sen 1—(1—e*)cosl].
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T
T+1

-Hemdoﬂﬂ(hkde/ X220 gen(2x2 — 2)dx.

0

Solucion

Sea z =2(x*> — 1), tenemos dz = 4xdx
2(x2—1) 2 1 z
x2 sen(2x” —2)dx = 7 2%senzdz.

Integrando por partes esta tltima, se tiene

u=senz dv = 2%dz

2Z
du = d = —
U= coszdz v 2

1/ 2% 1
/x22(x2’1)sen(2x2—2)dx =1 <m2senz—m2/2zcoszd2>

1/ 2 2f 1 z
= 3 msenz—lnzzcosz—ln22/2 senzdz | .

Entonces

I = /x22(x2_]>sen(2x2—2)dx
1/ 22 2% In%2
= —| —<Senz— —F—-CoSZ | —/—
4 \In2 In%2 In?2+1

1 <2Z px ) In2
= seng — ——-COoSZ
In2 In?2+1

4
2
1 2 2_1 2 22(X 71) 2 1n2
= Z (2 (x )sen [Z(x — l)] — 2 cos [2()6 — 1)] 1n22+ T
Luego
241
1 ) 22(-1) mn2 |V?
I = — 2265 Dgen2(x2—1)] — cos [2(x* —1
4( &l ) In2 [ )]1¥2+10
1 1In2 27 272
= Zlnzrzlﬁ KZ” sens — 5 cos n:) - <2_2 sen(—2) — 1anos(—Z))]
1 In2

27 5 272
= o 1S 0 26en24+ 2 cos2|.
4h92+1[m2+ Sen 2 g ©O ]
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7.9 Ejercicios propuestos

1. Usando sumas de Riemann,evalte:

a) /2 37— 2x) dx c)/ ( +3x>dx

b)/ _51)g 01)/1 \/m—3)2dx

2. Exprese los siguientes limites de sumas como una integral definida en el
intervalo que se indica

W3 3018, 27\,
o Jim ) [4,1(4”)‘9(,1 2 tal ﬂ”—[‘“}

1l n+i
b) i P )r=n2
)nirfw;(i2+2ni+6n2> 11,2]
" 57 (557: 8

Ii —t —+—i|;I=|n2x%
C) niTm; n an 7 + l) [ }

3. Sean f y g dos funciones continuas e impares en R. Si se cumple que:

/9 [xzf(x)—S (x) cosx]| dx =20 /gxzf(—x)dx:4
3 8 Y J; '

9
Calcule, / g(—x)cos(—x)dx.
3

4. Sean f'y g dos funciones integrables en R tales que:

/\3[ Kf(—1)dx= 2/ x)+g(x)|dx= 30/30y/0g( Jdx= -2

Si f(x)+f(—x)=0,vxeRyg(—x)—g(x) =0,Vx € R. Halle /57g(x)dx

In(x*+1
5. Sea la funcién g(x) = x* sen)H—xZM
xX+1

. 4 1., (7
Si se sabe que,/ ft)dt=—-In"( = |.
1 6 8

In4 1
Calcule/ exf(ex)dx—k/zl g(x)dx
0 2

6. Sea f una funcién continua R, con x > 0 tal que:

y f una funcién continua.

s 2cos(mx)

3 3
X~ +2
xr4+— 1 —/3x2e f(5—t)dt.

Calcule el valor de f(2).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

p—

Sea f una funcién derivable para todo x > % tal que

F(3Y) +In(2—1) = /2 "ol — 1)dr

si g(15) = 1, calcule el valor de f7(9).
Si f es una funcién continua impar en [—1, 1], usando propiedades de la
integral definida y el segundo teorema fundamental del calculo, evalde

1
Calcule / f(x)dx
0

In5 ,x X _ 1
/ eve T
0 e*+3

1+/x
In2
),

==
02x2+5x+2x

X" —X

I

Sea f una funcién par y continua en R tal que

[f [f(x—S)— :

x—4)x+5

|

2

4 ]
/ — dx,conx =12
0

veX—ldx,cone*—1=z

2

(x—2)°

W + f(X) COS(3X):| dx

25

3

Rpta. 4—~x
Rpta. \%
Rpta. 3 —%

Rpta. 4 —nx

In112
5

Rpta.
Rpta. 5+ %
Rpta. 4 —21In3
Rpta. 2 — %
Rpta. In2

Rpta. 1 —1In3



Integrales impropias de limites infinitos
Integrales impropias con limites finitos
Ejercicios resueltos
Funcién Gamma
Funcién Beta

5 Ejercicios propuestos
Algunas férmulas

Integrales impropias de limites infinitos

Definicion 8.1.1 — Integrales con el limite superior, infinito.

Sea f : [a;+e0) — R una funcién continua en [a; +eo), entonces la integral
~+(X)
impropia / f(x)dx se define como

a

oo b
fx)dx = bll’m f(x)dx.

Ja — o0 Jg

Si dicho limite existe, diremos que la integral impropia es convergente, en
caso contrario diremos que es divergente.

+o0
= Ejemplo 203 Analizar la convergencia de la siguiente integral / e tdx
Jo

Solucion

La funcién f(x) = e * es continua en [0, 4-o0), luego por definicién se tiene

oo b b
/ e¥dx = lim [ e¥dx= lim —e |
JO b—r+o0 JO b——+oo
- 1
= — lim [e b—eo}:—hm — -1 =1
b—rtoo bt | €
foo
Por lo tanto / e "dx es convergente y su valor es 1. .
0
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Definicion 8.1.2 — Integrales con el limite inferior, infinito.
Sea f: (—o0;b] — R una funcidén continua en (—eo;b|, entonces la integral

impropia / f(x)dx se define como
b b
/ fx)dx= lim [ f(x)dx
— a——o Jg

Si dicho limite existe, diremos que la integral impropia es convergente, en
caso contrario diremos que es divergente.

= Ejemplo 204 Analizar la convergencia de la siguiente integral / — dx
—0Q x

Solucion

La funcién f(x) = — es continua en (—eo, —1], luego por definicién se tiene

X2
I -1 1™
/ —dx = lim —dx= lim ——
o X a——o Jq X a——e x|,
1
= — lim {—1—} =1
a——oo a
Por lo tanto / — dx es convergente y su valor es 1. "

Definicion 8.1.3 — Integrales con los limites de integracion infinitos.
Sea f : (—oo;+00) — IR una funcién continua, entonces la integral impropia
~+oo

/ f(x)dx se define como

Trwar = [ seoaes [ reoax

_ T
ag@w/a f(x)dx+bir£w/c f(x)dx

donde ¢ es un ndmero real arbitrario. Si las integrales impropias / f(x)dx

oo oo
y / f(x)dx son convergentes, entonces la integral impropia / f(x)dx
C

—o0

es convergente, en caso contrario diremos que es divergente.
6

= Ejemplo 205 Analizar la convergencia de la siguiente integral / 24 dx
—00 .x

Solucion
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La funcién f(x) = 214 continua en (—oo, 4-o0), luego por definicion se
X
tiene
teo 6 S teo 6
———dx = / d / d
/_m 214" X244 X o 214
0 b 6
= i d Ii —d
Pl a X244 x+b—1>I£oo 0 x2+4 o
1 x |0 1 x\ |?
= 6 lim —arctan (7> +6 lim — arctan <7)
a——o 2 2/, b—+oo 2 2/

b
= 3 lim [arctanO —arctan (g)] +3 lim [arctan <2> — arctanO]

a—r—oo b—r+e0
T /4
= 3(0+§) +3(§ —0)=3xn

oo 6
Por lo tanto la integral ——— dx es convergente y su valor es 37. "
e X244

8.2 Integrales impropias con limites finitos

Definicion 8.2.1 — Integrales con discontinuidad en el extiremo infe-

rior del intervalo de integracion.

Sea f : (a,b] — R una funcién continua en (a,b] y si lim |f(x)| = 4o
X—ra

b
entonces la integral impropia / f(x)dx se define como
a

e—0t

b b
/ f(x)dx= lim / f(x)dx.
a a+e

Si dicho limite existe, diremos que la integral impropia es convergente, en
caso contrario diremos que es divergente.

7 d
= Ejemplo 206 Analizar la convergencia de / al 3
3 Vx—
Solucion
1
La funcién = es continua en (3,7|y lim = o0, por defi-
0= (3.7]y lim |£(x)] =+,

nicioén se tiene

/7 dx . T dx
Iim —_—
3 vVx—3 e—0t J3re vVx—3

‘ 7

= Iim 2 (x—3)"/?

e—0t

3+e =2 {41/2 B 81/2} =4
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dx
vVx—3

Definicion 8.2.2 — Integrales con discontinuidad en el exiremo supe-

rior del intervalo de integracion.

Sea f : [a,b) — R una funcién continua en [a,b) y si Hr;? |f(x)| = 4o
x—b~

7
Por lo tanto la integral / es convergente y su valor es iguala4. =
3

b
entonces la integral impropia / f(x)dx se define como
a
b b—e
/ f(x)dx= lim f(x)dx.
a e—0t a

Si dicho limite existe, diremos que la integral impropia es convergente, en
caso contrario diremos que es divergente.

dx

4
= Ejemplo 207 Analizar la convergencia de / )
2 X—

Solucion

La funcion f(x) = 3
x —_—

definicién se tiene

es continua en [2,4), y 1im |f(x)| = oo, luego por
4 x—4-

4—¢

4 3 4—¢ 3
/ dx = lim dx= lim 31n|x—4|
2 x—4 =0t J2 x—4 =0t 2

= lim [3In|—2|—3In|—¢|] =3In2+ o0 = +oo
£—0"

3
x—4
Definicion 8.2.3 — Integrales con discontinuidad en el interior del

intervalo de integracioén.
Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] excepto en ¢, donde

4
Por lo tanto la integral / dx es divergente. "
2

b
a<c<bysi 1i_1>n | f(x)| = +eo entonces la integral impropia / f(x)dx se
x—c a

define como
b c b
/af(x)dx = /af(x)dx—i—/c f(x)dx
c—€ b
hm/a f(x)dx+ lim /c+8f(x)dx

e—0t e—0t

Si ambos limites existen, diremos que la integral impropia es convergente,
en caso contrario diremos que es divergente.
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Ejercicios resueltos

= Ejemplo 208 Analizar la convergencia de la siguiente integral:

4o 1 p
A x24+6x+5 o
Solucion
1 1

2H6x+5  (x+5)(x+1)
por definicién se tiene

oo 1 . oo 1 .
_[; 216x+5 X_A xt32-22 Y

La funcién f(x) = es continua en [4, +oo), luego

b 1 b 1

= 1’ A~ d - 1, 7d

biTmA 32 —2 T ey 5 )

I /bl L )ar=1 tim [nfe+ 1]~ Injr+ 5]
= |im — — = — 1rn n —1n

b+t g 4 \x+1 x+5 . 4 p—+ o o 4

1 x+1]1° 1 b+1 5

lim In =- i In|——|—-In—-
4b—>+oo x+5||, 4b_1>r£°o { b+5 9]
b+1

In 5 1 mn( 1m b+1 1 5
J— — — —_— ni
b+5 "4 h—>+oo b+5 9

— § lnl—ln§
9 9

La integral es convergente. .

=2 LETM In

= Ejemplo 209 Calcule el valor de ¢ para que la integral impropia

te 2 c . .
— dx sea convergente y determinar el valor de esta inte-
2 x+3 x—1

gral, para el valor ¢ hallado.

Solucion
2
x+3 x-—1

La funcién f(x) =

se tiene

teo /2 c by 2 c
I= — dx= 1 — d
/2 (x—|—3 x—1> * b—1>141rloo 2 <x+3 x—l) *

= Iim [2In|x+3|—clnjx—1[]5= lim [2In|b+3|—cIn|b—1]|—2In5]
b—r+o0 b—r+-o0

= lim |(In| ———%— =In| lim | ———%—
b—r—+oo 25(b— 1)‘ b—s+eo \ 25 (b — 1)‘

es continua en [2,+oeo), luego por definicién
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Para que el limite exista, el grado del numerador debe ser igual al grado del
denominador, por tanto ¢ = 2, asi

/+°° 2 2 detml 1 b*+6b+9 | 1
- =In|lim (55— || =lh—
by \x+3 1) bstee \ 2552 — 50b + 25 25

= Ejemplo 210 Analizar la convergencia de la siguiente integral:

0 eX—e

Solucion

La funcién f(x) =

x=0y lim |f(x)| = +eo, luego por definicion se tiene
x—0F

- — es continua en (0, 1] tiene asintota vertical en
g

1
= lim = lim / ——
0 X —e X g0t O+g€x—€ X et e eX—

Resolviendo la integral indefinida, si u = ¢*, tenemos du = e¢*dx

e*dx du A B
- = = du; donde A=1/2; B=-1/2
/ezx—l /u2—1 /(u—1+u+1)  donde / /

du 1, jlu—1 1. |ef—1
= —— ==1 =1 K.
/u2—1 2nu—|—1' 2nex—|—1'+
Luego,
I dx o fetdx 1 =1
/ = lim [ —— = lim ~In
0 eX—e™* e—0+tJe e —1 g0+ 2 |e¥+1 e
3 e—1 ef—1
= = lim |In
2 g0+ e+1 et +1
1. |le—1
= —1 — (—o0) = 4o
2 et ‘ (meo) =+
La integral es divergente. .
x
= Ejemplo 211 Analizar la convergencia de la integral / ——dx
w 1+

Solucion
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Hoo o 0 o too o
I = = ¢ 4
/_oo 14 e2x * /_m1+e2x x+/0 14 e2x .

0 b

= I —d I —_—
b—1>moo » 1+e2* x+b—1>r£oo 0 l—l—ezx

= I t + I t
Jm_arc an(e")[) + Jm are an(e" )|O

= lim <arctan1 — arctan eb> + lim (arctan ¢ — arctan 1)
b——o0 b—+-o0
T T
= Z — lim arctane’ + lim arctane’ — =
b——oo b—s—+oo 4
= —arctan( lim &’ > -+ arctan ( lim &’ >
b——oo b—>+°°
T
= —arctanQ + arctan(—+o0) = o+ F=Z
22
Por lo tanto la integral impropia es convergente. M
1
= Ejemplo 212 Analizar la convergencia de la siguiente integral / de
-2 (1—x
Solucion
1
La funcién f(x) = W es continua en [—2,1) U (1, +oo) y
1—x
hrr} | f(x)] = oo, luego por definicién se tiene
x—

te 1 e ~2/3
dx = / 1-x)"23q
[2 (1_x)2/3 X 5 ( x) X
1
- / (1— 2/3dx+/ 2/3dx—l—/ )3 dx
-2

I

Desarrollando ;.

1-¢ 1—¢
L = lim (x—1)"Pdx= lim 3(x—1)1/3‘
e—0tJ-2 =071 -2
~ lim (3(—e>1/3—3(—3)1/3) —3V3
e—01
De manera similar I,
2 2/3 1/3]2
L = 1im [ (—1)dx= lim 3(x—1)" ‘
e—~0tJ1+¢ 0t 1+¢

— lim (3—3(1+e—1)1/3) = lim (3—331/3> —3

e—0t e—0t
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Desarrollando I3

b b
L o= lim [ (x—1)2?dx=lim 3 (x— 1)1/3‘
b—oo /D b—yoo 2
= Jim (3(6—1)"7=3) = 4o
b—yoo
Por lo tanto la integral impropia es divergente. "

2
= Ejemplo 213 Analizar la convergencia de la integral. /

1
—dx.
-3 {/(2—x)?
Solucion

1
La funcion f(x) = W es continua en [—3,2) y xligl* |f(x)] = oo,

luego por definicién se tiene

2 1 2—¢ 1
————dx = lim ———dx
/—3 V(2 —x)? e=0tJ-3  {/(2—x)?
2-e —2/3 1/3]|>°¢
— lim 2—x)Pdx= lim [—3(2—x) H
e—0t.J-3 e—0t -3
— 3 1m [81/3—51/3} =35
e—0t
Luego la integral impropia es convergente. "
+o0 1
= Ejemplo 214 Analizar la convergencia de / dx.
(=1 (= 1)?
Solucion
1

La funcién f(x) = es continua en (1, 4o0) y
(x— 1)+ (x—1)?

lim |f(x)| = oo, por definicién se tiene
x—1t

1

~+oo
I = / dx
1 (x—l)3/2—i-(x—l)1/2

/2 1 4 +oo 1 J
= x+/ X
D =124 x=D)2 7 1) =)V

I 7]

1
(x— 1)+ (x—1)?

Hallando / dx.Seax—1= tz, tenemos dx = 2dt, re-
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emplazando

1 1 1
dx = —2dt = | =——4d
/(x_1)3/2+(x_1)1/2 * /z3+t et /t2+1 !

= 2arctanf +C = 2arctanv/x— 1 +C

Luego para I,

2 1 2 1
L = / dx = lim/ dx
1 | (x_1)3/2+(x_1)1/2 e—0+ J1+e (x—l)3/2+(x—1)1/2
2
= lim [Zarctan\/x—l} = lim [Zarctanl—Zarctan\/1+8—1] :g

e—0t I+¢  e—=0t

para I,

oo 1 b 1
L = / dx= lim dx
2 (k=14 (x—1)/? bt )y (x— 132 4 (x— 1)1/
b
= lim [Zarctan\/x—l]zz Iim [Zarctan\/b—l—Zarctanl] :g

b—r o0 b—+oo
De donde
” : dx=" + Ten
=) e-nrT 202
Por lo tanto la integral impropia es convergente. .

~+oo
= Ejemplo 215 Analizar la convergencia de / |1 —x] O gy
1

Solucion

Por definicién de valor absoluto se tiene:
1—-x , x<1
’ l — x\ = )
x—1 , x>1

—(e-1)?

luego en la integral la funcién f(x) = |1 —x|e es continua en [1,+o0),

por definicién tenemos

~+oo
I = / |1—x|e_("_1)2dx
1

" oo b
= / (x—l)e_(x_l)zdx: Iim (x—l)e_(x_l)zdx

1 b—+o J1

1 12 b b 12 b 12
— lim [ e<x)] -~ lim {e()—l]——{lime()—l]
b=t | 2 | 2 b—s+oo b—s—foo

1 1

— _Zj0-1]==
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Luego la integral impropia es convergente. .
9 1
= Ejemplo 216 Analizar la convergencia de / 5 dx
0 (e/x—l) +v/x—1
Solucién
Como )
(Vx—1)" +Vx—1=0<= Va—1(Jx—1+1)=0<=x=10x=0.
1
Luego, la funcién f(x) = 5 es continuaen [0,1) U(1,9],y
(\3/x7 1 ) +v/x—1

usando la definicién tenemos

1

/9 5 dx
0 (\3/x—1) +v/x—1

! 1 9 1
/ 3 dx+/ 3 dx
0 (\3/x—1) +v/x—1 1 (\3/x—1) +vx—1

2 1 1 1

/ ; R a’x—i—/l ; PR dx

0 (Va—1)"+vx—1 ) (Wx—1)"+vx—1
9 1

+/ 3 dx
AT VT

3 1 1—¢ 1
— lim . dx+ 1im . dx
=0t Je (Yx—1)"+vx—1 es0t Sy (Va—1) +vx—1
9 1
+ lim dx.

0t Jive (Jx—1)" + Ja—1

Hallemos la integral indefinida, sea u® = x — 1, tenemos 3u’du = dx. Luego

1 2
/ . dx = / 3“ du:3/<1 )du
(V1) 4 a1 Wt u

= 3(u—Inju+1])
= 3(\3/x—1—1n \3/x—1+1D+C.

1
u+1
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Asi

12
I = lim 3 <\3/x—1—1n V141 ) 4
=0t £
1—¢
lim 3 (\3/x—l—ln Sr—1+1 ) n
e0+ 1/2
9
lim 3(\3/x—1—1n \S/x—1—|—1>
=0t 1+¢
= 3im [{/=1/2-m|y/~1/2+1 —<\3/8—1—1n \3/8—1+1m+
e—0T L

3 1im |[V=¢-In|vV=¢+1|~ (v/~1/2-1n

e—0t

31im [2—In3— (Ve—In|vVe+1|)]

e—0t
Ve—T+1| 20 —In|-Je+1|+

V)

— 31im |[-Ye—1+In

e—0t

In|v/e+1|+2+1n3]

\3/8—1+1‘+2+1n3] = oo,

3 {1 + lim In
e—0t

Luego la integral impropia es divergente. n

. . : T xdx
= Ejemplo 217 Analizar la convergencia de / —
—eo (14x?)

Solucion

La funcién f(x) = ———— es continua en (—eo, +0), luego por definicién
(1+x)

se tiene

+eo xdx 0 xdx T xdx
T o2 T 2 + L 2
—oo (14x2) —oo (14x2) 0 (1+x2)
. 0 xdx . b xdx
= lim — lim —
a——oo [, (1 +X2) b—r+o0 )0 (1 _|_x2)

1 o\ 1 1P
- _ I - - _
Za%Imw( 1+4+x2 a) +2b—1>IJIrloo< 1+4+x2 0)

1 1 1
= —f1m (1-—— )+ lim (1
2[H1mm< 1+a2>+birfw<1+b2 )]

1
= —5(1-0+0-1)=0.

Luego la integral impropia es convergente. "
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Funciéon Gamma

La funcién I": [0, +o0) — R es llamada funcién gamma y estd definida por

+o0
I'(p) :/ e “uP~du
0

Esta integral impropia es convergente para p > 0
Propiedades:

1. I(1)=1

2.T(p+1)=pI'(p), Vp>—1

3. Fn+1)—n‘ VnEZJr

—+oo
4. / e du ==

5T(N)=vm
= Ejemplo 218 Pruebe la propiedad I'(1) = 1.
Prueba.

En la definicién haciendo p = 1

ra) = / e*“ulfldu:/ e "du= lim [ e “du
0 0 b—+ /0

1
b~ lim [e*b—eo}:— lim [—1] 1

_ : U
= M [ ¢ ]0 b oo b—+oo | €0

b—r+oo

= Ejemplo 219 Pruebe la propiedad I'(p + 1) = pI'(p), Vp > —1.
Prueba.
En la definicidn, sea p > —1

I(p+1) = / e_“upH_ldu:/ e “udu= lim [ e "uPdu
0 0 b—+20J0

Integrando por partes. Sea

r=uf dv=e"du
dr = puP~! v=—e*"
P p —u|b b —u, p—1
I'(p+1) = bng —uPe ‘0+p A e "uP”du

bP b |
= lim [—b+0] +p lim e "u’"du
b—+-o0 e b—+o0 J0

~+oo
= 0+p/ e “uP~du
0
C(p+1) = pI'(p)
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= Ejemplo 220 Pruebe la propiedad I'(n+1) =n!, Vne Z*
Prueba.

I'(n+1) = nl'(n)
= nn—1)I'(n—1)
= nn—1)(n—-2)I'(n-2)

= n(n—1)(n—2)...2)(H)I(1)

= n!

= Ejemplo 221 Pruebe la propiedad I' (3) = /7

Prueba.
1 e —u, 11 e —u, —1
I'( = :/ e "uz du:/ e "u 2du
2 0 0

Sea u = %, tenemos du = 2tdt y cambiando los limites de integracién
siu — 0, tenemos que t — 0, y si u — oo, tenemos que # — +-co, reemplazando

FG) - /0+°° —2(=1) s = 2/“0 2t = \F .

0
= Ejemplo 222 Evalde / e "“wdu

oo

Solucion

0 ~+oo
/ e ddu = — / e uddu=—T(6) = —5! = —120
0

oo

5

o0
= Ejemplo 223 Evalie / e “udu
0

Solucion
o s 7\ 531_(/1\ 531 157
—u jd — F o :7771—* - - i
/o ¢ <2) 222 (2> 222VF=

~+o0
= Ejemplo 224 Evalie / xe ™ dx
0

Solucion
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Seat = x°, tenemos df = 3x%dx = 3t*/3dx. Ademais
cuando x — 0 tenemos que ¢ — 0, y cuando x — oo tenemos que ¢ — +-oo.
Reemplazando

/+wxex3dx = /+wt1/3e ( 2/3dt> / =B dr
0 3
- /+°° Sty =
3 3

1
= Ejemplo 225 Evalde / x*(Inx)’dx;beNya>0.
0

Solucion

t t
Seat = —(a+1)Inx, tenemos x = e~ at1, luego dx = —ﬁ e aridt. Ademds

cuandox -+ 0 =t 4o ysix — 1 =t — 0. Reemplazando en la integral:

1 0 ta —t b —1
I = /x"(lnx)bdx:/ e atl e aridt
0 o a+1 a+1

— (( 1i)b+1 / tbeftdt — (( li)b+1 / t(b+1)*leftdt
a—+ a—+
(_1)b+1

/2
= Ejemplo 226 Calcule / tan® xsec® xe ¥ dx
0

Solucion

Sea u = tanx, tenemos du = sec? dx, cambiando los limites, si x — 0 implica
u— 0" ysix— /2 implica u — +oo.
Reemplazando

/ tan® xsec? xe ™ " dx = / ube™du=T(8+1) = 8! =40320
JO 0

o] 1
= Ejemplo 227 Calcule / ———dx
0 vV—2lnx

Solucion
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Si —Inx = ¢, implica x = e/, con ello dx = —e~'dt, cambiando los limites de

integracion, si x — 0, tenemos t — +oo, y si x — 1, tenemos ¢t — 0. Luego:

bt = gt =G5 e
1 1 1
= ﬁr(): V.

o0
= Ejemplo 228 Calcule / 265 gy
0

Solucion

Seax = ul/ 5 tenemos dx = %u“‘/ Sdu, cambiando los limites de integracion,
six =0, tenemos u = 0, y si x — +oo, tenemos u — oo, luego

; - /+°°<u1/5>3/2e—u 1 a5 du:1/+wu_l/ze_”du
0 5 5Jo
Lt o, o 1 (1
= — 2 — —
5/0 u?- e “du 5F<2>

+oo .
= Ejemplo 229 Calcule I = / a ™ dx;a,b e N*yce Q"
0

Solucion

Con el fin de que el integrando tenga la forma de la funcién gamma, reescribi-
mos a = €™, con ello

oo oo —bx° +oo
I:/ a_bxcdx:/ <eln“> " dx:/ e~bnalx gy
0 0 0

Seat = b(Ina)x‘, tenemos dt = bc (Ina) x*~'dx, ademds:
cuando x — 0, tenemos t — 0 y si x — oo, tenemos t — —+oo. Luego

e T xdt
I = = X
/0 ¢ b lna be(Ina)xc—1 /

1 ¢1 R B
= - tedt
<blna) c/o ¢

1
c

- <b111a> or (i>
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Funcién Beta

Sea B :RT x RT — R es llamada funcién beta y estd definida por

1
B(m,n) :/0 W (1 —u)" " du

que resulta convergente paratodom >0y n > 0.

Propiedades
1. B(m,n) :?‘En,)mll( )
2. B(m,n) = F(T—Fn)ﬁ
3. %B (ol ntly = 02 sen” @ cos" 0 dO
4. B(p,1=p)=T(p)L(1-p)= sen(zp) 0 <P <1

= Ejemplo 230 Pruebe la propiedad B (m,n) = B(n,m)

Prueba X
En la definicién B (m,n) = / W™ (1 —u)" du
0
Haciendo t = 1 — u, tenemos dt = —du; cambiando los limites de integracion

siu =0, tenemos ¢t =1y siu =1, tenemos ¢t = 0, reemplazando

B(m,n) — —/lo(l—t)m_lt”_ldt

1
= / (1 =) dr
0
= ﬁ (I’l, m)
Es llamada propiedad de simetria. .

s

= Ejemplo 231 Pruebe la propiedad B (o) = / " sen™ 6 cos" 0 dO
0

Prueba
Usando la definici6n para 8 (TJr, %) tenemos

1
B L_’_l,n_‘_l = / u%fl(l—u)%fldu
2 2 0

sea u = sen? 0, tenemos du = 2sen 6 cos 8 d6. Cuando u = 0, tenemos 6 = 0,
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s

y siu =1, tenemos 6 = 7, asf
m+1 n+1
ﬂ( 2 2 > _/
_ /(
= 2/7sen 0 cos" 0 db

1 1
ﬁ<m+ n42—> = / sen” B cos" 6 dO
0

NN o

1
= Ejemplo 232 Evalie / u*(1—u)’du
0
Solucién

L(5)04) 431 1
) 8 280

/01 (1 —u)du = B(5,4) =

0
= Ejlemplo 233 Evalie / w? (1 —u)3du
1

Solucién
0 1
/u%(l—u)%du = —/ u%(l—u)%du:—ﬁ (3,7>
1 0 2°2
31
_Tre) _ Y'aVT
B ra) 2 8

= Ejlemplo 234 Evalie / ® cos* 0 d6
0

Solucion

Dando la forma de una funcion beta

3 3 1,/0+1 4+1
/2cos49d0 = /zsenoecos‘LGdG—2[3<+ +>:
JO 0

IT(HCG)  1VE3IVT _ 3=

— sen’ 9)%2sen9 cos 6 do

(cos 9)%2“}1’19 cos6 do
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1
= Ejemplo 235 Evaliie / y 131 —y)Ray
0

Solucion
/Oly_l/s(l_y)]/sdy _ ﬁ@j):r(z/i)(g)@m
r(2/3)50(1/3) 1
= S T (- 1/3)1(1/3)
1 T T

6sen(r/3) 33

4
= Ejemplo 236 Evalie / /(x—1)2(4 —x)3dx
1

Solucion

1:/]4 5 (x—1)2(4—x)3dx:/]4(x_1)2/5(4_x)3/5dx

Sea x — 1 = 3z, tenemos dx = 3dz. Cambiando los limites de integracion, si
x =1, tenemos z =0y si x =4, tenemos z = 1.
1 7
/ 11-2)5 s
0

I = /01(3Z)§(3—3z)§(3dz):9/01 21—z
98 <7 8>_9F(§) r¢) 92)r(2) (g)p(%)

55 r(3) 2
- () () =5 (-3)r() - Faoes

= Ejemplo 237 Si 38(a,b) = / cos!¥/2 (%) dx, calcule el valor de
E=a+b.

Solucion

Sea 6 = %, tenemos d6 = % dx , ademds, si x =0, tenemos 8 =0 y si
x=3m, tenemos 6 = 7

6 [7/2 /2
Bla.b) = 3 / cos'/20d0 =2 / sen’@ cos'>/? 040
0
O—i-l 15—!—1 117
= 2= = -
w55 (6)
De donde:
1

a=s5y b:%.DeestéformaE:a—Fb:%%—(%):¥. .
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1
= Ejemplo 238 Calcule / (1 — tz)ndt, donde n € N*.
—1

Solucion

1 I
Como (1—tz)"esunafunciénparentonces/ (l—tz)ndt:2/ (1—2)"dr.
1 0
1
Seau =12t du = 2tdt, llot = —~=du.
eau enemos du conellot = = T u

Sit— 0%, tenemos u — 0" y sit — 17, tenemos u — 1~. Luego

1 1 1 1 1
1—-)"dr = 2/ 1—u)" du:/ 1—u)™ 12 qu
[ 0=7) w5 = [0

_a(! T(HT@E+1)  T(y)n!
_ﬁ<2’”+1>_ T(n+3)  Tn+l+1)
_ Nz

(n+3)T(n+3)

/2
s Ejemplo 239 Calcule / sen®x dx
0

Solucion
Se tiene
%/2 /2 1 (441 0+1
/ sen*xdx = / sen*xcos’xdx = = B L, e
0 0 2 2 2

1,/51 1T rd) 1+ ey
B(35) =3 =

305+ 1I(3) 31 (1Y _3
4 2! 8

oo W 13 t
= Ejemplo 240 Calcule I = / cos” (are an2x ) sen ” (arctan ) dx.
0 x*+1

Solucion

Sea u = arctanx, tenemos du = . Ademas

x
_ T
six — 0, tenemos u# — 0, y si x — oo, tenemos u — % Reemplazando tenemos
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una funcién beta
: 1, (3+1 13+1
I = /00055/3(u)senn(u)du:2ﬁ(32 ,;)
_ 1ﬁ<4 7>:1r(§) rm _1 6!-I'(%)
P37 aT () L)
1 6!
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8.6 Ejercicios propuestos

1. Evaluar las siguientes integrales:

o0
a) / xPe ¥dx Rpta. 2
0
T xdx
b —_— Rpta. 0
) [m (1+22)2 pia
2 dx
_— Rpta. 0
/O Vx(2—x) P
~+oo
d) / e dx Rpta. 6
9
) / xz 2/3 Rpta. 2
1
1) / xInxdx Rpta. ~1
T
Rpta. —
8 /oo x2—|-4x+9 pta V5

2a
2/3
h) / e a2 g A Rpta. 4a%/

2. Analizar la convergencna de las siguientes integrales

a) / — ) Tz Rpta. Converge
b) / 2‘X|dx Rpta. Converge
—+co
c) / 1 —|—x2 Rpta. Diverge
b dx
d) ———,dondea<b,meZ,m+#1
m
a (x - a)

Rpta. Si m < 1, converge; si m > 1, diverge
T dx
e)/ x2V/x2—1
Sdx
f)/ X2 —3x+2 3x+2
'n(1—x
)/ \4/1—
R iy ==
) 2 /(x—2)(4—x)
V2
1)/0 P
1 1

3. / g
0 v—3nx
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4 6~*d
0 2
ooefx

5. dx
0 Vx

6. / (xInx)>dx
0
1

7. / (Inx)*dx
01 .

o [
0 /1—x
8

9. / x_%(Z—x%)‘lex
0
1

10. / x(1—x%)"2dx
07'6/2

11./ sen® 6 cos® 046
0
T

12./ sen’ 0d0
027t

13./ cos’ 0d6
075/2

14./ sen? 6 cos> 0dO
0
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8.7 Algunas formulas
Reglas de derivacion

Sean f y g funciones diferenciables, ¢ y n son niimeros reales arbitrarios.

1. dZX(C) =0

2. cﬁ_lx(Cf(X))—Cf'(x)

3 () +800) = () 2

45 (F08() = (0)8() + (g )

sl (f(X) _ (8 — Fg (x
@\l 4@’

6. Cﬁjc(f(g(x))) =f'(g(x)) g (x)

7. cgc(x") = nx"!

8. ‘ﬁjc(ex) e

9, cgf(m) —axlila

10, cgc(ln|x|) — 2 x40

1. cgc(senx) — cosx

12, Cgc(cosx) — _senx

13. cgc(tanx) = sec’x

14. Lgc(cotx) = —csc?x

15. ‘g'lx(seCX) = secxtanx

16. Céx(cscx) = —cscxiotx

17, - (areseny) = ——

18, 4 (arccost) = -

19, %(arctanx) _ 1+1x2

Regla del producto

Regla del cociente

Regla de la cadena

Regla de la potencia



196 Capitulo 8. Integrales impropias

Trigonometria

sen” 0 +cos’ 0 = 1
1 +sec?8 = tan’ 0
1+csc20 =cot? 0
sen(—0) = —sen6

B) =senAcosB—cosAsenB
B) = cosAcosB —senAsenB
B) = cosAcosB+senAsenB
=2senAcosA

= cos’A —sen’A

5, 1—cos(24)

PN AL =
o
o
2]
—~
|
~—
I
(@]
o
2]
5o

0
+B) =senAcosB -+ cosAsenB
_|_

—_—
— O O
O »v O
o @ O
» B »
ISNSEN
NN
SN—

12. sen“A 5
1 2A
13. cos’A = HL()
2
Logaritmos
1
1. logyx = 9%a* " cambio de base
08,4
2. log,x = Inx
3. In(xy) =Inx+Iny
4. (%) =nx—Iny
y
5. In(x") = rlnx
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El acelerado avance de la ciencia y
tecnologia en este casi primer cuarto
de siglo XXI, nos invita a reflexionar y
a priorizar qué contenidos deberian de
formar parte de la curricula de un curso
de calculo integral. En la consecucion de
este objetivo, tratamos que através de una
sinergia de profesores con experiencia en
el dictado del curso, brinden un material
de mucho valor tanto didactico como
practico, que sera parte elemental en la
formacion de los estudiantes de ciencias
e ingenieria.

Esta obra esta dirigida a estudiantes de
ciencias e ingenieria. Su proposito es el
de proporcionar una exposicion flexible
de los métodos de integracion que es la
parte principal de este texto.
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