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Prólogo III

1. Coordenadas Polares 1

1.1. Sistema de coordenadas polares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Relación entre coordenadas polares y rectangulares . . . . . . . . 4
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Prólogo

Los autores aprovechan su experiencia académica para escribir y presentar 

el libro, Cálculo para Ciencias, con la intención de proporcionar un fundamento 

sólido de los principales temas que forman parte de los cursos de matemática 

universitaria y, al mismo tiempo, señalar la trascendencia e importancia de 

la matemática en la solución de problemas que se presentan en la vida real.

Creemos que un texto de esta naturaleza es adecuado para los estudiantes 

de ciencias e ingeniería, cuya relación con las aplicaciones les resultará una 

experiencia motivadora y alentadora. El único requisito matemático esencial 

es haber cursado cálculo diferencial e integral en la universidad.

El libro está organizado por capítulos y, en cada una de ellas se comienza 

por establecer las definiciones, propiedades, teoremas de los temas a tratar 

en él. Además de los ejemplos que ilustran y aclaran los conceptos teóricos 

expuestos, se finaliza con una lista de ejercicios propuestos que ayudará a 

reforzar los conocimientos adquiridos.

Los autores



Caṕıtulo 1

Coordenadas Polares

En los cursos previos a este curso se ha utilizado el sistema de coordenadas
cartesianas como referencia para la ubicación de puntos en el plano. Sin embargo
existen otros sistemas de coordenadas que para determinados problemas pueden
ser utilizados con mayores ventajas que el cartesiano. Uno de estos sistemas es
el de coordenadas polares que definiremos a continuación.

1.1. Sistema de coordenadas polares

Para definir las coordenadas polares de un punto en el plano fijamos inicial-
mente en él un punto O al que denominaremos polo y una semirecta ( rayo)
horizontal fija con origen en el polo a la que llamaremos eje polar (Ep). Las
coordenadas polares de un punto cualquiera del plano polar son P (r, θ) , donde
r : radio vector.
θ : ángulo polar expresado en radianes.

Ep

Figura 1.1:

Es importantes destacar las siguientes observaciones:

1. La longitud del radio vector es la distancia medida desde el polo al punto
P, esto es |r| = d (O,P ) = |OP |.

2. El ángulo polar se mide como en trigonometŕıa y tiene: lado inicial (eje
polar), vértice (el polo) y lado final o terminal.

1



1.1. Sistema de coordenadas polares 2

3. El ámgulo θ es positivo cuando se mide en sentido antihorario y es negativo
cuando se mide en sentido horario.

4. Si el radio vector r es positivo, entonces el radio vector OP se encuentra
en el lado final del ángulo θ; en cambio si el radio vector r es negativo,
entonces el radio vector OP se encuentra en la extensión o prolongación
del lado final del ángulo θ, pero sobre el rayo π + θ. (Ver figura 1.2)

EpEp

Figura 1.2:

5. Las coordenadas polares de un punto dado no son únicas, es decir infinitos
pares de la forma (r, θ) tienen asociados el mismo punto debido a que θ y
θ + 2nπ, n ∈ Z determinan la misma dirección. Aśı también la dirección
opuesta a la determinada por el ángulo θ + π es (r, θ) o bien (−r, θ + π)
que son dos representaciones de un mismo punto. En general,

P (r, θ) = P ((−1)n r, θ + nπ) , n ∈ Z.

6. Cualquier par de coordenadas de la forma (0, θ) representa el polo.

Nota: Se denomina par principal al par (r, θ) , r > 0 y 0 ≤ θ ≤ 2π.

Ejemplo 1.1 En un sistema polar grafique los puntos dados y luego encuentre

sus equivalentes :

P1

(

4,
π

3

)

, P2

(

4,−
π

6

)

P3

(

−2,
3π

4

)

Solución.

Para el punto P1

(

4,
π

3

)

.
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Ep

Figura 1.3:

Los puntos equivalentes son:
(

4,
7π

3

)

,

(

4,
−5π

3

)

,

(

−4,
4π

3

)

,

(

−4,
−2π

3

)

Para el punto P2

(

4,−
π

6

)

.

Ep

Figura 1.4:

Los puntos equivalentes son:
(

4,−
13π

6

)

,

(

4,
11π

6

)

,

(

−4,−
7π

6

)

,

(

−4,
5π

6

)

.

Para el punto P3

(

−2,
3π

4

)

.

Los puntos equivalentes son:
(

−2,
11π

4

)

,

(

−2,−
5π

4

)

,

(

2,
7π

4

)

,

(

2,−
π

4

)

.
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Ep

Figura 1.5:

1.2. Relación entre coordenadas polares y rectangu-

lares

En ciertas situaciones es necesario transformar la ecuación cartesiana de un
lugar geométrico en la respectiva ecuación polar y viceversa. Las fórmulas que
permiten estas transformaciones se pueden determinar fácilmente si consider-
amos un sistema rectangular y un sistema polar de manera que el origen y la
parte positiva del eje X del primero se hacen coincidir con el polo y el eje polar
del segundo; y la parte positiva del eje Y con el rayo para la cual θ = π/2, tal
como se indica en la Figura 1.6

Ep

Figura 1.6:

Sea P un punto cualquiera que tenga por coordenadas cartesianas (x, y) y
por coordenadas polares (r, θ) . Entonces, de la figura 1.6, se deducen inmedi-
atamente las relaciones siguientes:
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x = r cos θ, y = rsenθ ............(1)

x2 + y2 = r2 ⇒ r = ±
√

x2 + y2 ............(2)

tan θ =
y

x
, x ̸= 0 ⇒ θ = arctan

y

x
............(3)

Ejemplo 1.2 Halle las coordenadas cartesianas de cada uno de los siguientes

puntos: P1

(

6,
5π

4

)

, P2

(

−4,
4π

3

)

y P3

(

−2,−7π

6

)

.

Solución.

Para el punto P1 se tiene r = 6 y θ =
5π

4
. Luego, usando las relaciones (1)

y (2) tenemos:

x = r cos θ = 6 cos
5π

4
= 6

(

−
√
2

2

)

= −3
√
2

y = rsenθ = 6sen
5π

4
= 6

(

−
√
2

2

)

= −3
√
2

P1

(

−3
√
2,−3

√
2
)

De igual forma para P2 con r = −4 y θ =
4π

3
, tenemos:

x = r cos θ = −4 cos
4π

3
= −4

(

−1

2

)

= 2

y = rsenθ = −4sen
4π

3
= −4

(

−
√
3

2

)

= 2
√
3

P2

(

2, 2
√
3
)

Por último para P3 con r = −2 y θ = −7π

6
, tenemos:

x = r cos θ = −2 cos

(

−7π

6

)

= −2

(

−
√
3

2

)

=
√
3

y = rsenθ = −2sen

(

−7π

6

)

= −2

(

1

2

)

= −1

P3

(√
3,−1

)
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Ejemplo 1.3 Halle un par de coordenadas polares correspondiente a los puntos:
a) P1 (0,−1) b) P2

(

2,−2
√
3
)

.

Solución.

a) Usando las relaciones de transformación (2) y (3) , tenemos:

r = ±
√

x2 + y2 = ±
√

02 + (−1)2 = ±1

tan θ =
y

x
=

−1

0
⇒ θ =

π

2
, −

π

2

Por lo tanto el par de puntos en coordenadas polares son: P1

(

−1,
π

2

)

o

P1

(

1,−
π

2

)

.

b) De las relaciones (2) y (3) , tenemos:

r = ±
√

x2 + y2 = ±
√

22 +
(

−2
√
3
)

2

= ±4

tan θ =
y

x
=

−2
√
3

2
⇒ θ =

5π

3
,
2π

3

Por lo tanto el par de puntos en coordenadas polares son: P1

(

4,
5π

3

)

o

P1

(

−4,
2π

3

)

.

Ecuaciones polares

Definición 1.1 Una ecuación polar es una expresión de la forma

F (r, θ) = 0

donde F (r, θ) es una función que depende de los parámetros r y θ.

Cabe señalar que una ecuación en coordenadas cartesianas tendrá asociada
una ecuación polar y reciprocamnete.

Ejemplo 1.4 Halle la ecuación polar del lugar geométrico cuya ecuación carte-
siana es

x2 − 4y − 4 = 0.
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Solución.
Reemplazando las relaciones (1) y (2) en la ecuación dada, se obtiene

r2 cos2 θ − 4rsenθ − 4 = 0.

Ejemplo 1.5 Halle la ecuación cartesiana del lugar geométrico cuya ecuación

polar es

r =
4

1 + 2 cos θ
.

Solución.
Primero es conveniente reescribir la ecuación dada en la forma

r = 4− 2r cos θ.

Sustituyendo r =
√

x2 + y2 y r cos θ = x, tenemos

±

√

x2 + y2 = 4− 2x.

Luego, elevando al cuadrado y efectuando operaciones se obtiene la ecuación
rectángular de la hipérbola

x2 − y2/3− 8x/3 + 16/3 = 0.

Ecuaciones equivalentes

Teniendo en cuenta que los pares ordenados (r, θ) y ((−1)n r, θ + nπ) para
cualquier n ∈ Z representan el mismo punto, se tiene la siguiente.

Definición 1.2 Decimos que dos ecuaciones en coordenadas polares F (r, θ) =
0 y G (r, θ) = 0 son equivalentes si cualquier punto que satisface a una de ellas

satisface a la otra.

A partir de la definción podemos decir que dos ecuaciones equivalentes tienen
la misma gráfica. Para determinar si las ecuaciones F (r, θ) y G (r, θ) = 0 son
equivalentes debemos sustituir (r, θ) por ((−1)n r, θ + nπ) en una de ellas para
obtener la otra.

Ejemplo 1.6 Las ecuaciones equivalentes a la ecuación polar r = 3+cos θ son

de la forma

(−1)n r = 3 + cos (θ + nπ) .

Es decir, r = 3 + cos θ y r = −3 + cos θ son equivalentes y por lo tanto

describen el mismo lugar geométrico.
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Distancia entre dos puntos en coordenadas polares

La distancia d entre dos puntos cualesquiera en coordenadas polares P1 (r1, θ1)
y P2 (r2, θ2) está dada por

d =
√

r2
1
+ r2

2
− 2r1r2 cos (θ1 − θ2).

La deducción de esta fórmula se puede realizar a partir de la figura 1.7 ,
usando la ley de cosenos.

Ep

Figura 1.7:

Ejemplo 1.7 Calcule la distancia en tre los puntos P1

(

−3,
5π

12

)

y P2

(

5,
π

12

)

.

Solución.

d =

√

(−3)2 + 52 − 2 (−3) (5) cos

(

5π

12
−

π

12

)

=

√

34 + 30 cos
π

3
=

√

34 + 30

(

1

2

)

=
√

49

= 7.
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1.3. Ecuaciones polares y sus gráficas

1.3.1. Ecuación de la recta en coordenadas polares

Proposición 1.1 La ecuación polar de una recta L que no pasa por el polo

está dada por:

L : ρ = r cos (θ − w) . (1.1)

Ep

Figura 1.8:

En el triángulo ONP (ver figura 1.8) se verifica que

ρ = r cos (θ − ω) , ρ > 0, 0o ≤ ω ≤ 360o

donde

ρ : Longitud de la perpendiculaar ON

ω : ángulo de la normal ON

P (r, θ) : punto genérico de L

Los casos particulares de la ecuación (1.1) son las siguientes:

1. La ecuación polar de una recta que pasa por el polo (0, θ) es:

L : θ = c, 0 ≤ c < π
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Ep Ep

Figura 1.9:

2. La ecuación polar de una recta que es perpendicular al eje polar y está a

ρ unidades del polo es:

±ρ = r cos θ, ω = 0 ρ > 0

Si ρ tiene signo positivo, entonces la recta L se encuentra a la derecha del

polo.

Si ρ tiene signo negativo, entonces la recta L se encuentra a la izquierda

del polo.

Ep Ep

Figura 1.10:

3. La ecuación polar de una recta que es paralela al eje polar y está a ρ

unidades del polo es:

±ρ = rsenθ, ω =
π

2
, ρ > 0

Si ρ tiene signo positivvo entonces la recta L se encuentra por arriba del

eje polar.
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Si ρ tiene signo negativo, entonces la recta L se encuentra abajo del eje
polar.

Ep

Ep

Figura 1.11:

1.3.2. Ecuación polar de una circunferencia

Proposición 1.2 La ecuación polar de una circunferencia con centro en el

punto (ρ, α), y radio a, a > 0 es:

C : r2 + ρ2 − 2rρ cos (θ − α) = a2 (1.2)

Ep

Figura 1.12:

Los casos particulares de le ecuación (1.2) son las siguientes:

1. La ecuación polar de una circunferencia con centro en el polo es:

C : r = ±a
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Ep

Figura 1.13:

2. La ecuación polar de una circunferencia que pasa por el polo y cuyo centro

está sobre el eje polar es:

C : r = ±2a cos θ

El signo es +, si el centro está a la derecha del polo.

El signo es −, si el centro está a la izquierda del polo.

Ep Ep

Figura 1.14:

3. La ecuación polar de una circunferencia que pasa por el polo y cuyo centro

está sobre el eje a 90◦ es:

C : r = ±2a senθ

El signo es +, si el centro está arriba del polo.

El signo es −, si el centro está abajo del polo.
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Ep

Ep

Figura 1.15:

1.3.3. Ecuación general de las cónicas en coordenadas Polares

Definición 1.3 Sea LD una recta fija en el plano y F un punto fijo no con-
tenido en esa recta. Se llama cónica al conjunto de todos los punto P en el
plano, tal que la razón de su distancia de P a F y la distancia de P a LD es una
constante positiva e. La cónica es una parábola si e = 1, una elipse si 0 < e < 1
y una hipérbola si e > 1.

La recta fija LD se llama directriz, el punto fijo F , foco, y la constante
positiva e, excentricidad de la cónica.

Teorema 1.3 Sea e la excentricidad de una cónica cuyo foco está en el polo y
a p unidades de la recta directriz, LD, correspondiente.

1.) Si el eje focal coincide con el eje polar, la ecuación de la cónica es de
forma

r =
ep

1± e cos θ
. (1.3)

Se considera el signo +, si LD está a la derecha del polo.

Se considera el signo −, si LD está a la izquierda del polo.

2.) Si el eje focal coincide con el eje a
π

2
, la ecuación de la cónica es de la

forma

r =
ep

1± e senθ
. (1.4)

Se considera el signo +, si LD está arriba del polo.

Se considera el signo −, si LD está abajo del polo.

Prueba.

La demostraćıon de los resultados en el teorema tienen un proceso similar,
por lo que haremos uno de ellos.
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Ep

Figura 1.16:

Sea P (r, θ) un punto genérico de la cónica y LD su recta directriz corre-
spondiente al foco ubicado en el polo. Desde P trazamos las perpendiculares
PB y PC al eje polar y a LD respectivamente.

Según la definición general de cónica, el punto P debe satisfacer la condición

e =
d (PQ)

d (P,LD)
. (1.5)

Ahora, en la figura observamos que

d (PQ) = r

y
d (P,LD) = d (D,O) + d (O,B) = p+ r cos θ.

Entonces, sustituyendo estos valores en (1.5), obtenemos

e =
r

p+ r cos θ
.

Lo que implica que

r =
ep

1− e cos θ
.
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Ejemplo 1.8 Identifique la cónica cuya ecuación polar es

r =
12

2 + cos θ
.

Luego, halle las coordenadas polares del centro y vértice y las longitudes de los

ejes y del lado recto.

Solución.

Ep

Figura 1.17:

Dividiendo por 2 tanto al numerador como al denominador de la a ecuación
dada, resulta

r =
6

1 + 1

2
cos θ

.

Ahora comparando con la ecuación (1.3), vemos que la excentricidad es
e = 1/2 y por tanto, la cónica corresponde a una elipse. Además, de ep = 6 se
deduce que d = 12.

Los puntos extremos del eje mayor encontramos haciendo θ = 0 y θ = π.
Esto es, V1 (4, 0) y V2 (12, π), lo que implica que la longitud del eje mayor es
2a = d (V1, V2) = 16 y a = 8.

El centro de la elipse es el punto medio (4, π) del segmento que une V1 y
V2. Por otro lado, del hecho que e = c/a se obtiene c = 4; y de la relación
a2 = b2+c2 se obtiene b = 4

√

3. Por tanto la longitud del eje menor es 2b =
√

6.
Haciendo θ = π/2 se tiene r = 6, y aśı la longitud del lado recto es 12.

Aśımismo, de la relación
2b2

a
= 12 se obtiene b = 4

√

3, por lo que la longitud

del eje menor es 2b =
√

6.

Ejemplo 1.9 Identifique la cónica y luego grafique

r =
6

1− senθ
.
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Solución.

En este caso la excentricidad es e = 1 y por tanto la cónica representa una
parábola. Por otro lado, de ep = 6 se obtiene p = 6.

Ep

Figura 1.18:

Ejemplo 1.10 Identifique la cónica cuya ecuación polar es

r =
6

2 + 4 cos θ
.

Solución.

Dividimos por 2 tanto al numerador como al denominador de la ecuación
dada para obtener

r =
3

1 + 2 cos θ
.

Luego, comparando con la ecuación (1.3), vemos que la excentricidad es e = 2.
Por tanto, la cónica es una hipérbola. Además de ep = 3 se tiene p = 3

2
.

1.4. Trazado de curvas en coordenadas polares

En esta sección consideremos el trazado de curvas en coordenadas polares
F (r, θ) = 0. Para este propósito se recomienda realizar los pasos siguientes:

1. Intersecciones

a) Con el eje polar

Hacemos θ = 0 para encontrar los valores de r.

Hacemos θ = π para encontrar los valores de r.

En general, podemos hacer θ = nπ, n ∈ Z.

b) Con el eje normal (Eje a
π

2
)
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Hacemos θ = π/2 para encontrar los valores de r.
Hacemos θ = 3π/2 para encontrar los valores de r.

En general, podemos hacer θ =
π

2
+ nπ, n ∈ Z.

2. Rectas tangentes al polo.
Estas son rectas tangentes a la curva y el punto de tangencia es el polo.

Su forma general es θ = θk (constante) y se determina haciendo r = 0 en la
ecuación polar y luego resolviendo para θ.

3. Simetŕıas.
La prueba para averiguar la simetŕıa de una curva de ecuación polar se

resume en la siguiente tabla.

Simetŕıa con respecto al:
La ecuación polar no se altera, o se transforma
en una ecuación equivalente

Eje polar
a) se sustituye θ por −θ, o
b) se sustituye θ por π − θ y r por −r

Eje a π

2

a) se sustituye θ por π − θ, o
b) se sustituye θ por −θ y r por −r

Polo
a) se sustituye θ por π + θ, o
b) se sustituye r por −r

En la figura ilustramos el resumen de la tabla.

EpEp Ep

Simetría�con�respecto�al�eje�polar Simetría�con�respecto�al�eje�a�90º Simetría�con�respecto�al�polo

Figura 1.19:

4. Extensión.

Consiste en despejar r en función de θ ( r = f (θ) ) y analizar la variación
de r y θ.
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Si r es finito para todo los valores de θ, se trata de una curva cerrada.

Si r es infinito para ciertos valores de θ, entonces la curva es abierta .

5. Tabulación.
Consiste en asignar valores particulares a θ para obtener el valor o valores

reales correspondientes de r.

6. Trazado de la gráfica.

Con los valores de las coordenadas obtenidas en el paso 5 y mas la informa-
ción obtenida en los pasos anteriores se procede a bosquejar la curva.

Ejemplo 1.11 Discutir y graficar r = 5 (1 + cos θ) .

Solución.

1. Intersecciones.
a) Con el eje polar.

Si θ = 0, entonces r = 10. Aśı, P1 (10, 0) .
Si θ = π, entonces r = 0. Aśı, P1 (0, π) .

b) Con el eje Normal.

Si θ = π

2
, entonces r = 5. Luego P3

(

5,
π

2

)

.

Si θ = 3π

2
, entonces r = 5. Luego P4

(

5, 3π
2

)

.

2. Tangentes al polo.
Hacemos r = 0 en la ecuación dada y resulta 5 (1 + cos θ) = 0. Al resolver

se tiene θ = π.

3. Simetŕıas.
Notemos que r = −5 (1− cos θ) es equivalente a la ecuación dada r =

5 (1 + cos θ) .

Con el eje polar.

a) Reemplazamos θ por −θ.

r = 5 (1 + cos (−θ)) = 5 (1 + cos θ) . Observamos que la ecuación dada no se
altera, y por lo lo tanto la curva es simétrica con respecto al eje polar.

b) Reemplazar θ por π − θ y r por −r, ya no es necesario realizar.



19 1.4. Trazado de curvas en coordenadas polares

Con el eje Normal.

a) Reemplazamos θ por π − θ.
r = 5 (1 + cos (π − θ)) = 5 (1− cos θ) .

b) Reemplazamos θ por −θ y r por −r.
-r = 5 (1 + cos (−θ)) = 5 (1 + cos θ)
Podemos observar que tanto en a) como en b) la ecuación dada se altera.

Por lo tanto la curva no es simétrico con el eje normal

Con el Polo.

a) Reemplazamos θ por π + θ.
r = 5 (1 + cos (π + θ)) = 5 (1− cos θ)

b) Reemplazamos r por −r.
−r = 5 (1 + cos θ) .
Podemos observar que tanto en a) como en b) la ecuación dada se altera.

Por lo tanto la curva no es simétrico con respecto al polo.

4. Extensión.
Es inmediato ver que el valor máximo de r es 10 cuando θ = 0 y su valor

mı́nimo es 0 cuando θ = π. Veamos:

−1 ≤ cos θ ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 1 + cos θ ≤ 2 ⇒ 0 ≤ (1 + cos θ) ≤ 10.

Lo que implica que 0 ≤ r ≤ 10 para θ ∈ [0, 2π] , y por lo tanto la curva es
cerrada.

5. Tabulación.
Como la curva es simétrica con respecto al eje polar, es suficiente tomar

valores de θ entre 0 y π.

θ 0 π/6 π/4 π/3 π/2 2π/3 5π/6 π

r 10 9.3 8.5 7.5 5 2.5 0.67 0
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6. Trazado de la curva.
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r = 5 (1+cos(θ))

Figura 1.20:

Ejemplo 1.12 Discutir y graficar r2 = 9 cos (2θ) .

Solución.

1. Intersecciones
a) Con el eje polar.
Si θ = 0, entonces r = ±3. Tenemos los puntos (±3, 0)
Si θ = π, entonces r = ±3. Tenemos los puntos (±3, π) .

b) Con el eje Normal.

Si θ = π

2
, se tiene r complejo, por lo que no hay intersección con el eje

normal.
Si θ = 3π

2
, se tiene r complejo, por lo que no hay intersección con el eje

normal.
2. Tangentes al polo.
Hacemos r = 0 en la ecuación dada y resulta 9 cos2 2θ = 0. Al resolver se

tiene θ = π/4, 3π/4, 5π/4, y 7π/4.

3. Simetŕıas.

Con el eje polar.
a) Reemplazamos θ por −θ.
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r2 = 9 cos (2 (−θ)) = 9 cos (2θ) . Observamos que la ecuación dada no se
altera, y por lo lo tanto la curva es simétrica con respecto el eje polar.

b) Sustituir θ por π − θ y r por −r, ya no es necesario realizar.

Con el eje Normal.
a) Reemplazamos θ por π − θ.
r2 = 9 cos (2 (π − θ)) = 9 cos (2θ)

b) Reemplazamos θ por −θ y r por −r.
(−r)2 = 9 cos (2 (−θ)) implica r2 = 9 cos (2θ)
Podemos observar que tanto en a) como en b) la ecuación dada no se altera.

Por lo tanto la curva es simétrico con el eje normal.

Con el Polo.
a) Reemplazamos θ por π + θ.
r2 = 9 cos (2 (π + θ)) = 9 cos (2θ)

b) Reemplazamos r por −r.
(−r)2 = 9 cos (2θ) implica r2 = 9 cos (2θ)
Podemos observar que tanto en a) como en b) la ecuación dada no se altera.

Por lo tanto la curva es simétrico con respecto al polo.

4. Extensión.
El valor de r alcanza un máximo pra θ = 0 ya que cos 0 = 1, con lo que

r = 3. Lo que implica que la curva es cerrada. Por otro lado, cuando el ángulo
2θ esta comprendida entre π/2 y 3π/2, cos 2θ es negativo y los valores de r son
complejos. Por consiguiente, no hay curva entre las rectas θ = π/4 y 3π/4.

La variación de r se determina como sigue:

−1 ≤ cos 2θ ≤ 1 ⇒ −9 ≤ 9 cos 2θ ≤ 9 ⇒ 0 ≤ r2 ≤ 9

Esto implica que

−3 ≤ r ≤ 3 y 0 ≤ θ ≤ π/4 y 3π/4 ≤ θ ≤ π.

5. Tabulación.
Teniendo en cuenta la simétria de la curva y el intervalo de variación de los

valores excluidos de θ, asignaremos valores a θ entre 0 y π/4.

θ 0 π/12 π/6 π/4

cos 2θ 1 0.806 0.5 0
r ±3 ±2,8 ±2,1 0
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6. Trazado de la curva.
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Figura 1.21:

Gráfica de algunas curvas especiales

Rosas

La gráfica de la ecuación polar de la forma

r = a cos (nθ) o r = a sen (nθ)

para todo n entero positivo mayor que 1 y para todo número a real diferente de
cero es una rosa que tiene varios pétalos que parten del polo. Si n es par tiene
2n pétalos; en cambio si n es impar tiene n pétalos.
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Ejemplo 1.13 En las figuras 1.22 y 1.23 se muestran algunas rosas.

Figura 1.22:

Figura 1.23:

Caracoles

La gráfica de cualquier ecuación polar de la forma

r = a+ b senθ o r = a + b cos θ

tal que:

1. |a| < |b|, a ̸= 0, son caracoles que tienen un lazo.

2.
a

b
= 1, son cardioides.
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3. 1 <
a

b
< 2, son caracoles con hendidura.

4. 2 ≤
a

b
, son caracoles convexos.

Ejemplo 1.14 En las figuras 1.24 y 1.25 se muestran caracoles con lazo inte-

rior: 0 <
a

b
< 1

Figura 1.24:

Figura 1.25:
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Ejemplo 1.15 En las figuras 1.26 y 1.27 se muestran las cardioides: a = b

Figura 1.26:

Figura 1.27:
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Ejemplo 1.16 En las figuras 1.28 y 1.29 se muestran caracoles con endidura:

1 <
a

b
< 2

Figura 1.28:

Figura 1.29:
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Ejemplo 1.17 En las figuras 1.30 y 1.31 se muestran caracoles convexos: 2 ≤
a

b

Figura 1.30:

Figura 1.31:
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Lemniscata

La gráfica de la ecuación polar de la forma:

r
2 = ±a

2
sen (2θ) o r

2 = ±a
2 cos (2θ)

se llaman Lemniscatas.

Ejemplo 1.18 En las figuras 1.32 y 1.33 se muestran algunas lemniscatas.

Figura 1.32:

Figura 1.33:
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Espiral de Arqúımides

La curva representada por la ecuación r = aθ, donde a es una constante, es

llamada la espiral de Arqúımides.

Espiral logaŕıtmica

La curva representada por la ecuación r = aebθ, donde a y b son constantes,

es llamada la espiral logaŕıtmica.

En la figura 1.34 se muestran las curvas: r = 2θ, 0 ≤ θ ≤ 2π y r = eθ/6,

−2π ≤ θ ≤ 2π.

Figura 1.34:
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1.5. Intersección de curvas en coordenadas polares

El método para obtener los puntos de intersección de dos curvas en co-
ordenadas polares es semejante a1 empleado en coordenadas cartesianas. Las
soluciones del sistema formado por las ecuaciones F (r, θ) = 0 y G (r, θ) = 0,
representan las coordenadas (r, θ) de los puntos de intersecci6n; sin embargo
debido a que las coordenadas polares de un punto no son únicas, un punto
particular P de intersección de dos curvas, las coordenadas polares de P que
satisfacen la ecuación de una de las curvas no satisfagan la ecuación de la otra,
pero satisfagan a una de sus ecuaciones equivalentes. Para evitar estas dificul-
tades, es recomendable graficar ambos curvas con referencia a1 mismo polo y
eje polar y considerar cada punto de intersección individualmente.

Ejemplo 1.19 Determine los puntos de intersección de las curvas cuyas ecua-

ciones son: r2 = 2 cos (2θ) , r = −2senθ.

Solución.

Denotando a las ecuaciones dadas como r2
1
= 2 cos (2θ) y r2 = −2senθ, y

luego elevando al cuadrado al segundo igualamos r2
1
= r2

2
. Efectuando opera-

ciones tenemos

2
(

1− 2sen2θ
)

= 4sen2θ ⇒ sen2θ =
1

4
⇒ senθ = ±

1

2
.

Los valores de θ que satisfacen las ecuaciones dadas son θ =
7π

6
,
11π

6
. Susti-

tuyendo estos valores en una de las ecuaciones nos da r = 1. De esta foma los
puntos de intersección entre las dos curvas son P1

(

1, 7π
6

)

y P2

(

1, 11π
6

)

.

Ahora, veamos si las curvas dadas pasan por el polo. Para esto hacemos
r = 0 en cada ecuación y tenemos:

0 = 2 cos (2θ) ⇒ θ =
π

4
. Luego, P3

(π

4
, 0
)

0 = −2senθ ⇒ θ = 0. Luego, P4 (0, 0)

De esto se concluye que ambas curvas pasan por el polo. (Veáse figura 1.35)
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Figura 1.35:

Ejemplo 1.20 Determine los puntos de intersección de las curvas cuyas ecua-

ciones son: r = 3senθ, r = 1 + senθ.

Solución.

Igualando las dos ecuaciones resolvemos para θ, Esto es,

3senθ = 1 + senθ ⇒ senθ =
1

2

Los valores de θ que satisfacen las ecuaciones son θ = π

6
, 5π

6
. Reemplazando

estos valores en una de las ecuaciones nos da r = 3/2. De esta foma los puntos
de intersección entre las dos curvas son P1

(

3

2
, π
6

)

y P2

(

3

2
, 5π

6

)

.
Falta ver si las curvas pasan por el polo. Para esto hacemos r = 0 y se

determina θ en cada cada ecuación.

0 = 3senθ ⇒ θ = 0. Luego, P3 (0, 0) .

0 = 1 + senθ ⇒ θ =
3π

2
. Luego, P4

(

0,
3π

2

)

Esto comprueba que ambas curvas pasan por el polo. (Veáse figura 1.36)
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Figura 1.36:

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. En un sistema polar grafique los puntos dados y luego encuentre para cada
punto tres pares de coordenadas polares equivalentes.

a)

(

2,
2π

3

)

b)

(

4,−
7π

3

)

c)
(

−1,
π

3

)

d)

(

−6,−
5π

3

)

e)
(

1,
π

2

)

2. Exprece en coordenadas polares (r ≥ 0) los puntos dados en corrdenadas
cartesianas.

a) (−1, 1) b)
(

2
√
3,−2

)

c)
(

−1,−
√
3
)

d) (0,−5) e) (3, 0)

3. Exprece las ecuaciones cartesianas dadas a su forma polar.

a) x2 + y
2 = 36

b) 2x2 + 2y2 + 2x− 6y + 3 = 0
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c) x2 − 9y − 9 = 0

d) xy = 4

4. Exprece en coordenadas cartesianas las siguientes ecuaciones.

a) rsenθ = 2

b) r2 = sen (2θ)

c) r =
3

2− 4 cos θ

d) r − r cos θ = 4

e) sen2θ − 4r cos2 θ = 0

5. Determine qué cónica representa cada una de las siguientes ecuaciones
polares y haga un bosquejo de la gráfica identificando los elementos cor-
respondientes.

a) r =
5

2− 2 cos θ

b) r =
8

3 + senθ

c) r =
3

2 + 4 cos θ

d) r =
4

2− senθ

6. Discutir y graficar las siguientes curvas.

a) r = 4 cos θ

b) r = 6senθ cos θ

c) r = 3 + 6 cos θ

d) r = 2 + 4senθ

e) r2 = sen2θ

f) r = 2 (1− cos θ)

g) r2 = 4 cos (2θ)

h) r =
π

θ
, θ > 0

r=3sen(t)

r=1+sen(t)
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7. Encuentre todos los puntos de intersección entre las siguientes parejas de
curvas.

a) r = senθ, r = cos θ e) r2 = 4sen2θ, r = 2
√

2 cos θ
b) r = π/4, r = 3 g) r = 1− cos θ, r = 1− senθ
c) r = 2senθ, r = 1 h) r − 2r cos θ = 1, r = senθ

d) r2 = 9 cos 2θ, r = 3
√

2senθ

8. Realice el bosquejo de las curvas dadas en el ejercicio 7.



Caṕıtulo 2

Integración Numérica

2.1. Preliminares

Definición 2.1 (Partición) Sea [a, b] un intervalo cerrado con a < b. El con-
junto de puntos P = {x0, x1, . . . , xn} ⊂ [a, b] es denominada una partición de

[a, b] si
a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b

y los xi no necesariamente equidistantes.

Definición 2.2 (Norma de una partición) Se llama norma de la partición

P de [a, b] , al número

∥P∥ = máx {∆xi / i = 1, 2 . . . , n} ,

donde ∆xi = xi − xi−1 es la longitud del subintervalo [xi−1, xi] .

Definición 2.3 (Suma de Riemann) Sea f una función definida en [a, b] y
sea P una partición de [a, b] dada por

a = x0 < x1 < x2, ... < xn−1 < xn = b,

donde ∆xi es la longitud del subintervalo [xi−1, xi]. Si ξi es cualquier punto del

subintervalo [xi−1, xi] , entonces la suma

n∑

i=1

f (ξi)∆xi, xi−1 ≤ ξi ≤ xi

es llamado suma de Riemann de f para la participación P.

Definición 2.4 (La integral definida como un ĺımite de Sumas) Si f es

una función definida en el intervalo cerrado [a, b] y el ĺımite de la suma de Rie-

mann sobre la partición P

ĺım
∥P∥→0

n∑

i=1

f (ξi)∆xi

35
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existe, entonces decimos que f es Riemann-integrable en [a, b] y el ĺımite es

denotada por

ĺım
∥P∥→0

n∑
i=1

f (ξi)∆xi =

∫
b

a

f (x) dx.

Teorema 2.1 Toda función continua definida sobre un intervalo cerrado de la

recta real es Riemann-integrable.

Teorema 2.2 Si f es continua y positiva sobre un intervalo cerrado [a, b] , en-
tonces el área de la región limitada por la gráfica de f , el eje X y las rectas

verticales x = a y x = b es dada por

Area =

∫
b

a

f (x) dx.

Teorema 2.3 (Segundo teorema fundamental o regla de Barrow.) Si f

es una función continua en [a, b] y F es una antidervada cualquiera de f en [a, b],
entonces ∫

b

a

f (x) dx = F (b)− F (a) .

Teorema 2.4 (Teorema del valor medio para integrales.) Si f es una fun-

ción continua en [a, b], entonces existe un número c en (a, b) tal que

f (c) =
1

b− a

∫
b

a

f (x) dx.

El valor f (c) se llama valor promedio de la función en el intervalo [a, b] .

Ejemplo 2.1 Encuentre todos los valores de c que satisfacen el teorema del

valor medio para integrales, para la función f (x) = sen (x) + 1

3
sen (3x) en el

intervalo I = [0, 2. 5] .

Solución.
La gráfica de f que se muestra en la figura 2.1 indica que podria haber tres

valores de c que satisfacen el teorema del valor medio para integrales.
Una antiderivada de f (x) es F (x) = − cos (x)−1

9
cos (3x) . El valor promedio

de la función en el intervalo I es

f (c) =
1

2. 5− 0

∫
2. 5

0

f (x) dx =
F (2. 5)− F (0)

2. 5

=
1. 873740

2. 5
= 0. 749496.
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Figura 2.1:

Al resolver la ecuación f (c) = 0. 749496 en el intervalo I, encontramos tres val-
ores c1 = 0. 440566, c2 = 1. 268010 y c3 = 1. 873583. Aśı, el área del rectángulo
de base b − a = 2. 5 y altura f (ci) = 0. 749496 es f (ci) (b− a) = 1. 873740.
El área del rectángulo es lo mismo que la integral de f (x) en el intervalo I,

que a su vez es el área de la región limitada por la curva y = f (x) sobre dicho
intervalo I.

Ejemplo 2.2 Se inyecta una dosis de 3 miligramos de cierta droga en el tor-
rente sangúıneo de una persona. La cantidad de droga que queda en la sangre
después de t horas está dada por f (t) = 3e−0. 32t.

a) Encuentre la cantidad promedio de la droga en el torrente sangúıneo du-
rante la segunda hora.

b) Determine el hora aproximada en que ocurre la cantidad promedio de la
droga en el torrente sangúıneo, sabiendo que se inyectó a las 10:00 am.

Solución.

a) Debemos encontrar el valor promedio f (t) en el intervalo [1, 2] . Por el
teorema del valor medio para integrales, la cantidad promedio es

f (c) =
1

2− 1

∫

2

1

3e−0. 32tdt

=

(

3

−0. 32

)

e−0. 32t
�

�

2

1

= 1. 864 3.

La cantidad promedio de la droga en el torrente sangúıneo es de aproxi-
madamente 1. 864 3 miligramos.
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b) El tiempo, t = c, se determina al resolver la ecuación f (c) = 1. 864 3. En
efecto,

3e−32c = 1. 864 3

c = − 1

0. 32
ln

(

1. 8643

3

)

≈ 1. 486 ∈ [1, 2]

Por lo tanto, la hora aproximada en que ocurrió la cantidad promedio de la
droga en el torrente sangúıneo fue a las 11.00 horas con 49 min aproximada-
mente.

Errores

Los errores numéricos surgen del uso de aproximaciones para representar
operaciones y cantidades matemáticas exactas. Éstas incluyen los errores de
truncamiento y los errores de redondeo

Error de truncamiento

La noción de error de truncamiento generalmente se refiere a errores intro-
ducidos cuando una expresión matemática más complicada se reemplaza con
una fórmula más elemental. Esta terminoloǵıa se origina en la técnica de reem-
plazar una función complicada con una serie de Taylor truncada.

Error de redondeo

Los errores de redondeo surgen normalmente al usar una calculadora o com-
putadora para cálculos con números reales, esto se debe a que la aritmética
de la máquina sólo utiliza números con una cantidad finita de cifras, es de-
cir los cálculos se realizan únicamente con representaciones aproximadas de los
números verdaderos. Por ejemplo, los números π, e o

√
3 no pueden ser repre-

sentados exactamente por la computadora.

En la siguiente defińıción se describen dos métodos para medir errores de
aproximación.

Definición 2.5 Supongamos que x∗ es una aproximación de x. El error ab-

soluto de la aproximación es Ex = |x− x∗| y el eror relativo es Rx =
|x− x∗|

|x| ,

siempre que x ̸= 0.
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Por ejemplo, si x = 2. 71828182, x∗ = 2. 7182, entonces

Ex = |x− x∗| = 2. 71828182− 2. 7182 = 8. 182× 10−5

y

Rx =
|x− x∗|

|x|
=

2. 71828182− 2. 7182

2. 71828182
= 3. 010 0× 10−5.

El Teorema de Taylor

La mayoŕıa de los estudiantes habrán encontrado series infinitas (particular-
mente series de Taylor) en su estudio de cálculo sin haber adquirido necesari-
amente una buena comprensión de este tema. En consecuencia, esta sección es
particularmente importante ya que es punto de partida para el análisis numérico
y merece un estudio cuidadoso.

Teorema 2.5 (Teorema de Taylor.) Supongamos que f ∈ Cn+1 [a, b]1. En-
tonces para cualquier x0 y x en [a, b], existe un punto ξ (x) entre x0 y x tal
que

f (x) = Pn (x) +Rn (x)

donde

Pn (x) =

n∑

k=0

1

k!
f (k) (x0) (x− x0)

k

y

Rn (x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1) (ξ) (x− x0)

n+1
.

En este caso, Pn (x) es el n− ésimo polinomio de Taylor para f alrededor
de x0, y Rn (x) se llama el término del residuo (o error de truncamiento)
asociado a Pn (x) . La serie infinita obtenida al tomar el ĺımite de Pn (x) cuando
n → ∞, es la serie de Taylor para f en torno a x0.

1Denotamos por f ∈ Cn+1 [a, b] el conjunto de todas las funciones f tales que f y sus
primeras n+ 1 derivadas son continuas en [a, b] .
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Ejemplo 2.3 Obtenga el polinomio de Taylor de tercer grado P3 (x) para la
función f (x) = (x− 1) lnx alrededor de x0 = 1. Luego,

a) use P3 (0. 5) para aproximar f (0. 5) .
b) encuentre una cota superior para el error |f (0. 5)− P3 (0. 5)| por medio

de la fórmula de error y compárela con el error real.

Solución.

El polinomio de tercer grado de Taylor alrededor de x0 es

P3 (x) = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0) +
1

2
f ′′ (x0) (x− x0)

2 +
1

6
f ′′′ (x0) (x− x0)

3
.

Calculando las derivadas respectivas

f ′ (x) =
x− 1

x
+ lnx f ′′′ (x) = −2x−3 − x−2

f ′′ (x) =
1

x2
+

1

x
f (4) (x) = 6x−4 + 2x−3

y luego reemplazando en x0 = 1, el polinomio es

P3 (x) = (x− 1)2 −
(x− 1)3

2
.

a) P3 (0. 5) = 0. 3125 aproxima a f (0. 5) = 0. 3465.
b) El error real es |f (0. 5)− P3 (0. 5)| = 0. 034.
Usando la fórmula del error en x = 0. 5 y con ξ entre 0. 5 y 1 tenemos:

f (4) (ξ) = 6ξ−4 + 2ξ−3 = 6
ξ4

+ 2
ξ3

|R3 (0. 5)| =

∣

∣

∣

∣

∣

f (4) (ξ)

4!
(0,5− 1)4

∣

∣

∣

∣

∣

≤
1

16 (4!)

∣

∣

∣

∣

6

ξ4
+

2

ξ3

∣

∣

∣

∣

<
1

16 (4!)
[6 (16) + 2 (8)]

= 0. 29.

Ejemplo 2.4 Sea f (x) = lnx y x0 = 1.
a) Encuentre el polinomio de Taylor Pn (x) para f (x) respecto a x0.

b) Encuentre el valor necesario n de Pn (x) para aproximar f (2) dentro de
10−4 en [1, 2] .
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Solucion.

Calculando las derivadas

f ′ (x) = x−1, f ′′ (x) = −x−2, f (3) = 2x−3, ..., f (k) (x) = (−1)k−1 (k − 1)!x−k,

k ≥ 1, tenemos:
a)

Pn (x) = (x− 1)−
1

2!
(x− 1)2 +

1

3!
(x− 1)3 − · · · (−1)n−1 1

n!
(x− 1)n

=
n∑

k=1

1

k!
(−1)k−1 (k − 1)! (x− 1)k .

b)

Rn (x) =
1

(n+ 1)!
(−1)n n! ξ−(n+1) (x− 1)n+1

=
(−1)n

n+ 1
ξ−(n+1) (x− 1)n+1

.

Luego,

|Rn (x)| =
1

n+ 1
ξ−(n+1) (x− 1)n+1

=
1

n+ 1
ξ−(n+1) (x− 1)n+1

≤
1

n+ 1
(x− 1)n+1

esto es por que 1 < ξ.

Para x = 2, se quiere

|Rn (2)| ≤
1

n+ 1
≤ 10−4,

o sea n+ 1 ≥ 104. Lo que implica que para lograr esa precisión se requerirá un
polinomio con 104 términos.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sea f (x) = x3.

a) Determine el segundo polinomio de Taylor P2 (x) en torno a x0 = 0.

b) Encuentre una cota superior de R2 (0. 5) y el error real al usar P2 (0. 5)
para aproximar f (0. 5) .

c) Repita el inciso (a) usando x0 = 1.

2. Sea f (x) = (2 + x)1/2 .

a) Halle el polinomio de Taylor P3 (x) de f (x) alrededor de x0 = 2.

b) Use P3 (x) para hallar una aproximación a
√
3.

c) Si x ∈ [1, 3] , encuentre una cota de |R3 (x)| .

3. Sea f (x) = lnx y x0 = 1.

a) Encuentre el polinomio de grado n de Taylor Pn (x) para f (x) respecto
a x0.

b) Encuentre el valor necesario n de Pn (x) para aproximar f (2) dentro
de 10−4 en [1, 2] .

4. Determine el segundo polinomio de Taylor P2 (x) para la función f (x) =
ex cosx en tornoo a x0 = 0.

a) Use P2 (0. 5) para aproximar f (0. 5). Determine una cota superior para
el error

|f (0. 5)− P2 (0. 5)|

por medio de la fórmula para el error y compárelo con el error real.

b) Calcule una cota para el error |f (x)− P2 (x)| al usar P2 (x) para aprox-
imar f (x) en el intervalo [̈0, 1].

c) Aproxime
∫
1

0
f (x) dx por medio de

∫
1

0
P2 (x) dx

d) Calcule una cota superior para el error en (c) mediante
∫
1

0
|R2 (x)| dx y

compárela con el error real.

5. Repita el ejercicio 2 con x0 = π/6.
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2.2. Integración numérica

La integración numérica es una erramienta fundamental que se usa en las
ciencias y la ingenieŕıa para obtener valores lo más aproximado posible de inte-
grales definidas

∫ b

a
f (x) dx que no pueden calcularse anaĺıticamente. Es decir,

se necesita cuando:
1. La función f (x) sólo se conoce en puntos concretos.
2. No se conoce la primitiva de la función f (x) .
4. Aunque se conozca la primitiva de la función, su cálculo es tan costoso

que es mejor usar un método aproximado para calcularla.
5. Otras causas.

En esta sección revisaremos las sumas de Riemann como una forma de
aproximar una integral definida y posteriormente presentaremos las fórmulas
de integración de Newton - Cotes.

2.2.1. Aproximación de una integral por sumas de Riemann

Suponga que f está definida en [a, b] y P = {a = x0, x1,x2, · · · , xn−1, xn = b}

es una partición regular de [a, b] , esto es, ∆xi
=

b− a

n
para toda i. Entonces la

suma de Riemann está dada como

Sn =
b− a

n

n∑

i=1

f (ξi) , xi−1 ≤ ξi ≤ xi.

Consideraremos tres casos en el que el punto ξi es el extremo izquierdo,
extremo derecho o punto medio del subintervalo [xi−1, xi] . (Veáse la figura 2.2)

Figura 2.2:
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Suma de Riemann del punto izquierdo.

Si ξi = xi−1 = a+ (i− 1)
b− a

n
, i = 1, 2 · · · , n, entonces

Sn =
b− a

n

n
∑

i=1

f (ξi) =
b− a

n

n
∑

i=1

f

(

a+ (i− 1)
b− a

n

)

. (2.1)

Suma de Riemann del punto derecho.

Si ξi = xi = a+ i
b− a

n
, i = 1, 2 · · · , n, entonces

Sn =
b− a

n

n
∑

i=1

f (ξi) =
b− a

n

n
∑

i=1

f

(

a+ i
b− a

n

)

. (2.2)

Suma de Riemann del punto medio.

Si ξi =
xi−1 + xi

2
= a+

(

i− 1

2

) b− a

n
, i = 1, 2 · · · , n, entonces

Sn =
b− a

n

n
∑

i=1

f (ξi) =
b− a

n

n
∑

i=1

f

(

a+

(

i−
1

2

)

b− a

n

)

. (2.3)

Ejemplo 2.5 Aproxime las integral definida

∫

3

1

(

x2 + 2
)

−1
dx, por medio de las

sumas de Riemann del punto isquierdo, derecho y del punto medio con n = 4.

Solución.

Sea f (x) =
(

x2 + 2
)

−1
. Tenemos a = 1, b = 3 y n = 4 , por lo que

∆x =
b− a

n
= 0. 5. Los valores de xi−1 = 1+(i− 1) 1

2
y f (xi−1) para i = 1, 2, 3, 4

se recogen en la siguiente tabla:

i 1 2 3 4

xi−1 x0 = 1 x1 = 1. 5 x3 = 2 x4 = 2. 5

f (xi−1) 0. 3333 0. 235 3 0. 1667 0. 1212

Mediante la suma de Riemann del punto izquierdo tenemos la siguiente
aproximación
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∫

3

1

(

x2 + 2
)

−1
dx ≈ 0. 5 (f (x0) + f (x1) + f (x3) + f (x4))

= 0. 5 (f (1) + f (1. 5) + f (2) + f (3))

≈ 0. 5 (0. 3333 + 0. 2353 + 0. 1667 + 0. 1212)

≈ 0. 4228.

Para la suma de Riemann del punto derecho, con xi = 1 + i1
2
y f (xi) para

i = 1, 2, 3, 4 , tenemos la siguiente aproximación.

∫

3

1

(

x2 + 2
)

−1
dx ≈ 0. 5 (f (x1) + f (x2) + f (x3) + f (x4))

= 0. 5 (f (1. 5) + f (2) + f (2. 5) + f (3))

≈ 0. 5 (0. 2353 + 0,1667 + 0. 1212 + 0. 0909)

≈ 0. 3071

Por último para la suma de Riemann del punto medio, con ξi =
xi−1 + xi

2
y f (ξi) para i = 1, 2, 3 y 4, tenemos

∫

3

1

(

x2 + 2
)

−1
dx ≈ 0,5

(

f

(

x0 + x1

2

)

+ f

(

x1 + x2

2

)

+ f

(

x2 + x3

2

)

+ f

(

x3 + x4

2

))

= 0. 5 (f (1,25) + f (1. 75) + f (2. 25) + f (2. 75))

≈ 0. 5 (0. 2807 + 0. 1976 + 0. 1416 + 0. 1046)

≈ 0. 3623.

Vistos los resultados, la aproximación por sumas de Riemann de punto medio
resultó ser la más cercana al valor real 0. 364 02 obtenido con el teorema funda-
mental del cálculo.

Ejemplo 2.6 Aproxime las integral definida

∫

2

0

cos x2dx, por medio de las

sumas de Riemann del punto derecho con n = 8.

Solución.

Sea f (x) = cosx2. Tenemos a = 0, b = 2 y n = 8 , por lo que ∆x =
1

4
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Mediante la suma de Riemann de punto derecho tenemos la siguiente aprox-
imación

∫

2

0

cos x2dx ≈

b− a

n

n
∑

i=1

f

(

a+ i
b− a

n

)

=
1

4

8
∑

i=1

f

(

i
1

4

)

= 0,25 [f (0. 25) + f (0. 5) + f (0. 75) + f (1)

+ f (1. 25) + f (1. 5) + f (1. 75) + f (2)]

= 0. 25
[

cos (0. 25)2 + cos (0. 5)2 + cos (0. 75)2 + cos (1)2

+ cos (1,25)2 + cos (1,5)2 + cos (1. 75)2 + cos (2)2
]

≈ 0. 2707.

2.2.2. Fórmulas de integración de Newton-Cotes

Debidas a Newton y Roger Cotes, Inglaterra, 1682-1716.
Las fórmulas de Newton-Cotes son los tipos de integración numérica clásicas.

Consiste en la estrategia de reemplazar una función complicada o datos tabu-
lados por un polinomio de aproximación que es fácil de integrar, o sea

I =

∫

b

a

f (x) dx ≈

∫

b

a

Pn (x) dx,

donde Pn (x) es un polinomio de grado n.

Existen formas cerradas y abiertas de las fórmulas de Newton-Cotes. En
este texto, se recogen solamente las fórmulas cerradas2 al utilizar polinomios de
aproximación de grado n = 1, 2 y 3; y que se resume en el siguiente teorema.

Teorema 2.6 Supongamos que xk = x0 + kh ( k = 0, 1, 2, . . . , n ) son nodos
igualmente espaciados y sea fk = f (xk) para cada k = 0, 1, 2, . . . , n. Las tres
primeras fórmulas cerradas de Newton-Cotes son:

1. Regla del Trapecio
∫

x1

x0

f (x) dx ≈

h

2
(f0 + f1) . (2.4)

2. Regla 1/3 de Simpson
∫

x2

x0

f (x) dx ≈

h

3
(f0 + 4f1 + f2) . (2.5)

2Las formas cerradas son aquellas donde se conocen los datos al inicio y al final de los

ĺımites de integración.
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3. Regla 3/8 de Simpson

∫

x3

x0

f (x) dx ≈

3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + f3) . (2.6)

Prueba.
La regla del trapecio corresponde a n = 1. (Veáse la figura 2.3)

Figura 2.3:

Sea f una función definida en el iintervalo [x0, x1] tal que f0 = f (x0) y
f1 = f (x1). Entonces el polinomio de interpolación de grado uno, que une los
punos (x0, f (x0)) y (x1, f (x1)) es

P1 (x) = f0
x− x1

x0 − x1
+ f1

x− x0

x1 − x0
.

Como f0 y f1 son constantes al momento de integrar, tenemos

∫

x1

x0

f (x) dx ≈

∫

x1

x0

P1 (x) dx =

∫

x1

x0

(

f0
x− x1

x0 − x1
+ f1

x− x0

x1 − x0

)

dx

= f0

(

1

x− x0

)
∫

x1

x0

(x− x1) dx+ f0

(

1

x− x0

)
∫

x1

x0

(x− x0) dx

=
x1 − x0

2
(f0 + f1)

=
h

2
(f0 + f1) .

El caso n = 2 corresponde a la regla de Simpson (veáse la figura 2.4).
En este caso el polinomo de interpolación de grado dos, es

P2 (x) = f0
(x− x1) (x− x2)

(x0 − x1) (x0 − x2)
+ f1

(x− x0) (x− x1)

(x1 − x0) (x1 − x2)
+ f2

(x− x0) (x− x1)

(x2 − x0) (x2 − x1)
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Figura 2.4:

Puesto que f0, f1 y f2 son constantes al momento de integrar, se tiene
∫ x2

x0

f (x) dx ≈ f0

∫ x2

x0

(x− x1) (x− x2)

(x0 − x1) (x0 − x2)
dx+ f1

∫ x2

x01

(x− x0) (x− x1)

(x1 − x0) (x1 − x2)
dx

+f2

∫ x2

x0

(x− x0) (x− x1)

(x2 − x0) (x2 − x1)
dx

Ahora hacemos el cambio de variable x = x0 + th de modo que dx = hdt.
Como los nodos xk = x0+ kh están equiespaciados, podemos escribir xk −xj =
(k − j)h y x − xk = h (t− k); y luego introducimos esto para simplificar las
integrales y asi

∫ x2

x0

f (x) dx ≈
hf0

2

∫

2

0

(

t2 − 3t+ 2
)

dt− hf1

∫

2

0

(

t2 − t
)

dt+
hf2

2

∫

2

0

(

t2 − t
)

dt

=
h

3
(f0 + 4f1 + f2) .

La prueba para n = 3, se realiza en forma similar a partir del polinomio
interpolador de Lagrange de grado tres.

Corolario 2.6.1 (Precisión de las fórmulas de Newton-Cotes. ) Supongamos

que f es suficientemente derivable, entonces el término del error de truncamien-

to, E, de las fórmulas de Newton-Cotes contienen una derivada de orden supe-

rior evaluada en un cierto punto ξ ∈ (a, b) .

1. La regla del trapecio tiene un grado de precisión de n = 1 y si f ∈ C2 [a, b],
entonces

∫ x1

x0

f (x) dx =
h

2
(f0 + f1) + E,
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donde E = −h
3

12f
(2) (ξ) , x0 < ξ < x1. Además, el valor absoluto del

error de truncamiento satisface la relación:

|E| ≤
h3

12

[

máx
�

�f ′′ (x)
�

�

]

, x0 ≤ x ≤ x1.

2. La regla de Simpson 1/3 tiene un grado de precisión de n = 3 y si f ∈
C4 [a, b] , entonces

∫

x2

x0

f (x) dx =
h

3
(f0 + 4f1 + f2) + E,

donde E = −h
5

90f
(4) (ξ) , x0 < ξ < x2. Además, el valor absoluto del

error de truncamiento satisface la relación:

|E| ≤
h5

90

[

máx
�

�

�
f (4) (x)

�

�

�

]

, x0 ≤ x ≤ x2.

3. La regla de Simpson 3/8 tiene un grado de precisión de n = 3 y si f ∈
C4 [a, b] , entonces

∫

x3

x0

f (x) dx =
3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + f3) + E,

donde E = −3h5

80 f (4) (ξ) , x0 < ξ < x3. Además, el valor absoluto del
error de truncamiento satisface la relación:

|E| ≤
3h5

80

[

máx
�

�

�
f (4) (x)

�

�

�

]

, x0 ≤ x ≤ x3.

Por lo cumún, se prefiere la regla de Simpson 1/3, ya que alcanza una exac-
titud de tercer orden con tres nodos en lugar de los cuatro nodos requeridos en
la versión 3/8. Sin embargo, la regla de Simpson 3/8 es útil cuando el número
de subintervalos es impar.

Ejemplo 2.7 Aproxime la intgeral

∫ 1

0
e−x

2

dx por medio de las fórmulas de

Newton Cotes.

Solución.

Es importante tener claro que dado el primer nodo x0, los siguientes son de

la forma xk = x0 + kh , donde h =
xk − x0

k
para k = 1, 2, 3.
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Sea f (x) = e−x2

.

a) Para la regla del trapecio.
Con x0 = 0 y x1 = 1 se tiene h = 1. Entonces

∫

1

0

e−x2

dx ≈
1

2
(f0 + f1)

=
1

2

(

1 + e−1
)

≈ 0. 68394.

b) Para la regla de Simpson 1/3.
Tenemos x0 = 0, x1 = 0. 5, x2 = 1 y h = 1−0

2
= 0. 5. Luego,

∫

1

0

e−x2

dx ≈
h

3
(f0 + 4f1 + f2)

=
1

6

(

1 + 4e−1/4 + e−1

)

≈ 0. 74718.

c) Por último, para la regla de Simpson 3/8, con x1 = 1

3
, x2 = 2

3
, x3 = 1 y

h = 1

3
, tenemos

∫

1

0

e−x2

dx ≈
3h

8
(f0 + 3f1 + 3f2 + f3)

=
1

8

(

1 + 3e−1/9 + 3e−4/9 + e−1

)

≈ 0. 74699.

Ejemplo 2.8 Proporcione una cota para el error absoluto al aproximar la in-

tegral

∫

1

0

e−x2

dx por regla del trapecio.

Solución.

El término del error para la regla del trapecio incluye la segunda derivada
del integrando.

f ′ (x) = −2xe−x2

y , f ′′ (x) = 2e−x2 (

2x2 − 1
)

.

Ahora, nos preguntamos ¿que tan grande es f ′′ (x) en [0, 1]?. Es claro que f ′′ (x)
es creciente en este intervalo, de modo que su valor absoluto alcanza su valor
mayor en x = 0, es decir, máx |f ′′ (x)| = |f ′′ (0)| = 2. Entonces

|E| =

�

�

�

�

−
h3

12
f ′′ (ξ)

�

�

�

�

≤
1

12
máx

�

�f ′′ (x)
�

� =
1

12
(2) ≈ 0. 1666.

Por lo tanto, el error que se comete no es mayor que 0. 1666.
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Ejemplo 2.9 Para algunas funciones elementales en el intervalo [0, 2] se re-

sumen los resultados de la integración numérica de f (x) con tres decimales, en

la siguiente tabla:

f (x) x2 x4 ex
√

1 + x2 (x+ 1)−1

Valores exactos 2.667 6.400 6.389 2.958 1.099
Trapezoidal 4.000 16.000 8.389 3.326 1.333
1/3 de Simpson 2.667 6.667 6.421 2.964 2.964
3/8 de Simpson 2.667 6.519 6.403 2.960 1.105

2.2.3. Las reglas compuestas del Trapecio y de Simpson

La regla compuesta del trapecio se obtiene al repetir la regla del trapecio
para un dominio dividido en un número par o impar de subintervalos; y la regla
compuesta de 1/3 de Simpson es una aplicación repetida de la ecuación (2.5)
para un dominio dividido en un número par de subintervalos. (Véase las figuras
2.5 y 2.6)

Teorema 2.7 Suponga que se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos [xk, xk+1]

de anchura h =
b− a

n
mediante una partición regular cuyos nodos son xk =

a+ kh, para cada k = 0, 1, · · · , n. Entonces la regla compuesta del trapecio
para n subintervalos puede escribirse como

∫
b

a

f (x) dx =
h

2
(f0 + 2f1 + 2f2 + · · ·+ 2fn−1 + fn)

=
h

2

n∑
k=1

[fk−1 + fk]

=
h

2
[f0 + fn] + h

n−1∑
k=1

fk = T (f, h) .

Teorema 2.8 Suponga que se divide el intervalo [a, b] en n = 2m subintervalos

[xk, xk+1] de anchura h =
b− a

2m
mediante una partición regular cuyos nodos

son xk = a + kh, para cada k = 0, 1, · · · , 2m. Entonces la regla compuesta
1/3 de Simpson con 2m subintervalos puede escribirse como
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Figura 2.5:

∫
b

a

f (x) dx =
h

3
[f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + · · ·+ 2f2m−2 + 4f2m−1 + f2m]

=
h

3

n∑
k=1

[f2k−2 + 4f2k−1 + f2k]

=
h

3
[f0 + f2m] +

2h

3

m−1∑
k=1

f2k +
4h

3

m∑
k=1

f2k−1 = S (f, h) .

Figura 2.6:

Análisis de error

Ahora nos ocuparemos en analizar el error en el que se incurre al usar la regla
compuesta del trapecio y la regla compuesta de Simpson 1/3 para estimar una
integral. El siguiente teorema da las fórmulas para estimar los errores involu-
crados, y además nos permiten estimar el número de subintervalos necesarios
para alcanzar la precisión deseada.
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Teorema 2.9 Si f ′′ existe y es continua sobre el intervalo [a, b] , entonces el

error ET en la aproximación de I =

∫

b

a

f (x) dx por la regla compuesta del

trapecio T, es

Et = I − T = −
b− a

12
h2f ′′ (ξ) , a < ξ < b.

Si f (4) existe y es continua sobre el intervalo [a, b] , entonces el error ES en

la aproximación de
∫

b

a
f (x) dx por la regla compuesta de 1/3 de Simpson, S, es

ES = I − S = −
b− a

180
h4f (4) (ξ) , a < ξ < b.

Observación.

El valor absoluto del error satisface la relación

|ET | ≤
b− a

12
h2

[

máx
�

�f ′′ (x)
�

�

]

, a ≤ x ≤ b

y

|ES | ≤
b− a

180
h4

[

máx
�

�

�
f (4) (x)

�

�

�

]

, a ≤ x ≤ b.

Ejemplo 2.10 Aproxime la integral definida

∫ 2

0

1

x2 + 4
dx por medio de la regla

compuesta del trapecio con n = 4.

Solución.

Tenemos f (x) =
1

x2 + 4
, a = 0, b = 2 y n = 4. Entonces h =

2− 0

4
=

1

2
y

∫ 2

0

1

x2 + 4
dx ≈

1

4
(f0 + 2f1 + 2f2 + 2f3 + f4)

=
1

4

(

1

4
+

8

17
+

2

5
+

(

8

25

)

+
1

8

)

≈ 0. 391 4.

Ejemplo 2.11 Aplique la regla compuesta de Simpson 1/3 con el valor indicado
de n para aproximar las integral

∫ 2

0

1

x2 + 4
dx, n = 4
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Solución.

Con n = 4 se tiene h =
2− 0

4
=

1

2
. Entonces

∫ 2

0

1

x2 + 4
dx ≈

1

6
(f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + f4)

=
1

6

(

1

4
+ 4

(

4

17

)

+ 2

(

1

5

)

+ 4

(

4

25

)

+
1

8

)

≈ 0. 3927.

En el siguiente ejemplo, en lugar de especificar n y preguntar por el error,
damos el error deseado y preguntamos que tan grande debe ser n.

Ejemplo 2.12 Determine el valor de n de modo que la regla compuesta del

trapecio aproximará a la integral

∫ 1

0
e−x

2

dx con un error, Es, que satisface

|Es| ≤
1
2 × 10−4.

Solución.

La fórmula del error es ET = −
b− a

12
h2f ′′ (ξ).

En este ejemplo f (x) = e−x
2

, f ′ (x) = −2xe−x
2

y f ′′ (x) =
(

4x2 − 2
)

e−x
2

.

Como |f ′′ (x)| ≤ 2 sobre el intervalo 0 ≤ x ≤ 1, el error en valor absoluto

|ET | ≤
h
2

6 . Para tener un error de como máximo 1
2 × 10−4 se requiere

h2

6
≤

1

2
× 10−4, o sea h ≤ 0. 01732.

Desde que h =
1− 0

n
=

1

n
, resulta que n ≥ 58. Por lo tanto, 59 o más nodos

producirán la precisión deseada.

Ejemplo 2.13 Determine el valor de n de modo que la regla compuesta de

Simpson 1/3 aproximará a la integral

∫ 4

1

1

x+ 1
dx con un error, Es, que satis-

face |Es| ≤ 0. 00001.

Solución.

El término del error para la regla compuesta de Simpson 1/3 incluye la
cuarta derivada del integrando, esto es f (4) (x) = 24 (1 + x)−5

.

Es claro que f (4) (x) es decreciente en este intervalo, por lo que máx
�

�f (4) (x)
�

� =
�

�f (4) (1)
�

� = 24
(

2−5
)

.
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|ES | =

�

�

�

�

b− a

180
h4f (4) (ξ)

�

�

�

�

≤
35

180n4
máx

�

�

�
f (4) (x)

�

�

�
=

35

180n4

(

24

25

)

=
81

80n4

Como se quiere |ES | ≤ 0. 00001,

81

80n4
≤ 0. 00001

de donde n4 ≥
9

0. 00001
≈ 101. 250 implica que n ≥ (101. 250)1/4 ≈ 17. 8. Por

lo tanto, n ≥ 18 producirán la precisión deseada.

Ejemplo 2.14 Mientras Luis condućıa desde Trujillo a Chimbote, su hijo ob-

servó la velocidad del automovil cada 10 minutos. Los resultados se muestran en

la siguiente tabla. Utilice la regla compuesta del trapecio para aproximar cuánto

viajaron.

Tiempo(min) 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Velocidad (km/h 0 55 57 60 70 70 70 70 19 0 59

Tiempo 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210

Velocidad (km/h 63 65 62 0 0 0 22 38 35 25 0

Solución.

Sea v (t) la velocidad del automovil en el instante t, donde t se mide en
horas, contada a partir del inicio del viaje. Si conociéramos v (t) para cada
t en el intervalo [0, 3. 5] podemos determinar la distancia recorrida al evaluar
la integral

∫ 3. 5
0 v (t) dt. Debido a que sólo conocemos v (t) para 22 valores de

t; t = k
6 , k = 0, 1, · · · , 21, dividimos el intervalo [0, 3. 5] en subintervalos de

longitud ∆t = 1
6 = h . Entonces, aplicando la regla compuesta del trapecio,

tenemos:

∫ 3,5

0
v (t) dt ≈

h

2

[

v0 + 2
20
∑

i=1

vi + v21

]

=
1

12
[0 + 2(55 + 57 + 60 + 70 + 70 + 70 + 70 + 19 + 0 + 59

+ 63 + 65 + 62 + 0 + 0 + 0 + 22 + 38 + 35 + 25) + 0]

= 140.

Por lo tanto, ellos condujeron aproximadamente 140 km.
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Ejemplo 2.15 Se recolectaron los siguientes datos para una sección transversal
de un ŕıo ( y = distancia de una ribera, H= profundidad y U = velocidad):

y (m) 0 1 3 5 7 8 9 10

H (m) 0 1 1.5 3 3.5 3.2 2 0

U (m/s) 0 0.1 0.12 0.2 0.25 0.3 0.15 0

Use integración numérica para calcular:

a) la profundidad promedio,

b) el área de la sección transversal y

c) el caudal.

Nota: el área de la sección transversal ( AC ) y el caudal ( Q ) se calculan
con las fórmulas

AC =

∫ y

0
H (y) dy Q =

∫ y

0
H (y)U (y) dy

Solución.

a) Aplicaremos el teorema del valor medio para integrales y luego aproxi-
maremos la integral combinando la regla del Trapecio, Simpson 3/8 y Simpson
1/3. Esto es,

prof prom =
1

y7 − y0

∫ y7

y0

H (y) dy ≈

1

10

[

T[0,1] +
3

8
S[1,7] +

1

3
S[7,9] + T[9,10]

]

donde y0 = 0, y7 = 10, y

T[0,1] =
h

2
(H0 +H1) =

1

2
(0 + 1) =

1

2
.

3

8
S[1,7] =

3h

8
(H1 + 3H2 + 3H3 +H4)

=
3 (2)

8
(1 + 3 (1. 5) + 3 (3) + 3. 5) = 13. 5.

1

3
S[7,9] =

h

3
(H4 + 4H5 +H6)

=
1

3
(3. 5 + 4 (3. 2) + 2) = 6. 1.

T[9,10] =
h

2
(H6 +H7) =

1

2
(2 + 0) = 1.
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Sustituyendo los valores obtenidos, tenemos:

prof. prom ≈

1

10

(

1

2
+ 13. 5 + 6. 1 + 1

)

= 2. 11 m.

b) Aplicando nuevamente el teorema del valor medio para integrales, el área
de la sección transversal es:

AC =

∫ y7

y0

H (y) dy = (prof. prom) (y7 − y0)

= 2. 11 (10)

= 21. 1 m2.

c) Usando la fórmula del caudal y combinando las regla del trapecio, Simpson
3/8 y Simpson 1/3, tenemos:

Q =

∫ y7

y0

H (y)U (y) dy ≈

[

T[0,1] +
3

8
S[1,7] + S[7,9] + T[9,10]

]

donde y0 = 0, y7 = 10, y

T[0,1] =
h

2
(H0U0 +H1U1) =

1

2
(0 (0) + 1 (0. 1)) = 0. 05

3

8
S[1,7] =

3h

8
(H1U1 + 3H2U2 + 3H3U3 +H4U4)

=
3 (2)

8
(1 (0,1) + 3 (1. 5) (1,2) + 3 (3) (0,2) + 3,5 (0. 25)) = 6. 1313

1

3
S[7,9] =

h

3
(H4U4 + 4H5U5 +H6U6)

=
1

3
(3. 5 (0. 25) + 4 (3. 2) (0. 3) + 2 (0. 15)) = 1. 6717

T[9,10] =
h

2
(H6U6 +H7U7)

=
1

2
(2 (0. 15) + 0 (0)) = 0. 15

Sustituyendo los valores obtenidos, tenemos:

Q =

∫ y7

y0

H (y)U (y) dy

≈ (0. 05 + 6,1313 + 1. 6717 + 0. 15)

= 8. 003 m3/s.
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EJERCICIOS PROPUESTOS 2.2.1

En los ejercicios 1-5, utilice los métodos de sumas de Riemann del punto
izquierdo, punto derecho y del punto medio para aproximar la integral definida.
Luego, utilice el segundo teorema fundamental del cálculo para determinar el
valor exacto de cada integral.

1.

∫

4

2

1

x2
dx

2.

∫

3

1

1

x3
dx

3.

∫

3

1

x

√

x2 + 1dx

4.

∫

1

0

x
(

x
2 + 1

)7
dx

5.

∫

4

1

(x+ 1)3/2 dx

EJERCICIOS PROPUESTOS 2.2.2

1. Aproxime las siguientes integrales aplicando la regla del trapecio.

a)

∫

1

0,5
x
5
dx

b)

∫

0,5

0

3

x− 1
dx

c)

∫

1,5

1

x
2 lnxdx

d)

∫

1

0

x
2
e
−x

dx

e)

∫

1,6

1

x

x2 − 4
dx

f)

∫ π/4

0

xsenxdx

g)

∫ π/4

0

e
3x
sen2xdx
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2. Obtenga una cota del error en el ejercicio 1 aplicando la fórmula de error
y compárela con el error real.

3. Repita el ejercicio 1 aplicando la regla de Simpson 3/8.

4. Repita el ejercio 2 usando la regla de Simpson 1/3.

EJERCICIOS PROPUESTOS 2.2.3

1. Aplique la regla compuesta del trapecio con los valores indicados de n
para aproximar las iguientes integrales

a)

∫
2

1

x lnxdx, n = 4

b)

∫
2

−2

x3exdx, n = 4

c)

∫
2

0

2

x2 + 4
dx, n = 6

d)

∫
π

0

x2 cosxdx, n = 6

e)

∫
2

0

e2xsen3xdx, n = 8

f)

∫
3

1

x

x2 + 4
dx, n = 8

g)

∫
5

3

1
√

x2 + 4
dx n = 8

2. Aproxime

∫
2

0

x2e−x
2

dx, por medio de:

a) la regla compuesta del trapecio, para h = 0. 25.

b) la regla compuesta de Simpson 1/3, para h = 1/4.

3. Determine el número n y el tamaño de los subintervalos h de manera que
la regla del trapecio con n subintervalos nos permita obtener la integral
dada con una precisión de 5x10−9.

∫
2

0

xe−xdx
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4. Determine el número n y el tamaño de los subintervalos h de manera
que la regla de Simpson 1/3 con n subintervalos nos permita obtener la
integral dada con una precisión de 10−4

.

a)

∫

2

0

e
2x
sen3xdx

b)

∫

π

0

x
2 cosxdx.

5. Aproxime la integral definida

∫

2

0

1

x2 + 4
dx por medio de la regla com-

puesta del trapecio con n = 4.

6. Aproxime la integral definida

∫

2

0

(

e
−x

sen (5x) + 1
)

dx por medio de la

regla compuesta de Simpson 1/3 con 15 nodos; determine también una
cota del error cometido.

7. Determine los valores de n y h que se requieren para aproximar

∫

2

0

1

x+ 4
dx

con una exactitud de 10−5 y calcule la aproximación.

a) Aplique la regla compuesta del trapecio.

b) Aplique la regla compuesta de Simpson 1/3.

8. Cada 12 minutos entre las 5:00 pm y 7:00 pm, se midió la razón ( en
galones por minito) a la cual fluia el agua del depósito de agua, para uso
doméstico de un determinada pueblo. Los resultados se muestran en la
siguiente tabla. ¿Cuánta agua fue utilizada en ese peŕıodo de 2 horas?

Tiempo 5:0 5:12 5:24 5:36 5:48 6:00
Flujo(gal/min) 65 71 68 78 105 111

Tiempo 6:12 6:24 6:36 6:48 7:00
Flujo (gal/min) 108 144 160 152 148
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9. La concentración de salida de un reactor se mide en distintos momentos
durante un peŕıodo de 24 horas:

t (h) 0 1 5.5 10 12 14 16 18 20 24

c (mg/L) 1 1.5 2.3 2.1 4 5 5.5 5 3 12

El caudal de salida en m3/s se puede calcular con la fórmula:

Q (t) = 20 + 10sen

(

2π

24
(t− 10)

)

Use el mejor método de integración numérica para determinar el promedio
ponderado de concentración de salida del reactor durante el peŕıodo de 24
horas,

c =

∫

t

0
Q (t) c (t) dt
∫

t

0
Q (t) dt

10. La figura 2.7 muestra la profundidad, en metros, del agua en un ŕıo, medida
a intervalos de 10 metros por la anchura del ŕıo. Si el ŕıo fluye a 4 km por
hora, durante un d́ıa. ¿Cuánta agua (en metros cúbicos) está pasando por
el lugar en donde se tomaron estas medidas? Utilice regla compuesta de
Simpson 1/3.

Figura 2.7:





Caṕıtulo 3

Funciones Gamma y Beta

La función Gamma fue descubierta en 1729 en una correspondencia entre
un matemático suizo en San Petersburgo y un matemático alemán en Moscú:
Leonhard Euler (1707-1783), que por aquel entonces teńıa 22 años y que se
convertiŕıa en el mejor matemático del siglo XVIII, y Christian Goldbach (1690-
1764), famoso por un problema de teoŕıa de números muy fácil de enunciar pero
que ha resultado, al menos por el momento, imposible de resolver.

Estas funciones tienen diversas aplicaciones en matemáticas, f́ısica y es-
tad́ıstica, y son objeto de estudio en ramas avanzadas de estos campos debido
a sus propiedades interesantes y conexiones con otras funciones y teoŕıas.

3.1. Función Gamma de Euler

Definición 3.1 La función Gamma de Euler Γ : R+
−→ R es definida por

Γ (x) =

∫

∞

0

tx−1e−tdt. (3.1)

Esta integral es convergente para x > 0.

A continuación probaremos una generalización de la identidad n! = n (n− 1)!.

Proposición 3.1 (Relación de recurrencia) Se verifica:

Γ (x+ 1) = xΓ (x) , x > 0.

Prueba.
Integrando por partes en (3.1) en x+ 1, tenemos

Γ (x+ 1) =

∫

∞

0

txe−tdt =
[

−txe−t
]

∞

0
+ x

∫

∞

0

tx−1e−tdt = xΓ (x) , x > 0.

La relación anterior se extiende de forma inductiva para todo n ∈ Z
+.

Γ (x+ n) = (x+ n− 1) (x+ n− 2) · · · (x+ 1)xΓ (x) . (3.2)

63
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Corolario 3.1.1 Se verifica:

Γ (n+ 1) = n!,

para todo n ∈ Z
+.

Prueba.
Compruébese que Γ (1) = 1 en (3.1) y apĺıquese (3.2).

Propiedades

(1) Γ (x) Γ (1− x) =
π

sen (πx)
, 0 < x < 1.

(2) Γ

(

1

2

)

=
√
π.

La prueba de estos resultados requiere de conocimientos de cálculo avanzado.

A manera de ilustración de las proposición 3.1 y la propiedad 2, tenemos:

Γ (2) = 1, Γ

(

3

2

)

=

√
π

2
, Γ

(

5

2

)

=
3
√
π

4
y Γ

(

7

2

)

=
15

√
π

8
.

Ejemplo 3.1 Calcule

∫

∞

0

x4e−2xdx.

Solución.

Haciendo t = 2x, tenemos inmediatamenete

∫

∞

0

x4e−2xdx. =

∫

∞

0

(

t

2

)4

e−t

(

dt

2

)

=
1

32

∫

∞

0

t4e−tdt.

Identificando 4 = x− 1 se deduce que x = 5. Lo que implica que

∫

∞

0

x4e−2xdx. =
1

32
Γ (5)

=
1

32
(4!) =

3

4
.

Ejemplo 3.2 Calcule

∫

∞

0

(

5x3 − x2
)

e−2x2

dx.
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Solución.

Espresando en una suma de integrale y luego haciendo 2x2 = t, tenemos:

∫

∞

0

(

5x3 − x2
)

e−2x2

dx = 5

∫

∞

0
x3e−2x2

dx+

∫

∞

0
x2e−2x2

dx

= 5

∫

∞

0

t

2
e−t

(

dt

4

)

+

√
2

8

∫

∞

0
t1/2e−tdt

=
5

8

∫

∞

0
te−tdt+

√
2

8

∫

∞

0
t1/2e−tdt

En la primera y segunda integral del lado derecho identificamos x − 1 = 1
y x − 1 = 1/2, es decir x = 2 y x = 3/2. Por lo tanto, aplicando la definición,
tenemos:

∫

∞

0

(

5x3 − x2
)

e−2x2

dx =
5

8
Γ (2) +

√
2

8
Γ

(

3

2

)

=
5

8
+

√
2π

16
.

Ejemplo 3.3 Calcule

∫

∞

1

√
x− 1e−(x−1)3dx.

Solución.

Haciendo t = (x− 1)3 , vemos que t → 0, cuando x → 1 y también t → ∞
cuando x → ∞. Entones

∫

∞

1

√
x− 1e−(x−1)3dx =

∫

∞

0
t1/6e−t

(

1

3t2/3
du

)

=
1

3

∫

∞

0
t−1/2e−tdt =

1

3
Γ

(

1

2

)

=

√
π

3
.

Ejemplo 3.4 Calcule

∫ 1

0+
x3 (− lnx)−1/2 dx.

Solución.
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Tenemos:
∫

1

0+
x3 (− lnx)−1/2

dx =

∫

0

∞

e−3uu−1/2
(

−e−udu
)

, donde u = − lnx

=

∫

∞

0

u−
1

2 e−4udu

=
1

2

∫

∞

0

t−
1

2 e−tdt, donde t = 4u

=
1

2
Γ

(

1

2

)

=
1

2

√
π.

3.2. Función Beta de Euler

Definición 3.2 La función Beta de Euler β : R+ × R
+ −→ R es definida por

β (p, q) =

∫

1

0

xp−1 (1− x)q−1
dx. (3.3)

Esta integral es convergente para p, q > 0.

Propiedades

(1) β (p, q) = β (q, p) , ∀p, q > 0

(2) β (p, q) =
Γ (p) Γ (q)

Γ (p+ q)
, ∀p, q > 0

Prueba.
(1) Mediante la sustitución x = 1− t, es facil ver que

β (p, q) =

∫

1

0

tq−1 (1− t)p−1
dt = β (q, p) .

(2) Su demostración requiere de conocimientos de cálculo avanzado.

Proposición 3.2 Se verifica:

∫ π

2

0

sen2p−1θ cos2q−1 θdθ =
1

2
B (p, q)

para todo p, q > 0.
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Prueba.

Haciendo x1/2 = senθ, se sique que x = sen2θ y dx = 2senθ cos θdθ. Susti-
tuyendo en (3.3) y teniendo en cuenta (x → 0+ ⇒ θ → 0 y x → 1− ⇒ θ → π

2
)

tenemos inmediatamente lo que se queŕıa probar.

Ejemplo 3.5 Calcule

∫

1

0

1− x
√
2x

dx.

Solución.

Tenemos:
∫

1

0

1− x
√
2x

dx. =

√
2

2

∫

1

0

x−1/2 (1− x) dx.

Identificando p − 1 = −1/2 y q − 1 = 1, se tiene p = 1/2 y q = 2. Luego,
aplicando la definición (3.3) y la propiedad (2), tenemos:

∫

1

0

1− x
√
2x

dx. =

√
2

2
β

(

1

2
, 2

)

=

√
2

2

Γ
(

1

2

)

Γ (2)

Γ
(

5

2

) =

√
2

2

√
π

3

2

(

1

2

)√
π

=
2
√
2

3
.

Ejemplo 3.6 Calcule

∫

2

0

3
√

8x3 − x6dx.

Solución.

Tenemos:

∫

2

0

3
√

8x3 − x6dx =

∫

2

0

x
3
√

8− x3dx

=
8

3

∫

1

0

u−1/3 (1− u)1/3 du, donde x3 = 8u.

Haciendo p − 1 = −1/3 y q − 1 = 1/3 encontramos p = 2/3 y q = 4/3. Luego,
aplicando la definición (3.3) y las correpodientes propiedades, tenemos:



3.2. Función Beta de Euler 68

∫

2

0

3
√

8x3 − x6dx. =
8

3
β

(

2

3
,
4

3

)

=
8

3

Γ
(

2

3

)

Γ
(

4

3

)

Γ (2)
=

8

9
Γ

(

2

3

)

Γ

(

1

3

)

=
8

9
Γ

(

2

3

)

Γ

(

1−
2

3

)

=
8

9

π

sen
(

2π

3

)

=
16π

√

3

27
.

Ejemplo 3.7 Calcule

∫

0

−1

(x+ 1)6 (3x)2 dx.

Solución.

Tenemos:
∫

0

−1

(x+ 1)6 (3x)2 dx = 9

∫

1

0

u6 (u− 1)2 du, donde x+ 1 = u

= 9β (7, 3)

= 9
Γ (7) Γ (3)

Γ (10)
= 9

6!2!

9!

=
1

28
.

Ejemplo 3.8 Calcule

∫ π

2

0

sen5θ (1 + cos 2θ) dθ.

Solución.

Tenemos:
∫ π

2

0

sen5θ (1 + cos 2θ) dθ = 2

∫ π

2

0

sen5θ cos2 θdθ.

Haciendo 2p− 1 = 5 y 2q − 1 = 2 obtenemos p = 3 y q = 3/2. Luego,

∫ π

2

0

sen4θ cos5 θdθ = β

(

3,
3

2

)

=
Γ (3) Γ

(

3

2

)

Γ
(

9

2

) =
2
(

1

2

√

π
)

7

2

5

2

3

2

1

2

√

π

=
8

105
.
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Ejemplo 3.9 Calcule

∫ ∞

0

16

x4 + 4
dx.

Solución.

Tenemos:

∫ ∞

0

16

x4 + 4
dx = 16

∫ π

2

0

1

4 tan2 θ

sec2 θ
√

2 tan θ
dθ, donde x2 = 2 tan θ

= 2
√

2

∫ π

2

0

sen− 1

2 θ. cos
1

2 θdθ.

Haciendo 2p− 1 = −1/2 y 2q − 1 = 1/2 obtenemos p = 1/4 y q = 3/4. Luego,

∫ π/3

0

1

x4 + 4
dx = 2

√

2

[

1

2
β

(

1

4
,
3

4

)]

=
√

2
Γ
(

1

4

)

Γ
(

3

4

)

Γ (1)

=
√

2
Γ
(

1

4

)

Γ
(

1− 1

4

)

Γ (1)

=
√

2
π

senπ
4

= 2π.

EJERCICIOS PROPUESTOS 3.1

Evalúe las siguientes integrales.

1.

∫ ∞

0

x3e−xdx

2.

∫ ∞

0

(

x4 + 3x2
)

e−5x2

dx

3.

∫ ∞

0

e−
√
x

3
√

8x
dx

4.

∫ ∞

0

√

xe−x3

dx

5.

∫ ∞

0

(

x4 + 1
)

e−x2

dx

6.

∫

1

0

(lnx)4 dx

7.

∫

1

0

x3
(

ln
1

x

)3

dx

8.

∫

1

0

x3 ln5 xdx

9.

∫ ∞

−1

(

x2 − 1
)

xe−x2−2xdx

10.

∫ ∞

−∞

x2e−4x2

dx
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EJERCICIOS PROPUESTOS 3.2

Evalúe las siguientes integrales.

1.

∫

1

0

x
4 (1− x)3 dx

2.

∫

4

0

x
3/2 (4− x)5/2 dx

3.

∫

1

0

√

1− x

3x
dx

4.

∫

2

0

x
2

√

2− x
dx

5.

∫ a

0

x
2

√

25− x2
dx

6.

∫ a

0

x
4
√

16− x2dx

7.

∫

∞

0

x

1 + x6
dx

8.

∫

∞

0

16

(x4 + 1)2
dx.

9.

∫

1

−1

1
√

1 + x− x2 − x3
dx

10.

∫

1

−1

(x+ 1)
3
√

−x3 − 3x2 − 3x+ 7dx



Caṕıtulo 4

Aplicaciones de la integral

definida

La integral definida tiene aplicaciones en áreas tan diversas como matemáticas
puras, ingenieŕıa, f́ısica, economı́a, estad́ıstica y muchas otras disciplinas. Es una
herramienta poderosa y verstil que se utiliza para resolver problemas de cálculo
de áreas, volúmenes, longitudes de curvas, trabajo realizado por una fuerza,
centro de masa de una lámina y muchas más.

4.1. Area de regiones planas en coordenadas rectan-

gulares

En esta sección extenderemos el concepto de área a regiones limitadas por
la gráfica de funciones integrables. Para esto consideraremos sólo una partición,
un rectángulo genérico, que represente a cualquier elemento de la partición de
la región plana.

Teorema 4.1 Si f y g son funciones continuas en [a, b] y g (x) ≤ f (x) para

todo x en [a, b] , entonces el área de la región, R, comprendida entre las gráficas

de f y g; y las rectas x = a y x = b es dada por

A =

∫
b

a

[f (x)− g (x)] dx. (4.1)

Prueba.

La verificación de este resultado se puede realizar considerando una partición
regular de [a, b] tal que divide el intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno
de ellos de ancho ∆x. Entonces, como se muestra en la figura 4.1, el área del
rectángulo genérico de ancho ∆x y alto f (xi)−g (xi) donde xi esté en el i-ésimo
subintervalo, es

∆Ai = [f (xi)− g (xi)]∆x.

71
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R

Figura 4.1:

Al sumar las áreas de los n rectángulos y luego al tomar ĺımite, se obtiene:

n∑
i=1

∆Ai =
n∑

i=1

[f (xi)− g (xi)]∆x

y

ĺım
n→∞

n∑
i=1

∆Ai = ĺım
n→∞

n∑
i=1

[f (xi)− g (xi)]∆x.

Aśı, el área de la región R, es

Area = ĺım
n→∞

n∑
i=1

[f (xi)− g (xi)]∆x =

∫
b

a

[f (x)− g (x)] dx

Ejemplo 4.1 Calcule el área de la región comprendida entre la gráfica de las

funciones f (x) = x2 + 2 y g (x) = 2x; y las rectas x = 0 y x = 1.

Solución.

La región se muestra en la figura 4.2.

Figura 4.2:
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Al considerar un rectángulo genérico perpendicular al eje X de área dA =
(f (x)− g (x)) dx, e integrar desde x = 0 hasta x = 1, tenemos:

A =

∫

1

0

[(

x2 + 2
)

− 2x
]

dx

=

[

x3

3
− x2 + 2x

]1

0

=
4

3
u2.

Ejemplo 4.2 Calcule el área de la región comprendida entre las gráficas de las

funciones

f (x) =
1

3
x2 +

2

3
x−

14

3
, g (x) =

2

3
x2 +

4

3
x−

22

3
.

Solución.

La región se muestra en la figura 4.3.

-8

-4 20

Figura 4.3:

Los puntos de intersección entre las curvas encontramos resolviendo la ecuación
cuadrática f (x) = g (x) , que produce x2 + 2x − 8 = 0, cuyas soluciones
son x = −4 y x = 2. Observe que ambas funciones son negativas, es decir
g (x) ≤ f (x) ≤ 0 en [−4, 2] .

Al considerar el rectángulo genérico de área dA = (f (x)− g (x)) dx e inte-
grar desde x = 4 hasta x = 2, se obtiene
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A =

∫

2

−4

[(

1

3
x2 +

2

3
x−

14

3

)

−

(

2

3
x2 +

4

3
x−

22

3

)]

dx

=

∫

2

−4

(

−
1

3
x2 −

2

3
x+

8

3

)

dx

=

[

−
x3

9
−

x2

3
+

8

3
x

]2

−4

= 12u2.

En lo sucesivo, solamente por cuestiones de comodidad, omitiremos de colo-
car las unidades del área.

Ejemplo 4.3 Calcule el área de la región limitada por las gráficas de las fun-

ciones

f (x) = −x3 + 6x2 − 8x, g (x) = 4x− x2.

Solución.

La región se muestra en la figura 4.4.

3 4

4

-3

11 2

Figura 4.4:

Los puntos de intersección entre las curvas se obtiene de la ecuación f (x) =
g (x) , que produce x3 − 7x2 + 12x = 0, cuyas soluciones son: x = 0, x = 3, y
x = 4. Por otro lado, como f (x) ≤ g (x) en [0, 3] y g (x) ≤ f (x) en [3, 4] , el
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área de la región es

A =

∫

3

0

[g (x)− f (x)] dx+

∫

4

3

[f (x)− g (x)] dx

=

∫

3

0

(

x3 − 7x2 + 12x
)

dx+

∫

4

3

(

−x3 + 7x2 − 12x
)

dx

=

[

x4

4
−

7x3

3
+ 6x2

]3

0

+

[

−x4

4
+

7x3

3
− 6x2

]4

3

=
45

4
+

7

12

=
71

6
.

Ejemplo 4.4 Calcule el área de la región comprendida por la gráfica de la fun-

ción f (x) =
�

�x2 − 1
�

� y la recta L que pasa por el punto (0, 1) y forma un ángulo

de 135o con el eje X.

Solución.

La región se muestra en la figura 4.5.

Figura 4.5:

Es facil de obtener que la ecuación de la recta L es y = −x + 1, y por
consiguiente la intersección entre las curva y = f (x) y la recta L ocurre cuando
x = −2, x = 0 y x = 1. Por tanto, según las caracteŕısticas de la región, el área
es obtenida con dos integrales:
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A =

∫

0

−2

(y2 − y1) dx+

∫

1

0

(y1 − y2) dx

=

∫

0

−2

[

(−x+ 1)−
�

�x2 − 1
�

�

]

dx+

∫

1

0

[�

�x2 − 1
�

�− (−x+ 1)
]

2
dx

=

∫

−1

−2

[

(−x+ 1)−
(

x2 − 1
)]

dx+

∫

0

−1

[

(−x+ 1)−
(

1− x2
)]

dx+

∫

1

0

[(

1− x2
)

− (−x+ 1)
]

dx

=
7

6
+

5

6
+

1

6

=
13

6
.

Ejemplo 4.5 Calcule el área de la región comprendida entre las gráficas de

f (x) =
1

x
y g (x) =

x

x2 + 1
; para x ≥ 1.

Solución.

En la Figura 4.6 se muestra la región.

Figura 4.6:

Nótese que g (x) ≤ f (x) en [1,∞⟩. Por lo que al considerar el rectángulo
genérico perpendicular al eje X de área dA = [f (x)− g (x)] dx, el área, A, de
la región queda formulada como una integral impropia que es convergente.
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A =

∫

∞

1

(

1

x
−

x

x2 + 1

)

dx

= ĺım
b→∞

[

lnx−
1

2
ln

(

x2 + 1
)

]b

1

= ĺım
b→∞

[

ln
b

√
b2 + 1

+
1

2
ln 2

]

= ln 1 +
1

2
ln 2

= ln
√
2.

Ejemplo 4.6 Determine el área de la región limitada por la gráfica de

f (x) = 3 + ln (x− 1) y su aśıntota; y la recta y = x+ 1.

Solución.

En la figura 4.7 se muestra la región.

Figura 4.7:

Es inmediato ver que ĺım
x→1+

f (x) = ∞ y por tanto la recta x = 1 constituye

una aśıntota.
El rectángulo genérico perpendicular al eje X tiene área

dA = ((x+ 1)− (3 + ln (x− 1)) dx.
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Entonces, cuando x varia desde x = 1 hasta x = 2, tenemos:

A =

∫

2

1

[x+ 1− (3 + ln (x− 1))] dx

= ĺım
ε→0+

∫

2

1+ε

[x+ 1− (3 + ln (x− 1))] dx

= ĺım
ε→0+

[

x2

2
− x− (x− 1) ln |x− 1|

]2

1+ε

= ĺım
ε→0+

[

0−

(

(1 + ε)2

2
− (1 + ε)− ε ln ε

)]

=
1

2
.

Ejemplo 4.7 Calcule el área de la región limitada por las curvas:

y = 2x, y = x2 − 8x+ 16, y =

�

�

�

�

x−
5

2

�

�

�

�

− 3

Solución.

En la figura 4.8 se muestra la región.

2

1

Figura 4.8:

Sean y1 = 2x, y2 = (x− 4)2 e y3 =
�

�x− 5

2

�

� − 3

2
. La intersección entre

las curvas se obtiene de las ecuaciones y1 = y3, y1 = y2 e y2 = y3. Estos son,
(0, 1) , (2, 4) y (4, 0) respectivamente.

Al considerar el rectángulo genérico perpendicular al eje X, tenemos

A =

∫

2

0

(y1 − y3) dx+

∫

4

2

(y2 − y3) dx.



79 4.1. Area de regiones planas en coordenadas rectangulares

Como

y3 (x) =

{

−x+ 1 , x < 5

2

x− 4 , x ≥
5

2

entonces

A =

∫

2

0

[2x − (1− x)] dx+

∫

5/2

2

[

(x− 4)2 − (1− x)
]

dx

+

∫

4

5/2

[

(x− 4)2 − (x− 4)
]

dx

=

[

2x

ln 2
− x+

x2

2

]2

0

+

[

(x− 4)3

3
+

(x− 1)2

2

]5/2

2

+

[

(x− 4)3

3
−

(x− 4)2

2

]4

5/2

=
3

ln 2
+

13

6
+

9

4
.

Teorema 4.2 Si f y g son funciones continuas en [c, d] y g (y) ≤ f (y) para

todo y en [c, d] , entonces el área de la región, R, comprendida entre las gráficas

de f y g; y las rectas y = c e y = d es dada por

A =

∫ d

c
[f (y)− g (y)] dy. (4.2)

En la figura 4.9 se muestra el elemento rectángular genérico cuya área es
dA = [f (y)− g (y)] dy.

R

Figura 4.9:
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Ejemplo 4.8 Calcule el área de la región limitada por la parábola x = y2 − 3
y la recta y = −x− 1.

Solución.

En la figura 4.10 se muestra la región y los puntos de intersección entre las
curvas.

-2

-3 -2

Figura 4.10:

El rectángulo genérico perpendicular al eje Y tiene área dA =
[

(−y − 1)−
(

y2 − 3
)]

dy.

Por tanto, cuando y vaŕıa desde y = −2 hasta y = 1, tenemos

A =

∫

1

−2

[

−y − 1−
(

y2 − 3
)]

dy

=

(
∫

1

−2

−y2 − y + 2

)

dy

=

[

−

y3

3
−

y2

2
+ 2y

]1

−2

=
9

2
.

Nótese que tambien es posible considerar el rectángulo genérico perpendicular
al eje Y . En este caso requiere dos integrales ya que la frontera superior cambia
a partir de x = 2. Veamos los cálculos-

A =

∫

2

−1

[

(x− 1) +
√

3− x
]

dx+

∫

3

2

[√

3− x+
√

3− x
]

dx

=

∫

2

−1

[

(x− 1) +
√

3− x
]

dx+ 2

∫

3

2

√

3− xdx

=
9

2
.
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Ejemplo 4.9 Calcule el área de la región comprendida por la curva (y−1)3 = x,

la recta y = 2 y la recta L cuya ordenada en el origen es igual a 11 y de pendiente

m = −1.

Solución.

En la figura 4.11 se muestra la región.

Figura 4.11:

Es inmediato ver que la recta L tiene por ecuación y = −x+11. El rectángulo

genérico pendicular al eje Y tiene área dA =
[

(11− y)− (y − 1)3
]

dy. Por tanto,

cuando y vaŕıa de desde y = 2 hasta y = 3, el área de la región es:

A =

∫

3

2

(

(11− y)− (y − 1)3
)

dy

=

[

11y −
y2

2
−

(y − 1)4

4

]3

2

=
19

4
.

Ejemplo 4.10 Calcule el área de la región limitada por las curvas:

x = y2 (4− y) ,
√

x+ 4 = −3y, (x+ 4)2 = 4y.

Solución. La región se muestra en la figura 4.12, aśı como los puntos de
interesección entre las curvas son (−4, 0) , (0, 4) y (5,−1) .

.
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Figura 4.12:

Sean x1 = 4y2 − y3, x2 = 9y2 − 4, y x3 = −4 + 2
√
y . Al considerar el

rectángulo genérico perpendicular al eje Y, tenemos

A =

∫

0

−1

(x1 − x2) dy +

(
∫

4

0

x1 − x3

)

dy

=

∫

0

−1

[

4y2 − y3 −
(

9y2 − 4
)]

dy +

∫

4

0

[

4y2 − y3 − (−4 + 2
√
y)
]

dy

=

∫

0

−1

(

4− 5y2 − y3
)

dy +

∫

4

0

(

4y2 − y3 + 4− 2
√
y
)

dy

=

[

4y −
5y3

3
−

y4

4

]0

−1

+

[

4y3

3
−

y4

4
+ 4y −

4y3/2

3

]4

0

=
31

12
+

80

3

=
117

4
.

Ejemplo 4.11 Calcule el área de la región limitada por las curvas:

y = e−x, x = y2 − 3y + 2 y la recta y = 3.

Solución. La región se muestra en la Figura 4.13.
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2

3

Figura 4.13:

Al considerar el rectángulo genérico perpendicular al eje Y, se tiene dA =
[(

y2 − 3y + 2
)

− (− ln y)
]

dy. Por lo tanto, cuando y vaŕıa desde y = 1 hasta
y = 3, tenemos

A =

∫

3

1

[

y2 − 3y + 2− (− ln y)
]

dy

=

[

y3

3
−

3y2

2
+ 2y + y ln y − y

]3

1

= 3 ln 3−
4

3
.

Ejemplo 4.12 Calcule el área de la región limitada por las curvas:

x = y − y2, y = 4x2 − 4x, y = 1− x

para x ≥ 0.

Solución.

La región se muestra en la figura 4.14 y puede ser visto como la unión de
dos regiones.
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R1

R2

1

10

Figura 4.14:

En este caso, para la región R1 consideramos el rectángulo genérico perpen-
dicular al eje Y, mientras que para la región R2 consideramos perpendicular al
eje X. Aśı, el área es A = A1 +A2, o sea

A =

∫

1

0

[

(−y + 1)−
(

y − y2
)]

dy +

∫

1

0

[

0−
(

4x2 − 4x
)]

dx

=

∫

1

0

(

y2 − 2y + 1
)

dy +

∫

1

0

(

−4x2 + 4x
)

dx

=

[

y3

3
− y2 + y

]1

0

+

[

−
4x3

3
+ 2x2

]1

0

=
1

3
+

2

3
= 1.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1− 10 calcule el área de la región limitada por las curvas.

1. y = −x2, y = x− x3

2. y = x2 − 1, y = |x|

3. y = 3x− x2, y = 3x2 − x3
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4. x = −6 (y − 1)2, x = y (y − 1) (y − 7)

5. y = 3
√
x− 1, y = x− 1

6. x =
y

√

16− y2
, x = 0, y = 3

7. x =
�

�y2 − 4
�

�, x = 2y + 4

8. x = y2 − 3y + 1, x+ y − 1 = 0

9. y = x−
�

�x2 − 1
�

�, y = x− 3

10. y =
�

�x2 − 1
�

�− x, y = −x2 + 5

En los ejercicios 11−16, calcule el área de la región limitada por las curvas.

11. x2 − 4x− 4y + 16 = 0, 2y + x− 20 = 0

12. x− ey = 0, x2 − 3x+ y + 2 = 0, x = 3

13. x3 − x2 + 2xy − y2 = 0, x = 4

14. y2 + 2x− 10 = 0, x− |y|+ 1 = 0

15. x2 − y (y − 4)2 = 0, x2 − y = 0 donde x ≥ 0.

16. 3x+
√
4− y = 0, x2 (x− 4)− y = 0, (y − 4)2 − 4x = 0

En los ejercicios 17−20, calcule el área de la región limitada por la gráfica
de la función y la recta tangente a la gráfica en el punto dado.

17. f (x) = x3, (1, 1)

18. f (x) =
1

1 + x2
,

(

1, 1
2

)

19. h (x) = x3 − 2x, (−1, 1)

20. g (x) =
2

1 + 4x2
,

(

1

2
, 1
)

En los ejercicios 21 y 25, calcule el área de la región comprendida por:

21. la curva xy2 − 9x− 8 = 0 y su aśıntota.

22. la curva e−x
√
x− y = 0 y su aśıntota.

23. la curva 2xy −√
x = 0 y su aśıntota.
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24. la curva y = x3
(
4− x2

)1/2
, para x ≥ 0, y su aśıntota.

25. las curva xy − 1 = 0 y x
(
y2 + 1

)
− y = 0, para y ≥ 1.

4.2. Area de regiones planas en coordenadas polares

Figura 4.15:

Consideremos la región limitada por la curva r = r (θ) y las semirectas de
ecuaciones θ = α y θ = β, tal como se ilustra en la figura 4.15. Si tomamos
una partición θ0 = α < θ1 < θ2 < · · · < θn = β del intervalo [α, β], y en cada
subintervalo genérico [θk−1, θk] eligimos un punto arbitrario tk, entonces el área
encerrada por la curva y los rayos θ = α y θ = β se puede aproximar por la
suma

n∑

k=1

área (Sk) ,

donde Sk es el sector circular de radio r (tk) y ángulo θk − θk−1. Sabemos que
el área del sector circular Sk es dada por

área (Sk) =
1

2
[r (tk)]

2 (θk − θk−1) .

Entonces

n∑

k=1

área (Sk) =

n∑

k=1

1

2
[r (tk)]

2 (θk − θk−1)

=
1

2

n∑

k=1

[r (tk)]
2 (θk − θk−1)

� �� �

.

Suma de Riemann de la función r2(θ)
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Aplicando ĺımite, cuando n → ∞, tenemos

ĺım
n→∞

n
∑

k=1

área (Sk) =
1

2

∫ β

α

r2 (θ) dθ.

La siguiente definición resume este hecho.

Definición 4.1 Sea r = r (θ) la ecuación en coordenadas polares de una curva

y supongamos que r es continua en [α, β]. El área de la región S limitada por

la curva y las semirectas de ecuaciones θ = α y θ = β es definida por

A =
1

2

∫ β

α

r2 (θ) dθ.

Si la región S es limitada por dos curvas, como lo muestra la figura 4.16,
entonces el área es:

A =
1

2

∫ β

α

[(

r2
1
(θ)− r2

2
(θ)

)]

dθ.

Figura 4.16:

Ejemplo 4.13 Determine el área de la región: exterior a r = 4sen (2θ) e inte-

rior a r = 4 cos θ.

Solución.

La región se muestra en la Figura 4.17. El rayo en la cual ocurre la intersec-
ción entre las curvas se obtiene de la ecuación 8 senθ cos θ = 4 cos θ; esto
es θ = −π/6, π/6.
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Figura 4.17:

Nótese que la región es simétrica con respecto al eje polar, por lo que es
suficiente integrar de 0 a π/6 y multiplicar por dos.

A = 2

[

1

2

∫ π/6

0

(

r22 − r21
)

dθ

]

= 2

[

1

2

∫ π/6

0

[

(4 cos θ)2 − (4sen (2θ))2
]

dθ

]

=

∫ π/6

0

(

16 cos2 θ − 16sen2 (2θ)
)

dθ

= 8

∫ π/6

0

(cos (2θ) + cos (4θ)) dθ

=

[

4sen (2θ) +
sen (4θ)

4

]π/6

0

= 3
√

3.

Ejemplo 4.14 Determine el área de la región: exterior a r = 1−cos θ e interior

a r = 1− senθ.

Solución.

La región se muestra en la figura 4.18. El rayo en la cual se intersectan las
curvas se obtiene de la ecuación 1− cos θ = 1− senθ. al resolver se obtienen
θ = π/4, 5π/6.
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Figura 4.18:

De acuerdo a la información de la figura no se observa simetŕıa de la región,
por lo que el área de la región es:

A =
1

2

∫ π/4

0

[

(1− senθ)2 − (1− cos θ)2
]

dθ +
1

2

∫

2π

5π/4

[

(1− senθ)2 − (1− cos θ)2
]

dθ

=
1

2

∫ π/4

0

(

− cos2 θ + 2 cos θ + sin2 θ − 2 sin θ
)

dθ

+
1

2

∫

2π

5π/4

(

− cos2 θ + 2 cos θ + sin2 θ − 2 sin θ
)

dθ

=
√

2−
5

4
+

√

2 +
5

4

= 2
√

2.

Ejemplo 4.15 Calcule el área de la región: exterior a la circunferencia r =
3senθ e interior a la cardioide r = 1 + senθ.

Solución.

La región se muestra en la figura 4.19. El rayo en la cual ocurre la intersectan
de las curvas se obtiene de la ecuación 1 + senθ = 3senθ, esto es θ = π/6 y
θ = 5π/6.
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Figura 4.19:

Como la región es simétrica respecto al eje π/2, y la tengente en el polo para
la cardioide es θ = −π/2, entonces el área de la región es:

A = 2

[

1

2

∫ π/6

−π/2
(1 + senθ)2 dθ −

1

2

∫ π/6

0

(3senθ)2 dθ

]

= 2

[

1

2

[

3θ

2
− 2 cos θ −

1

4
sen (2θ)

]π/6

−π/2

−
9

2

[

θ

2
−

sen (2θ)

4

]π/6

0

]

= 2

[(

π

2
−

9
√
3

16

)

−

(

3π

8
−

9
√
3

16

)]

=
π

4
.

Ejemplo 4.16 Calcule el área de la región : exerior a r =
√
2sen (2θ) e interior

a r2 = 3 cos (2θ) .

Solución.

La región se muestra en la figura 4,20, El rayo en las cuales se intersectan las

curvas se obtienen de resolver para θ de la ecuación
(√

2sen (2θ)
)2

= 3 cos (2θ) .
Efectuando operaciones tenemos

(2 cos (2θ)− 1) (cos (2θ) + 2) = 0,⇒ cos (2θ) =
1

2
∨ cos (2θ) = −2.

Luego, de cos (2θ) = 1

2
se tiene θ = ±π

6
, θ = ±5π

6
.
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Figura 4.20:

Ahora, dado que la región es simétrica respecto al eje polar y al eje π
2
,

podemos calcular el área integrando de θ = 0 hasta θ = π
6
y luego multiplicar

por cuatro. Esto es:

A = 4

[

1

2

∫ π

6

0

(

3 cos (2θ)− 2sen2 (2θ)
)

dθ

]

= 2

∫ π

6

0

(3 cos (2θ)− 1− cos (4θ)) dθ

= [3sen (2θ)− 4θ + sen (4θ)]
π/6
0

=
7

4

√
3−

1

3
π.

Ejemplo 4.17 Determine el área de la región: interior a r = −4 cos θ y exterior

a r = 4 cos (2θ) .

Solución.

La región se muestra en la figura 4.21. Denotando r1 = −4 cos θ y r2 =
−4 cos (2θ) equivalente a r = 4 cos (2θ) . El rayo en la cual se intersectan las
curvas se obtienen de la ecuación r1 = r2, cuya solución es θ = 2π/3, 2π. Por
otro lado, las tangentes en el polo para r2 son θ = ±π/4, ±3π/4,±5π/4,±7π/4.
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Figura 4.21:

Siendo la región simétrica al eje cuando θ = π, el área de la región sombreada
es entonces

A = 2

[

1

2

∫

3π/4

2π/3

(

r21 − r22
)

dθ +
1

2

∫ π

3π/4

(

r21 − r22
)

dθ

]

=

∫ π

2π/3

(

r21 − r22
)

dθ

=

∫ π

2π/3

(

36 cos2 θ − 36 cos2 (2θ)
)

dθ

= 36

[

∫ π

2π/3
cos2 θdθ −

∫ π

2π/3
cos2 (2θ) dθ

]

= 6π +
9

2

√

3 +
9

4

√

3− 6π

=
27

4

√

3.

Ejemplo 4.18 Calcule el área de la región: exterior a las curvas r = −2 cos θ
y r = 6 cos θ e interior a r = 2 (1 + cos θ) .

Solución.

La región se muestra en la figura 4.22. Los rayos en las cuales se intersectan
las curvas se obtienen de 2 (1 + cos θ) = 6 cos θ. Esto es, θ = −π/3, π/3.
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Figura 4.22:

Por otro lado, vemos que la región es simétrica al eje polar y también cuando
θ = π, por lo que para calcular el área, es suficiente integrar de [π/3, π/2] y de
[π/2, 2π/3]; y luego multiplicar por 2. Entonces tenemos

A = 2

[

1

2

∫ π/2

π/3

[

(2 + 2 cos θ)2 − (6 cos θ)
]

dθ +
1

2

∫

2π/3

π/2

[

(2 + 2 cos θ)2 − (6 cos θ)
]

dθ

]

= −

∫ π/2

π/3

(

32 cos2 θ − 8 cos θ − 4
)

dθ + 4

∫

2π/3

π/2
(1 + 2 cos θ) dθ

= 8 [2sen (2θ) + 2senθ − 3θ]
π/2
π/3 + 4 [θ + 2senθ]

2π/3
π/2

=
(

16− 16
√

3− 4π
)

+

(

2π

3
− 4

√

3− 8

)

= 8− 12
√

3−
5π

3
.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Encuentre el área de la región encerrada por r = 1+3 cos θ pero fuera del
lazo interior.

2. Encuentre el área de la región: dentro de r = 2 cos θ y fuera de r =
3 cos (3θ).

3. Determine el área de la región comprendida entre las curvas:

a) r = 2 cos θ y r = 2senθ

b) r = 1 y r = 2senθ

c) r = 2 y r = 2 (1− cos θ)

d) r = 2 (1 + cos θ) y r = 2 (1− cos θ)

En los ejercicios 4− 13 determine el área de la región que se indica:

4. extrior a la curva r = 6 cos θ e interior a la curva r = 2 + 2 cos θ

5. interior a r2 = 2 cos θ y exterior a r = 1.

6. interior a la lemniscata r2 = 6 cos (2θ) y exterior a la circunferencia r =
√

3.

7. exterior a las curvas r = 2senθ y r = 2− 2 cos θ ; pero interior a la curva
r = 1.

8. interior a r =
√

2senθ y exterior a r2 = cos 2θ.

9. interior a r = 3
√

2

2
y exterior a r2 = −9 cos 2θ.

10. exterior a r = 4 cos θ, pero interior a r = 1 + 2 cos θ.

11. interior a r = 2 y exterior a r2 = 8 cos2 θ − 4 limitada por θ = π/3.
(Considere la región en el primer cuadrante)

12. interior a r2 = 4sen2θ y r2 = 4
√

3 cos 2θ.

13. interior a r = 1 y exterior a r = 4senθ cos θ.

14. Obtenga el área del riso interior de la curva r = 1 + 2 cos θ.

15. Obtenga el área de la región común de las curvas: r = 3+ 2 cos θ y r = 2.
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4.3. Volumen de sólidos de revolución

En esta sección vamos a calcular el volumen de los sólidos de revolución,
los cuales se obtienen cuando una región plana está por completo en un lado de
una recta fija en su plano y se hace rotar alrededor de esa recta. La recta fija
se denomina eje del sólido de revolución.

Los métodos clásicos para cálcular volúmenes de revolución son: método del
disco circular, método del anillo y método de la lámina ciĺındrica; en cada una el-
las en lugar de aplicar de manera mecánica la fórmulas para obtener volúmenes,
se sugiere que en cada problema vaya a través del proceso que conduce a ella.

4.3.1. Método del disco circular

Teorema 4.3 Sea f una función continua en el intervalo cerrado [a, b] tal que
f (x) ≥ 0. El volumen del sólido de revolución S generado por rotación alrededor

del eje X de la región limitada por la gráfica de f, el eje X y las rectas x = a

y x = b, es dada por

V = π

∫
b

a

[f (x)]2 dx. (4.3)

y

Figura 4.23:

Prueba.

Consideremos el rectángulo genérico de base dx y altura y = f (x) , como se
muestra en la figura 4.23. Al rotar este rectángulo alrededor del eje X, se genera
el sólido de revolución llamado cilindro o disco de radio y = f (x) y altura dx,

área de la base πy2 y volumen

dV = πy2dx = π [f (x)]2 dx
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El volumen del sólido S que se genera al girar la región plana alrededor del eje
X, es una suma infinita de los volúmenes de las particiones y que denotamos
por definición como

V = π

∫
b

a

[f (x)]2 dx.

Teorema 4.4 Sea f una función continua en el intervalo cerrado [c, d] tal que
f (y) ≥ 0. El volumen del sólido de revolución S generado por rotación alrededor

del eje Y de la región limitada por la gráfica de f, el eje Y y las rectas y = c e

y = d, es dada por

V = π

∫
d

c

[f (y)]2 dy. (4.4)

La figura 4.24 muestra la región a rotar alrededor del eje Y.

x

Figura 4.24:

Ejemplo 4.19 Calcule el volumen del sólido generado al hacer rotar alrededor

del eje X, la región limitada por la parábola y = x2 y las rectas y = 0, x = 0 y

x = 2.

Solución.

En la figura 4.25 se muestra la región.
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y

Figura 4.25:

Al rotar el rectángulo elemnetal alrededor del eje X se obtiene el disco

circular de radio = y, y volumen dV = πy2dx. Cuando x vaŕıa desde x = 0

hasta x = 2, se obtiene un sólido cuyo volumen es

V = π

∫

2

0

(

x2
)2

dx = π

∫

2

0

x4dx

= π

[

x5

5

]2

0

=
32π

5
u3.

En lo sucesivo, solamente por cuestiones de comodidad, omitiremos de colo-

car la unidad del volumen.

Ejemplo 4.20 Calcule el volumen del sólido generado al hacer rotar alrededor

del eje Y, la región limitada por la curva y = x3 + 1 y las rectas x = 0 y y = 2.

Solución.

En la figura 4.26 se muestra la región. Al rotar el rectángulo elemnetal

alrededor del eje Y se obtiene el disco circular de radio = x, y volumen dV =

πx2dy.
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Figura 4.26:

Cuando y vaŕıa desde y = 1 hasta y = 2, obtiene un sólido cuyo volumen es

V = π

∫

2

1

x2dy = π

∫

2

1

(

3

√

y − 1
)2

dy

= π

∫

2

1

(y − 1)2/3 dy

= π

[

3

5
(y − 1)5/3

]2

1

=
3

5
π.

Ejemplo 4.21 Calcule el volumen del sólido generado al hacer rotar la región

limitada por la curva y = x2e−x2

alrededor de su aśıntota.

Solución.

En la Figura 4.27 se muestra la región y es simétrica respecto al eje Y.

y

Figura 4.27:

La recta y = 0 constituye la aśıntota de la curva, pues ĺım
x→+∞

x2e−x2

= 0.



99 4.3. Volumen de sólidos de revolución

Al rotar el rectángulo elemental alrededor del eje X, se obtiene un disco
circular de radio = y, y volumen dV = πy2dx. Cuando x vaŕıa desde −∞ a
+∞, se obtiene un sólido cuyo volumen es entonces

V = π

∫

∞

−∞

y2dx = 2π

∫

∞

0

x4e−2x2

dx

=
π
√
2

8

∫

∞

0

t3/2e−tdt, donde t = 2x2

=
π
√
2

8
Γ

(

5

2

)

=
3
√
2π3/2

32
.

4.3.2. Método del anillo circular

El método del anillo circular se utiliza cuando se trata de calcular el volumen
de un sólido de revolución con un agujero. Este tipo de sólidos aparecen cuando
la región plana que gira y el eje de revolución no están juntos.

Teorema 4.5 Sean f y g funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] tal
que f (x) ≥ g (x) ≥ 0 ó f (x) ≤ g (x) ≤ 0. El volumen del sólido de revolución S

generado por rotación alrededor del eje X de la región limitada por las curvas

y = f (x) e y = g (x) , el eje X y las rectas x = a y x = b, es dada por

V = π

∫ b

a

[

(f (x))2 − (g (x))2
]

dx. (4.5)

Prueba.

Figura 4.28:
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Consideremos rectángulo elemental determinado por x y las ordenadas y1 =
f (x) e y2 = g (x), como se muestra en la figura 4.28. Al rotar el rectángulo
elemental alrededor del eje X, se genera el sólido de revolución en forma de un
anillo, como el que se ilustra en el lado derecho de la figura, cuya base tiene un
área A (x) = π

(

y2
1
− y2

2

)

, y cuyo volumen es

dV = A (x) dx = π
(

y2
1
− y2

2

)

dx.

Aśı que, el volumen del sólido de revolución S obtendo es una suma infinita
de los volúmenes de las particiones a la que denotamos por definición como:

V = π

∫

b

a

A (x) dx = π

∫

b

a

[

(f (x))2 − (g (x))2
]

dx.

Teorema 4.6 Sean f y g funciones continuas en el intervalo cerrado [c, d] tal
que f (y) ≥ g (y) ≥ 0 ó f (y) ≤ g (y) ≤ 0. El volumen del sólido de revolución
S generado por rotación alrededor del eje Y, la región limitada por las curvas
x = f (y) y x = g (y) , el eje Y y las rectas y = c y y = d, es dada por

V = π

∫

d

c

[

f2 (y)− g2 (y)
]

dy. (4.6)

Ejemplo 4.22 Determine el volumen del sólido generado al rotar la región lim-
itada por las curvas y = x2 e y = 4x − x2, alrededor de la recta: a) y = 5
b) y = −2

Solución.

En la figura 4.29 se muestra la región.

Figura 4.29:
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Es inmediato encontrar que los puntos de intersección entre las curvas y1 =
x2 e y2 = 4x− x2 son (0, 0) y (2, 4) .

a) Al rotar el rectángulo elemental alrededor de la recta y = 5, se obtiene
un anillo circular que tiene volumen

dV = π
[

(5− y1)
2
− (5− y2)

2

]

dx.

Cuando x vaŕıa desde x = 0 hasta x = 2, se obtiene un sólido cuyo volumen es

V = π

∫

2

0

[

(

5− x2
)2

−

(

5− 4x+ x2
)2
]

dx

= π

∫

2

0

(

8x3 − 36x2 + 40x
)

dx

= π
[

2x4 − 12x3 + 20x2
]2

0

= 16π.

b) Al rotar el rectángulo elemental alrededor de la recta y = −2, se obtiene
un anillo circular que tiene volumen

dV = π
[

(y2 + 2)2 − (y1 + 2)2
]

dx.

Cuando x vaŕıa desde x = 0 hasta x = 2, se obtiene un sólido cuyo volumen es

V = π

∫

2

0

[

(

4x− x2 + 2
)2

−

(

x2 + 2
)2
]

dx

= π

∫

2

0

(

−8x3 + 8x2 + 16x
)

dx

= π

[

−2x4 +
8

3
x3 + 8x2

]2

0

=
64

3
π.

Ejemplo 4.23 Determine el volumen del sólido generado al rotar la región lim-
itada por las curvas y = − lnx e y = x2 − 2x+ 1, y la recta x = 2, alrededor de
la recta: a) x = −1 b) x = 3.

Solución.

En la figura 4.30 se muestra la región a rotar. Los puntos de intersección
entre las curvas y la recta x = 2, son (1, 0), (2,− ln 2) y (2, 1) .
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-1 31

Figura 4.30:

a) Al rotar el rectángulo elemental alrededor de la recta x = −1, se obtiene

un anillo circular que tiene volumen dV = π
(

9− (x+ 1)2
)

dy. Cuando y vaŕıa

desde y = − ln 2 hasta y = 1, es necesario usar dos integrales para expresar el
volumen del sólido. En efecto, denotando x1 = e−y e x2 = 1 +

√
y , tenemos

entonces

V = π

∫

0

− ln 2

(

9−
(

e−y + 1
)2
)

dy + π

∫

1

0

(

9− (
√
y + 2)2

)

dy.

= π

∫

0

− ln 2

(

8− e−2y
− 2e−y

)

dy + π

∫

1

0

(5− 4
√
y − y) dy

=
11

6
π + π

(

8 ln 2−
7

2

)

.

b) a) Al rotar el rectángulo elemental alrededor de la recta x = 3, se obtiene

un anillo circular que tiene volumen dV = π
(

(3− x)2 − 12
)

dy; pero cuando y
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vaŕıa desde y = − ln 2 hasta y = 1, el volumen del sólido es

V = π

∫

0

− ln 2

(

(3− x1)
2
− 12

)

dy + π

∫

1

0

(

(3− x2)
2
− 12

)

dy

= π

∫

0

− ln 2

(

(

3− e−y
)2

− 1
)

dy + π

∫

1

0

(

(2−
√
y)2 − 1

)

dy

= π

∫

0

− ln 2

(

e−2y
− 6e−y + 8

)

dy + π

∫

1

0

(y − 4
√
y + 3) dy

=
5

6
π + π

(

8 ln 2−
9

2

)

.

= 2π

(

4 ln 2−
11

6

)

.

Ejemplo 4.24 Determine el volumen del sólido generado al rotar alrededor de

la recta y = −1, la región limitada por la parábola x2 + 4y − 9 = 0, la recta

tangente L en el punto (1, b) y la recta y = 0.

Solución.

En la figura 4.31 se muestra la región a rotar.

Figura 4.31:

Primero determinaremos la ecuación de la recta tangente L a la curva
y1 = (9− x2)/4 en el punto (1, b) . Veamos:

Al reemplazar el punto (1, b) en la ecuación de la curva se obtiene b = 2.
Por otro lado, la pendiente de la recta tangente en cualquier punto de la curva
es y′ = −x/2. Entonces, en x = 1 se tiene mL = −1/2. Aśı, la ecuación de la
recta L es y2 = −

x
2
+ 5

2
.
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Al rotar el rectángulo elemental alrededor de la recat y = −1 se obtiene un

anillo circular cuyo volumen es: dV =
[

(y2 + 1)2 − (y1 + 1)2
]

dx para x ∈ [1, 3] ,

y disco circular cuyo volumen es dV =
[

(y2 + 1)2 − 12
]

dx para x ∈ [3, 5] . Por

tanto, el volumen del sólido generado cuando x vaŕıa de x = 1 hasta x = 5, es

V = π

∫

3

1

[

(y2 + 1)2 − (y1 + 1)2
]

dx+ π

∫

5

3

[

(y2 + 1)2 − 12
]

dx

= π

∫

3

1

[

(

−
x

2
+

5

2
+ 1

)2

−

(

9− x2

4
+ 1

)2
]

dx+ π

∫

5

3

[

(

−
x

2
+

5

2
+ 1

)2

− 1

]

dx

= π

∫

3

1

(

−
1

16
x4 +

15

8
x2 −

7

2
x+

27

16

)

dx+ π

∫

5

3

(

1

4
x2 −

7

2
x+

45

4

)

dx

=
13

5
π +

8

3
π

=
21

3
π.

Ejemplo 4.25 Determine el volumen del sólido generado al rotar alrededor de

la recta x = −1, la región limitada por las curvas y = 1

2
x2 y

√
x+ y = y.

Solución.

En la figura 4.32 se muestra la región a rotar y los puntos de intersección
entre las curvas.

Figura 4.32:

Rescribiendo las ecuaciones como x1 =
√
2y y x2 = y2 − y. Al rotar el

rectángulo elemental alrededor de la recta x = −1, se obtiene un anillo circular
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cuyo volumen es

dV = π
[

(x1 + 1)2 − (x2 + 1)2
]

dy.

Por tanto, el volumen del sólido generado cunado y vaŕıa desde y = 0 hasta
y = 2, es:

V = π

∫

2

0

[

(x1 + 1)2 − (x2 + 1)2
]

dy

= π

∫

2

0

[

(

√

2y + 1
)2

−

(

y2 − y + 1
)2

]

dy

= π

∫

2

0

(

4y + 2
√

2
√
y − 3y2 + 2y3 − y4

)

dy

=
104

15
π.

Ejemplo 4.26 Determine el volumen del sólido de revolución generado al rotar

alrededor del eje Y , la región limitada por la curva x =
√
ye−y+2 y su aśıntota.

Solución.

En la figura 4.33 se muestra la región. Es facil ver que la recta x = 2 es la
aśıntota de la curva dada.

Figura 4.33:

Al rotar el rectángulo elemental. alrededor del eje Y se obtiene un anillo

circular, cuyo volumen es dV = π
[

(x)2 − (2)2
]

dy.
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Por tanto, el volumen del sólido generado cuando y vaŕıa desde y = 0 hasta
+∞, es:

V = π

∫

∞

0

[

(x)2 − (2)2
]

dy = π

∫

∞

0

[

(√
ye−y + 2

)2 − (2)2
]

dy

= π

[
∫

∞

0

ye−2ydy + 4

∫

∞

0

y1/2e−ydy

]

= π

[

1

4
Γ (2) + 4Γ

(

3

2

)]

= π

[

1

4
+ 2

√
π

]

.

4.3.3. Método de lámina ciĺındrica

Para muchos problemas, el método de la lámina ciĺındrica (corteza ciĺındrica)
es más facil de aplicar que el método de los discos o el del anillo.

Teorema 4.7 Sean f y g funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] tal
que f (x) ≥ g (x). El volumen del sólido de revolución S generado por rotación

alrededor del eje Y de la región limitada por las curvas y1 = f (x) y y2 = g (x),
y las rectas x = a y x = b, es dada por

V = 2π

∫ b

a
x [f (x)− g (x)] dx.

Prueba.

En la figura 4.34 se muestra un rectángulo elemental. Al rotar alrededor del
eje Y genera un tubo ciĺındrico de espesor dx, radio en la base = x, altura=
y1 − y2; cuyo volumen aproximado es

dV = (peŕımetro de la base) (ancho) (altura)

= (2πx) (dx) (y1 − y2)

Por tanto, el volumen del sólido de revolución S obtenido cuando x vaŕıa desde
x = a hasta x = b , es

V = 2π

∫ b

a
x [f (x)− g (x)] dx.



107 4.3. Volumen de sólidos de revolución

x

Figura 4.34:

Teorema 4.8 El volumen del sólido de revolución S generado por rotación
alrededor del eje X de la región limitada por las curvas x1 = f(y) y x2 = g (y)
(con f (y) ≥ g (y) ) y las rectas verticales y = c y y = d, es dado por la fórmula

V = 2π

∫
d

c

y [f (y)− g (y)] dy.

Observación 4.1 Comparación de los métodos anillo y corteza.
Para el método del anillo el rectángulo representativo es siempre perpendic-

ular al eje de rotación; mientras que para el método de la corteza el rectángulo
representativo es paralelo al eje de rotación.

Ejemplo 4.27 Calcule el volumen del sólido de revolución generado al rotar la
región limitada por la parábola y = −x2 − 3x+6 y la recta y = 3− x, alrededor
de la recta x = −4.

Solución.

En la figura 4.35 se muestra la región. Los puntos de intersección entre
y1 = −x2 − 3x+ 6 y y2 = 3− x son (−3, 6) y (1, 2) .
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Figura 4.35:

La lámina ciĺındrica elemental obtenido al rotar rectángulo elemental alrede-
dor de la recta x = −4, tiene radio = x + 4, altura = y1 − y2, y volumen
dV = 2π (x+ 4) (y1 − y2) dx. Por tanto, el volumen del sólido generado cuando
x vaŕıa desde x = −3 hasta x = 1, es:

V = 2π

∫

1

−3

(x+ 4)
(

−x2 − 2x+ 3
)

dx

= 2π

∫

1

−3

(

−x3 − 6x2 − 5x+ 12
)

dx

= 2π

[

−

x4

4
− 2x3 −

5

2
x2 + 12x

]1

−3

= 64π.

Ejemplo 4.28 Determine el volumen del sólido generado al rotar la región lim-

itada por las curvas y = − lnx e y = (x− 1)2 , y la recta x = 2, alrededor de la

recta x = 3.

Solución. En la figura 4.36 se muestra la región. Si y1 = − lnx, y2 =
(x− 1)2, entonces la lámina ciĺındrica elemental obtenido al rotar el rectángulo
elemental alrededor de la recta x = 3, tiene radio = 3 − x, altura = y2 − y1, y
volumen dV = 2π (3− x) (y2 − y1) dx.
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Figura 4.36:

Por tanto, el volumen del sólido generado cuando x vaŕıa desde x = 1 hasta
x = 2, es

V = 2π

∫

2

1

(3− x) (y2 − y1) dx

= 2π

∫

2

1

(3− x)
(

x2 − 2x+ 1− (− lnx)
)

dx

= 2π

∫

2

1

(

3 lnx− 7x− x lnx+ 5x2 − x3 + 3
)

dx

= 2π

[

3x (lnx)−
7

2
x2 −

1

2
x2

(

lnx−

1

2

)

+
5

3
x3 −

x4

4
+ 3x

]2

1

= 2π

(

4 ln 2−
11

6

)

.

Ejemplo 4.29 Calcule el volumen del sólido de revolución generado al rotar la
región limitada por las curvas x = ey + 1 y 3y2 − 6y = x − 2 y la recta y = 2.
alrededor de la recta: a) y = −2 b) y = 3.

Solución. En la figura 4.37 se muestra la región a rotar.
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Figura 4.37:

Sea x1 = ey + 1 y x2 = 3y2 − 6y + 2.

a) La lámina ciĺındrica elemental obtenido al rotar el rectángulo elemental
alrededor de la recta y = −2, tiene radio = y + 2, altura = x1 − x2, y volu-
men dV = 2π (y + 2) (x1 − x2) dy. Por lo tanto, el volumen del sólido generado
cuando y vaŕıa desde y = 0 hasta y = 2, es:

V = 2π

∫

2

0

(y + 2) (x1 − x2) dy

= 2π

∫

2

0

(y + 2)
(

ey + 1− 3y2 + 6y − 2
)

dy

= 2π

∫

2

0

(

11y + 2ey + yey − 3y3 − 2
)

dy

= 2π

[

11y2

2
+ 2ey + ey (y − 1)−

3y4

4
− 2y

]2

0

= 2π
(

3e2 + 5
)

.

b) Cuando la lámina ciĺındrica elemental rota alrededor de la recta y = 3,
tiene radio = 3− y, altura = x1 − x2, y volumen dV = 2π (3− y) (x1 − x2) dy.
Entonces, el volumen del sólido generado cuando y vaŕıa desde y = 0 hasta
y = 2, es:
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V = 2π

∫

2

0

(3− y) (x1 − x2) dy

= 2π

∫

2

0

(3− y)
(

ey + 1− 3y2 + 6y − 2
)

dy

= 2π

∫

2

0

(

19y + 3ey − yey − 15y2 + 3y3 − 3
)

dy

= 2π

[

19y2

2
+ 3ey + ey (y − 1)− 5y3 +−

3y4

4
− 3y

]2

0

= 4πe2.

Ejemplo 4.30 Calcule el volumen del sólido de revolución generado al rotar

alrededor del eje Y , la región comprendida por la curva y = |x| e−x y su aśıntota

Solución.

En la figura 4.38 se muestra la región a rotar.

y

Figura 4.38:

La lámina ciĺındrica elemental obtenido al rotar el rectángulo elemental
alrededor del eye Y, tiene radio = x, altura = y, y volumen dV = 2πxydx.
Por tanto, el volumen del sólido generado cuando x vaŕıa desde x = 0 hasta
+∞, es

V = 2π

∫

∞

0

x |x| ydx

= 2π

∫

∞

0

x2e−xdx

= 2πΓ (3)

= 4π.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1− 4, use el método del anillo para determinar el volumen
del sólido de revolución generado al hacer rotar la región limitada por las curvas,
alrededor de la recta y = 4.

1. y = x, y = 3, x = 0

2. y = e−x, y = 0, x = 0, x = 1

3. y =
4

x+ 1
, y = 0, x = 0, x = 3

4. y = 1

2
x3, y = 4, x = 0

En los ejercicios 5 − 7, use el método del anillo para determinar el volu-
men del sólido generado al hacer rotar la región limitada por las curvas,
alrededor de la recta x = 5.

5. y = 5− x, y = 0, x = 0, x = 4

6. xy = 5, y = 2, y = 5, x = 5

7. y = x2 + 2, x = 0, y = 0, x = 2

En los ejercicios 8−11, use el método de la lámina ciĺındrica para obtener
el volumen del sólido generado al hacer rotar la región limitada por las
curvas, alrededor de la recta dada.

8. (y − 2)2 = 4− x, x = 0 alrededor de la recta y = 0.

9. x2 + 2y = 0, y3 + y2 − 2x = 0 alrededor de la recta y = 0.

10. y2 + 2x = 0, x3 + x2 − 2y = 0 alrededor de la recta x = 1.

11. y =
√

x, y = 0, x = 4 alrededor de la recta x = 6.

En los ejercicios 12− 22, obtenga el volumen del sólido generado al hacer
rotar la región limitada por las curvas, alrededor de la recta dada.

12. y = x3 + x+ 1, y = 1, x = 1 alrededor de la recta x = 2.

13. x = e−y, y = x2 − 2x+ 1, y la recta x = 2 alrededor del eje Y

14. y = 4x2 − x3, y = x3 alrededor de la recta y = −3.

15. x = (y − 1)3 , y = 1−
√

x, x = 1 alrededor de la recta x = 1.
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16. y =
∣

∣x2 − 2x− 3
∣

∣ , y + 1 = 0, x − 1 = 0, x− 4 = 0 alrededor de
la recta x = 1.

17. y = 4x− 1

8
x4, x = 0, y = 6 alrededor de la recta y = −1.

18. y = x2 (x− 2) , y = −x (x− 1) (x− 2) alrededor de la recta x = 3.

19. y = −x2 + 3x, y = −x3 + 3x2 alrededor de la recta y = −2.

20. x3 + x2 − 2y = 0, y2 + 2x = 0 alrededor de la recta x = 0

21. y = cos2 x, y = 4, y la recta x = 2π alrededor de la recta y = 4

22. y = 3− senx, x ∈ [0, π] y la recta y = 3 alrededor de la recta y = −2

23. Calcule el volumen del sólido de revolución que se genera al rotar el cisoide

y2 =
x3

4− x
alrededor de su aśıntota.

24. Calcule el volumen del sólido de revolución que se genera al rotar la región
comprendida por la curva y = e−x

√
x+1 y la recta y = 1, alredededor de

la recta y = 0

25. Calcule el volumen del sólido de revolución que se genera al rotar la gráfica
de la función f (x) = x2e−x

2

alrededor de su aśıntota.

26. Calcule el volumen del sólido de revolución que se genera al rotar la región
comprendida por la curva y = x3e−x

2

+1, y la recta y = 1, alrededor de
la recta x = 0.

27. Sea D la región limitada por la gráfica de la función f (x) = x2 + 2x+ 2,
la recta tangente en el punto donde la función f tiene un extremo y la
recta tangente a la gráfica de f con pendiente 6. Determine el volumen
del sólido generado al rotar la región D alrededor de la recta: a) y = −1
b) x = 3.

28. Sea S, la región limitada por: la curva C : x2+4y−9 = 0, la recta tangente
a esta curva C en el punto (1, b) y el eje de abscisas. Calcule el volumen
del sólido de revolución generado por la rotación de la región S alrededor
de la recta y = −3.

29. Un sólido de revolución, S, es generado al hacer rotar alrededor del eje Y

la región limitada por la curva y = x (4− x) y la recta y = ax, a < 0. Si
el volumen de S es 216π, halle el valor de a.
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30. Se genera un sólido haciendo girar en torno al eje Y la región limitada
por y =

√
9− x2 y el eje X. Se perfora en el sólido un agujero a lo largo

del eje de revolución, de manera tal que se desaloja de él es un tercio del
volumen total. Determine el diámetro del agujero.

4.4. Longitud del arco de una curva plana

Alguna vez se ha preguntado ¿cuánto mide uno de los cables que cuelga
de un puente? ó ¿cuánto mide el cable de la electricidad que va de un poste a
otro? Para calcular la longitud de curvas planas definidas por funciones o por
parametrizaciones se usan las integrales definidas.

Definición 4.2 Sea f (x) una función definida en el intevalo cerrado [a, b] . Si
existe un número L tal que

L = ĺım
∥∆∥→0

n
∑

i=1

d (Pi−1, Pi) ,

donde:

Pi = (xi, yi) son pundos de la curva y = f (x) ,
a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

d (Pi−1, Pi) =
√

(xi − xi−1)
2 + (yi − yi−1)

2
,

∆xi = xi − xi−1,

∥∆∥ = máx∆xi.

entonces el número L se llama la longitud de arco de la curva y = f (x)
desde el punto A = (a, f (a)) hasta el punto B = f (b, f (b)) .

Interpretación geométrica

En la figura 4.39 se muestra la curva y = f (x) definida en el intervalo
cerrado [a, b] .

La longitud de la linea poligonal determinado por los puntos Pi, podemos
representar por

n
∑

i=1

d (Pi−1, Pi)

Cuando los puntos de la partición xi−1 e xi se encuentra cada vez más cerca,
la norma de la partición ∥∆∥ = máx∆xi se hace mas pequeño. Lo que implica
que la poligonal asociada a tales puntos se ajusta a la curva; y por consiguiente
podemos pensar que el ĺımite de las longitudes de las poligonales aśı obtenidas
representa la longitud del arco de la curva.
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Figura 4.39:

4.4.1. Longitud del arco en coordenadas rectangulares

Teorema 4.9 Sea y = y (x) una función tal que
dy

dx
es continua en el intervalo

cerrado [a, b] . Entonces la longitud del arco de la curva entre dos puntos con

abscisas x = a y x = b, es dada por

L =

∫

b

a

ds, (4.7)

donde ds =

√

1 +

(

dy

dx

)

2

dx es la diferencial de la longitud del arco de la curva.

Prueba.

Figura 4.40:
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Consideremos la longitud
n
∑

i=1

d (Pi−1, Pi) de la poligonal generada por los

puntos Pi = (xi, yi) , a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Sean ∆xi = xi − xi−1, ∆yi = yi − yi−1, tal como se muestra en la figura
4.40. Entonces,

d (Pi−1, Pi) =

√

(xi − xi−1)
2 + (yi − yi−1)

2

=

√

(∆xi)
2 + (∆yi)

2

=

√

1 +

(

∆yi

∆xi

)2

∆xi

Como ∆yi = yi (xi) − yi−1 (xi−1) =
d

dx
y (ξi) (xi − xi−1) =

d

dx
y (ξi)∆xi para

algún ξi ∈ ⟨xi−1, xi⟩ , por el teroerema del valor medio se sigue que

d (Pi−1, Pi) =

√

1 +

[

dy

dx
(ξi)

]2

∆xi

y por tanto
n
∑

i=1

d (Pi−1, Pi) =
n
∑

i=1

√

1 +

[

dy

dx
(ξi)

]2

∆xi.

Ahora, pasando a ĺımite cuando ∥∆∥ tiende a +∞ tenemos

L = ĺım
∥∆∥→+∞

n
∑

i=1

d (Pi−1, Pi) = ĺım
∥∆∥→∞

n
∑

i=1

√

1 +

[

dy

dx
(ξi)

]2

∆xi

=

∫

b

a

√

1 +

(

dy

dx

)2

dx.
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Ejemplo 4.31 Calcule la longitud del arco de la curva y = x2, desde x = 0
hasta x = 1.

Solución.

Tenemos:
dy

dx
= 2x, ds =

√

1 + (2x)2dx. Luego, al reemplazar en la fórmu-

la (4.7) sique los siguientes:

L =

∫

1

0

√

1 + 4x2dx, haciendo 2x = tan θ

=
1

4

[

2x
√

1 + 4x2 + ln
�

�

�

√

1 + 4x2 + 2x
�

�

�

]1

0

=
1

4
ln

(√
5 + 2

)

+
1

2

√
5

≈ 1. 48u.

En lo sucesivo, por cuestiones de comodidad, omitiremos de colocar las
unidades de longitud.

Ejemplo 4.32 Calcule la longitud del arco de la curva

y = −
1

2

(

x3

3
+

1

x

)

,
1

2
≤ x ≤ 2.

Solución.

Calculando la derivada
dy

dx
= −

1

2

(

x2 −
1

x2

)

y luego sustituyendo en la

fórmula (4.7), tenemos:

L =

∫

2

1/2

√

1 +

(

−
1

2

(

x2 −
1

x2

))2

dx

=

∫

2

1/2

√

1

4

(

x4 + 2 +
1

x2

)

dx =

∫

2

1/2

1

2

(

x2 +
1

x2

)

dx

=
1

2

[

x3

3
−

1

x

]2

1/2

=
1

2

(

13

6
+

47

24

)

=
33

16
.
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Ejemplo 4.33 Determine la longitud del lazo de la curva 9y2 = x (x− 3)2 .

Solución.

En la figura 4.41 se muestra la gráfica del lazo de la curva.

Figura 4.41:

Es facil ver que los interceptos ocurren cunado x = 0 y x = 3. Despejando
la variable y en términos de x, tenemos

y =

√
x

3
(x− 3) , 0 ≤ x ≤ 3

dy

dx
=

1

2

(

x− 1
√
x

)

.

Dado que la curva es simétrico respecto al eje X, la longitud del lazo de la
curva es dada por:

L = 2

∫

3

0

√

1 +

(

dy

dx

)2

dx = 2

∫

3

0

√

1 +
1

4

(

x2 − 2x+ 1

x

)

dx

= 2

∫

3

0

√

(x+ 1)

4x

2

dx = 2

∫

3

0

(√
x

2
+

1

2
√
x

)

dx

= 4
√
3.

Teorema 4.10 Sea x = x (y) una función tal que
dx

dy
es continua en el intervalo

cerrado [c, d] . Entonces la longitud del arco de la curva entre dos puntos con

ordenadas y = c y y = d, es dada por

L =

∫

d

c

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy. (4.8)

Prueba.
La demostración es similar al teorema 4.9.
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Figura 4.42:

Ejemplo 4.34 Calcule la longitud del arco de la parábola y = −2
√
x, desde

x = 0 hasta x = 4.

Solución.

Tenemos x = 1

4
y2, y cuando x = 0 y x = 4 se tiene y = 0 e y = −4,

respectivamente. Luego, los cálculos respectivos es como sigue:

L =

∫

0

−4

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy =

∫

0

−4

√

1 +
(y

2

)2

dy

=
1

2

∫

0

−4

√

4 + y2dy

=
1

2

[y

2

√

4 + y2 + 2 ln
�

�

�
y +

√

4 + y2
�

�

�

]0

−4

= ln 2− ln
(

2
√
5− 4

)

+ 2
√
5.

Ejemplo 4.35 Calcule la longitud del arco de la curva

x2 − y3 + 3y2 − 3y + 1 = 0, 0 ≤ x ≤ 8.

Solución.

En la figura 4.43 se muestra la curva.
Despejando la variable x en términos de y, tenemos x = (y − 1)3/2. Cuando

x = 0 y x = 8, se tiene y = 1 e y = 5, respectivamente.
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Figura 4.43:

Reemplazando en la fórmula (4.8), tenemos:

L =

∫

5

1

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy =

∫

5

1

√

1 +

[

3

2
(y − 1)1/2

]2

dy

=

∫

5

1

√

9y

4
−

5

4
dy =

1

4

∫

5

1

√

9y − 5dy

=
1

27

[

(9y − 5)3/2
]5

1

=
1

27

(

403/2 − 43/2
)

.

Ejemplo 4.36 Determine la longitud del arco de la curva

9x2 − y3 + 6y2 − 9y = 0

desde el punto A = (0, 0) hasta el punto B = (6, 9) .

Solución.

Despejando la variable x en términos de y, escribimos x =
1

3
y1/2 (y − 3); y

cuya derivada respecto a y es
dx

dy
=

1

2

(

√
y −

1
√
y

)

. Al sustituir en la fórmula
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(4.8), tenemos:

L =

∫ 9

0

√

1 +

[

1

2

(

√
y −

1
√
y

)]2

dy

=

∫ 9

0

√

1

4y
(y + 1)2dy =

1

2

∫ 9

0

1
√
y
(y + 1) dy

=

[

1

3
y3/2 + y1/2

]9

0

= 12.

4.4.2. Longitud del arco cuando la curva es dada por ecuaciones

paramétricas

Teorema 4.11 Si una curva es definida mediante las ecuaciones paramétricas

{

x = x (t)
y = y (t)

,

donde
dx

dt
y
dy

dt
son funciones continuas en un intervalo [t1, t2] , entonces la lon-

gitud del arco de la curva con extremos P1 = (x (t1) , x (t1)) y P2 = (x (t2) , x (t2)) ,
es dada por

L =

∫ t2

t1

√

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2

dt.

Nota: La diferencial de la longitud del arco en función del parámetro t es

ds =

√

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2

dt.

Prueba.

La prueba es como sigue:

∫ x(t2)

x(t1)

√

1 +

(

dy

dx

)2

dx =

∫ t2

t1

√

1 +

(

y′ (t)

x′ (t)

)2
dx

dt
dt

=

∫ t2

t1

√

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2

dt.
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Ejemplo 4.37 Calcule la longitud del arco de la curva
{

x (t) = t

y (t) = 2

3
t3/2

desde t = 0 hasta t = 1.

Solución.

Tenemos:
dx

dt
= 1 y

dy

dt
= t1/2. Luego,

L =

∫

1

0

√

(x′)2 + (y′)2dt =

∫

1

0

√
1 + tdt

=
2

3

[

(1 + t)3/2
]1

0

=
2

3

(

2
√
2− 1

)

.

Ejemplo 4.38 Determine la longitud del arco de la curva
{

x (t) = t+ 1
y (t) = 4− t2

comprendida entre los puntos de intersección con los ejes coordenados positivos.

Solución.

Primero determinaremos los ĺımites de integración.

x = 0 implica t = −1 ∧ y = 3.

y = 0 implica t = ±2 ∧ x = 3, x = −1.

Desde que los puntos de intersección de la curva es con los ejes coordenados
positivos, eligimos 0 ≤ x ≤ 3 y por consiguiente t ∈ [−1, 2] .

Aśı,

L =

∫

2

−1

√

(x′)2 + (y′)2dt

=

∫

2

−1

√

1 + (2t)2dt, haciendo 2t = tan θ

=
1

4

[

2t
√

1 + 4t2 + ln
�

�

�

√

1 + 4t2 + 2t
�

�

�

]2

−1

=
1

4
ln

(√
17 + 4

)

−
1

4
ln

(√
5− 2

)

+
1

2

√
5 +

√
17
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Ejemplo 4.39 Determine la longitud del arco de la curva:

{

x (t) = t cos t
y (t) = t sent

desde t = 0 hasta t = 2π.

Solución.

Tenemos:
dx

dt
= cos t− tsent,

dy

dt
= t cos t+ sent.

Efectuando operaciones correspondientes se obtiene

(

dx

dt

)2

+

(

dy

dt

)2

= 1 + t2.

Luego,

L =

∫

2π

0

√

1 + t2dt

=
1

2
ln

(

2π +
√

4π2 + 1
)

+ π
√

4π2 + 1.

Ejemplo 4.40 Determine la longitud del arco de la curva

{

x = etsent
y = et cos t

, 0 ≤ t ≤ π/2

Solución.

Tenemos:

dx

dt
= etsent+ et cos t,

dy

dt
= et cos t− etsent.

Luego,
(

dx

dt

)2

+

(

d2

dt

)

= 2e2t.

Por tanto,

L =

∫ π

2

0

√
2e2tdt =

√
2

∫ π

2

0

etdt =
√
2
(

eπ/2 − 1
)

.
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4.4.3. Longitud del arco en coordenadas polares

Teorema 4.12 Si una curva es definida mediante la ecuación en coordenadas

polares r = r (θ) , donde
dr

dθ
es una función continua, entonces la longitud del

arco de la curva cuyos puntos extremos tienen ángulos polares θ1 y θ2, respecti-

vamente, es dada por

L =

∫

θ2

θ1

√

r2 +

(

dr

dθ

)

2

dθ.

Prueba.

Sea la curva como se muestra en la figura 4.44.

Figura 4.44:

La curva dada también es definida por las ecuaciones paramétricas:
x = r (θ) cos θ e y = r (θ) senθ. Lo que implica que

dx

dθ
= r′ cos θ − rsenθ

dy

dθ
= r′senθ + r cos θ

y
(

dx

dθ

)

2

+

(

dy

dθ

)

2

=
(

r′
)

2
+ r2.

Por lo tanto,

L =

∫

θ2

θ1

√

(

dx

dθ

)

2

+

(

dy

dθ

)

2

dθ =

∫

θ2

θ1

√

r2 +

(

dr

dθ

)

2

dθ.

Ejemplo 4.41 Calcule el peŕımetro de la región común a las curvas:

r = cos θ, r = 1− cos θ.
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Figura 4.45:

Solución.

Sean r1 = cos θ y r2 = 1 − cos θ. El rayo en la cual ocurre la intersección
entre las curvas se obtiene de la ecuación cos θ = 1− cos θ, o sea θ = π

3
.

En la figura 4.45 observamos que la región es simétrica al eje polar, por lo
que el peŕımetro se puede expresar como: P = 2 (L2 + L1) , donde L1 y L2 es
longitud del arco de r1 y r2 respectivamente.

P = 2





∫ π

3

0

√

r2
2
+

(

dr2

dθ

)2

dθ +

∫ π

2

π

3

√

r2
1
+

(

dr1

dθ

)2

dθ





= 2

[

∫ π

3

0

√

(1− cos θ)2 + (senθ)2dθ +

∫ π

2

π

3

√

(cos θ)2 + (−senθ)2dθ

]

= 2

[

∫ π

3

0

√

2− 2 cos θdθ +

∫ π

2

π

3

dθ

]

= 2

[

∫ π

3

0

2sen

(

θ

2

)

dθ +

∫ π

2

π

3

dθ

]

= −8

[

cos
θ

2

]π/3

0

+
(π

2
−

π

3

)

= 4 +
π

6
.
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Ejemplo 4.42 Determine el peŕımetro de la región interior a las curvas:

r =
√

3 senθ, r = 1 + cos θ.

Solución.

En la figura 4.46 se muestra la región y no observamos simetŕıa

Figura 4.46:

Sea r1 =
√

3senθ y r2 = 1+cos θ. El rayo donde se intersectan las curvas se
obtiene de la relación

√

3senθ = 1 + cos θ, esto es θ = π/3.
Por lo tanto, el peŕımetro de la región es P = L1 + L2, donde L1 y L2 es la

longitud del arco de r1 y r2 respectivamente.

P =

∫ π

3

0

√

(√

3senθ
)2

+
(√

3 cos θ
)2

dθ +

∫ π

π

3

√

(1 + cos θ)2 + (−senθ)2dθ

=

∫ π

3

0

√

3sen2θ + 3 cos2 θdθ +

∫ π

π

3

2 cos
θ

2
dθ

=
√

3 [θ]
π/3
0

+ 4

[

sen
θ

2

]π

π/3

=

√

3

3
π + 2.

Ejemplo 4.43 Calcule el peŕımetro de la región: interior a r1 = 1 y común a

las curvas r2 = 2 + 2 cos θ y r3 = 2senθ.

Solución.
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Figura 4.47:

En la figura 4.47 se muestra la región encerrada por las tres curvas.
El rayo en la cual se intersectan las curvas se obtienen de las ecuaciones

r1 = r3 y r2 = r1. Esto es,

2 + 2 cos θ = 1 , 2senθ = 1
θ = 2π

3
, θ = π

6

Por otro lado, la tangente en el polo a la cardioide es θ = π, lo cual se obtiene
al hacer r = 0. Aśı, el peŕımetro de la región es P = L1 + L2 + L3, donde L1,
L2 y L3 es la longitud del arco de r3, r1 y r2 respectivamente.

P =

∫ π

6

0

√

r2
3
+ (r′

3
)2dθ +

∫ 2π

3

π

6

√

r2
1
+ (r′

1
)2dθ +

1

2

∫

π

2π

3

√

r2
2
+ (r′

2
)2dθ

= 2

∫ π

6

0

dθ +

∫ 2π

3

π

6

dθ + 2
√

2

∫

π

2π

3

√

1 + cos θdθ

=
π

3
+

π

2
+

(

8− 4
√

3
)

=
5

6
π − 4

√

3 + 8.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1− 5, determine la longitud de la curva que se indica.

1. y =
x4

8
+

1

4x2
, 1 ≤ x ≤ 3

2. y = 2

3

(

x2 + 1
)

3

2 , 1/3 ≤ x ≤ 2

3. x = 1

3

(

y2 + 2
)3/2

, 0 ≤ y ≤ 4

4. x = 1

3

√
y (y − 3)3/2 , 1 ≤ y ≤ 4

5. x = ln y − y2

8
, 1 ≤ y ≤ 4

6. Determine la longitud total del astroide x2/3 + y2/3 = 4.

7. Determine la longitud del lazo de la curva: x (t) = 3

8

(

t2 − 1
)

, y (t) = t3,
t ∈ R, entre los puntos A (0,−1) y B (0, 1) .

8. Determine la longitud del lazo de la curva: x (t) = t2−1, y (t) = 1

3
t3− t,

t ∈ R.

9. Determine la longitud de arco de la curva

C :







x = cos t+ cos2 t
0 ≤ t ≤ 2π

y = sent+ sent cos t

10. Determine la longitud del arco de la catenaria y =
a

2

(

ex/a + e−x/a
)

entre

los puntos (0, a) y (b, c) .

En los ejercicios 11−15 determine el peŕımetro de la región encerrada por
las curvas:

11. interior a r = 1 y exterior a r = 1− cos θ.

12. común a las curvas r =
√
8 y r2 = 16 cos 2θ.

13. exterior a r = 2 cos θ e interior a r = 2 + 2 cos θ, comprendida entre la

recta θ = π
3
y el eje

π

2
.

14. exterior a r = −2senθ e interior a r = 2 − 2senθ, comprendida entre el
eje polar y la recta θ = −π

6
.

15. interior a r = 1 y común a las curvas r = 2 + 2 cos θ y r = 2senθ.
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4.5. Area de una superficie de revolución

En esta sección la integral definida es usado para hallar el área de una
superficie de revolución.

Definición 4.3 (Superficie de revoluvión) Si la gráfica de una función es

rotado alrededor de una recta, la superficie resultante es una superficie de

revolución.

Definición 4.4 (Area de una superficie de revolución) Si y = f (x) tiene
derivada continua en el intervalo [a, b] , el área de la superficie de revolución S

generada por rotación alrededor del eje X, del arco de la curva y = f (x) en el

intervalo [a, b] , es definida por

A = 2π

∫ b

a

yds,

donde ds =

√

1 +
(

dy
dx

)

2

dx es la diferencial de longitud de arco.

En forma análoga, si x = g (y) tiene derivada continua en [c, d], el área de

la superficie de revolución S generada por rotación alrededor del eje Y, del arco

de la curva x = g (y) en el intervalo [c, d] , es definida por la fórmula

A = 2π

∫ d

c

xds,

donde ds =

√

1 +
(

dx
dy

)

2

dy es la diferencial de longitud de arco.

eje�de�revolución

Figura 4.48:
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Interpretación.

Obsérvese que cuando un elemento de arco, de longitud ds, rota alrededor
del eje X por ejemplo, engendra un cilindro circular recto de altura h = ds,
radio r = y, y superficie lateral dA = 2πyds.

Ejemplo 4.44 Calcule el área de la superficie de revolución generada al hacer

rotar alrededor del eje X, el arco de la curva y =
√

x− 1 desde x = 1 hasta

x = 5.

Solución.

Figura 4.49:

En la figura 4.49 se muestra que la distancia entre el eje X y un elemento
del arco, es r = y. Al rotar alrededor del eje X, genera un cilindro circular recto
cuya diferencial de área es

dA = 2πyds.

Primera forma es considerar ds =

√

1 +
(

dy
dx

)2

dx, donde
dy

dx
=

1

2
√

x− 1
. En-

tonces el área de la superficie de revolución cuando x vaŕıa desde x = 1 hasta
x = 5, es

A = 2π

∫

5

1

r

√

1 + [f ′ (x)]2dx

= 2π

∫

5

1

√

x− 1

√

1 +
1

4x− 4
dx = π

∫

5

1

√

4x− 3dx

=
π

4

∫

5

1

(4x− 3)1/2 d (4x+ 1) =
π

6

[

(4x− 3)3/2
]5

1

=
π

6

(

17
√

17− 1
)

u2.
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Segunda forma es considerar ds =

√

1 +
(

dx
dy

)2

dy. En este caso, cuando y

vaŕıa desde y = 0 hasta y = 2, el área de la superficie es

A = 2π

∫

2

0

r

√

1 +

[

dx

dy

]2

dy

= 2π

∫

2

0

y
√

1 + 4y2dy = 4π

∫

2

0

√

y2 +
1

4
d

(

y2 +
1

4

)

= 4π

∫

2

0

(

y2 +
1

4

)1/2

d

(

y2 +
1

4

)

=
8π

3

[

(

y2 +
1

4

)3/2
]5

1

=
π

6

(

17
√

17− 1
)

u2.

Obsévese que hemos obtenido el mismo resultado. Esto es por que la función
longitud de arco es invariante.

En lo sucesivo, por cuestiones de comodidad, omiteremos de colocar las
unidades de área.

Ejemplo 4.45 Determine el área de la superficie generada por rotación alrede-

dor de la recta x = 1, el arco de la parábola y = x2−2x, para x en el intervalo

[1, 2] .

Solución.

Figura 4.50:

En la figura 4.50 se muestra un elemento del arco, aśı como el radio r = x−1.
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Al rotar alrededor de la recta x = 1 se obtiene diferencial del área dA =
2πrds.

Sea ds =

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy. Entonces cuando y vaŕıa desde y = −1 hasta

y = 0, el área de la superficie generada es:

A = 2π

∫

0

−1

(x− 1)

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy = 2π

∫

0

−1

(x− 1)

√

1 +

(

1

2
√

y + 1

)2

dy

= 2π

∫

0

−1

√

y + 1

√

4 (y + 1) + 1

4 (y + 1)
dy

= π

∫

0

−1

√

4y + 5dy

=
π

6

(

5
√

5− 1
)

.

Ejemplo 4.46 Determine el área de la superficie de revolución al rotar alrede-

dor de la recta x = 1, el arco de la curva x = 1 +
√

4y − y2.

Solución.

En la figura 4.51 se muestra el arco de la curva, a la derecha de la recta
x = 1.

0

4

2

r

32

Figura 4.51:
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En ella tomamos un elemento del arco, que al rotar elrededor de la recta
x = 1 genera una superificie con diferencial de área dA = 2πrds, donde
r = x− 1.

Sea ds =

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy, donde
dx

dy
=

2− y
√

4y − y2
. Entonces cuando y vaŕıa

desde y = 0 hasta y = 4, el área de la superficie generada es:

A = 2π

∫

4

0

(x− 1) ds

= 2π

∫

4

0

√

4y − y2

√

1 +
(2− y)2

4y − y2
dy

= 2π

∫

4

0

2dy

= 16π.

Ejemplo 4.47 Calcule el área de la superficie generada al rotar alrededor de

la recta x = 4, la gráfica de f (x) =
x3

3
+

1

4x
, para x en el intervalo [1, 3] .

Solución.

r

Figura 4.52:

En la figura 4.52 se muestra r = 4 − x. Al rotar un elemento de arco de
y = f (x) alrededor de la recta x = 4 se obtiene la diferencial del área de la
superficie

dA = 2π (4− x) ds.
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Con ds =

√

1 +

(

dy

dx

)2

dx y
dy

dx
=

(

x2 −
1

4x2

)

, cuando x vaŕıa desde x = 1

hasta x = 3, el área de la superficie generada es:

A = 2π

∫

3

1

(4− x)

√

1 +

(

x2 −
1

4x2

)2

dx

= 2π

∫

3

1

(4− x)

√

(

x2 +
1

2x2

)2

dx

= 2π

∫

3

1

(

2

x2
−

1

2x
+ 4x2 − x3

)

dx

= 2π

[

−2

x
−

1

2
lnx+

4x3

3
−

x4

4

]3

1

= −2π

(

1

2
ln 3− 16

)

.

Ejemplo 4.48 Calcule el área de la superficie de revolución generda al girar

alrededor del eje Y , el arco de la curva x =
√
y −

√

y3

3
, y ∈ [1, 3].

Solución.

Con ds =

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy y
dx

dy
=

1

2
√
y
−

1

2

√
y cuando y vaŕıa desde

y = 1 hasta y = 3, el área de la superficie generada es:

A = 2π

∫

3

1

x

√

1 +

(

dx

dy

)2

dy

= 2π

∫

3

1

(

√
y −

1

3

√

y3
)

√

1 +

(

1

2
√
y
−

√
y

2

)2

dy

= 2π

∫

3

1

(

√
y −

1

3

√

y3
)

√

(

1

2
√
y
+

√
y

2

)2

dy

= 2π

∫

3

1

(

√
y −

1

3

√

y3
)(

1

2
√
y
+

√
y

2

)

dy

=
16π

9
.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1−3, determine el área de la superficie generada por rotación
de la curva y = f (x) alrededor del eje X.

1. y = 1

3
x3, 0 ≤ x ≤ 3.

2. y =
√
9− x2, −3 ≤ x ≤ 3.

3. y = e−x, x ≥ 0.

En los ejercicios 4 − 7, determine el área de la superficie generada por
rotación de la curva y = f (x) alrededor del eje Y.

4. y =
√
x− 1, 1 ≤ x ≤ 5.

5. y = 2 + 3
√
x, 1 ≤ x ≤ 8.

6. y = 1− x2, 0 ≤ x ≤ 1.

7. y = 9x− x3, −
√
3 ≤ x ≤ 0.

En los ejercicios 8 − 10, determine el área de la superficie generada por
rotación de la curva y = f (x).

8. y = −3x, 0 ≤ x ≤ 3, alrededor de la recta y = −3.

9. y = 4− x2, 0 ≤ x ≤ 2, alrededor de la recta x = −2.

10. y =
√
4− x2 + 2, −2 ≤ x ≤ 2, alrededor de la recta y = 5.

En los ejercicios 11 − 13, determine el área de la superficie generada por
rotación de la curva x = f (y) .

11. x =
(

3

2
y
)2/3

, 0 ≤ y ≤ 2/3, alrededor de la recta x = 2.

12. x = 1

3
y3, 0 ≤ y ≤ 3, alrededor de la recta x = 4.

13. x = 1

4

(

y2 − ln y2
)

, 1 ≤ y ≤ 4, alrededor del eje X.

14. Determine el área de la superficie obtenida al girar alrededor del eje X, el
lazo de la curva

9y2 = x (3− x)2
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15. Determine el área de la superficie obtenida al rotar la elipse

x2

25
+

y2

16
= 1

alrededor del eje Y.

16. Determine el área de la superficie obtenida al rotar la curva

y =
x3

3
+

1

4x
, 1 ≤ x ≤ 3

alrededor de la recta x = −1.

17. Determine el área de la superficie generada al rotar la curva

y =
x3

6
+

1

2x
, 1 ≤ x ≤ 4

alrededor de la recta y = −1.

18. Determine el área de la superficie obtenida al hacer rotar la curva y = e−x,
x ≥ 0 alrededor del eje X.

19. Determine el área de la superficie genrada al hacer girar la curva

y =
x3

12
+

1

x
, 1 ≤ x ≤ 3

alrededor de la recta y = 3.

20. Se diseña un foco de luz haciendo girar la gráfica de y = 1

3
x1/2 − x3/2,

0 ≤ x ≤ 1/3, en torno al eje X. Determine el área de la superficie de la

lámina de vidrio que será necesario para fabricar dicho foco.
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4.6. Aplicaciones f́ısicas

4.6.1. Trabajo

El concepto de trabajo es fundamental en la f́ısica y se aplica en una amplia
gama de situaciones, desde problemas mecánicos simples hasta cálculos com-
plejos en dinámica, termodinámica, electromagnetismo y muchas otras ramas
de la f́ısica. Ayuda a comprender cómo se transfiere y transforma la enerǵıa en
sistemas f́ısicos.

Trabajo realizado por una fuerza constante

Definición 4.5 Si un objeto se traslada una distancia, d, a lo largo de una

linea recta, mientras se encuentra sujeto a una fuerza constante F en la

dirección del movimiento, entonces la cantidad de trabajo W realizado

por la fuerza es definido como

W = F · d

La cantidad W es una medida de la cantidad de enerǵıa requerida para
llevar a cabo un proceso. Si la fuerza se mide en newtons (N) (la fuerza que se
requiere para darle a una masa de 1 kilogramo una aceleración de 1 metro por
segundo al cuadrado) , entonces el trabajo está en newton x metro, también
llamada joules (J)

Trabajo realizado por una fuerza variable

En muchas situaciones práticas, la fuerza no es constante, sino que vaŕıa
conforme el objeto cambia de posición. Aśı por ejemplo, la fuerza requerida para
comprimir o estirar un resorte aumenta a medida que el resorte se comprime o
se estira.

Supóngase que un objeto es trasladado a lo largo del eje X desde x = a

hasta x = b por una fuerza F (x) que vaŕıa continuamente. Sea P una partición
que divide al intervalo [a, b] en n subintervalos determinado por

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b.

Sea ∆xi = xi − xi−1 para cada i, y sea ξi tal que xi−1 ≤ ξi ≤ xi. Entonces
en ξi la fuerza es dado por F (ξi) ; y como F es continuo, podemos aproximar
el trabajo realizado en trasladar el objeto a través del i-ésimo intervalo por el
incremento

∆Wi = F (ξi)∆xi.
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Luego el trabajo,W, total realizado cuando el objeto es trasladado desde a hasta
b es aproximado por la suma

W ≈
n∑

i=1

∆Wi

=
n∑

i=1

F (ξi)∆xi.

Esta aproximación se puede mejorar cuando ∥∆∥ → 0 (n → ∞) . Aśı, el trabajo
realizado es

W = ĺım
∥∆∥→0

n∑
i=1

F (ξi)∆xi =

∫
b

a

F (x) dx.

Definición 4.6 (Trabajo realizado por una fuerza variable) Si un obje-

to es trasladado a lo largo de una linea recta por una fuerza F (x) que varia

continuamente, entonces el trabajo realizado por la fuerza cuando el objeto es

trasladado desde x = a hasta x = b es

W =

∫
b

a

F (x) dx. (4.9)

Los ejemplos que abordaremos en esta sección utiliza la siguiente ley f́ısica
desarrollado por Robert Hooke (1635-1703).

La Ley de Hooke

La ley de Hooke dice que la fuerza requerida para mantener estirado o con-
tráıdo un resorte de su longitud en estado de equilibrio es proporcional a la
distancia que se estire o contraiga de su longitud natural.
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Si un resorte se extiende naturalmente sobre su eje y se hace coincidir uno de
sus extremos con el origen del sistema, entonces la fuerza que se requiere para
estirar este extremo a una posición x es F (x) = kx, donde k es la constante del
resorte.

Longitud�natural

Estirado�x�unidades

Figura 4.53:

Ejemplo 4.49 Considere un resorte de 15 cm de longitud. Se requieren 5N
para mantenerlo estirado hasta 17 cm. Calcule el trabajo de estirarlo de 17 cm

a 20 cm.

Solución.

Longitud�natural�(F=0)

x=0

15 17

2

Estirado�2�cm�(F=5N)

Figura 4.54:

De acuerdo con la ley de Hooke, F (x) = kx. Entonces, la constante del
resorte se obtiene de resolver 5N = k (0. 02m) , o sea k = 250N/m. Por tanto,
F (x) = 250x

Para calcular el trabajo que se pide, hacemos uso de la fórmula (4.9), esto
es

W =

∫

0. 05

0. 02

250xdx = 125
[

x2
]0. 05

0. 02

= 125
[

(0. 05)2 − (0. 02)2
]

= 0. 2625J.
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Ejemplo 4.50 La longitud natural de un resorte es de 20 cm. Si para manten-

erlo comprimido 3 cm se necesita una fuerza de 60 N , entonces ¿cuál será el

trabajo necesario para comprimir dicho resorte desde 3 cm hasta 5 cm?

Solución.

Longitud�natural�(F=0)

20

Comprimido�3�cm�(F=60N)

170 0

Figura 4.55:

De F (x) = kx se sigue que 60 = k
(

3
100

)

, o sea k = 200 N/m. Aśı, F (x) =
2000x y el trabajo requerido se determina al integrar la fuerza, esto es,

W = 2000

∫ 0. 05

0. 03
xdx = 100

[

x2
]0. 05

0. 03

= 100
[

(0. 05)2 − (0. 03)2
]

= 1. 6J.

Ejemplo 4.51 Un resorte cuya longitud natural es L cm se estira hasta al-

canzar una longitud de 15 cm , y para mantenerlo estirado en esa longitud se

requiere una fuerza de 20 N , Si se requiere un trabajo de 3 J para estirarlo de

15 cm a 20 cm, determine la longitud natural de dicho resorte.

Solución.

De acuerdo con la ley de Hooke, F (x) = kx. Como se requieren 20 N para

estirar (15−L)
100 m, entonces de la ecuación 20 = k (15−L)

100 se obtiene k = 200
15−L

N/m

y por tanto F (x) =

(

2000

15− L

)

x. Luego, usando la fórmula (4.9) con W = 3 y

para x que vaŕıa desde x = 15−L

100 m hasta x = 20−L

100 m, tenemos:

3 =

(

2000

15− L

)
∫ 20−L

100

15−L

100

xdx

3 =

(

1000

15− L

)(

7

400
−

1

1000
L

)

.

Al resolver para L se obtiene la longitud natural del resorte, esto es, L = 13. 75
cm.



141 4.6. Aplicaciones f́ısicas

Ejemplo 4.52 La longitud natural de un resorte es de 20 cm. Si para estirarlo

de 22 cm hasta 26 cm se requiere un trabajo de 12 J , entonces ¿cuál será el

trabajo que se requiere para comprimirlo dicho resorte de 20 cm hasta 18 cm ?

Solución.

Tenemos

12 =

∫

0,06

0,02

kxdx = k

[

x2

2

]0,06

0,02

=
k

2

[

(0,06)2 − (0,02)2
]

12 =
k

2
(0. 0032) ,

de donde, el valor de la constante es k = 7500 N/m. Asi que F (x) = 7500x y
el trabajo requerido se determina al integrar la fuerza, esto es

W = 7500

∫

0,02

0

xdx

= 7500

[

x2

2

]0,02

0

= 1. 5J.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Si una fuerza de 900 N comprime un resorte medio cent́ımetro, halle la
constante del resorte. Si se aplica una fuerza de 600 N, ¿cuántos cent́ımet-
ros se comprime el resorte?.

2. El trabajo realizado al comprimir un resorte 1/8 de su longitud en esta-
do natural es 7.8125 J . Si la constante del resorte es 105 N/m, halle la
longitud natural del resorte.

3. Se necesitan 15 J de trabajo para estirar un resorte de 33 cm a 34 cm y 25
J para estirarlo de 34 cm a 35 cm. ¿Cuál es la longitud en estado natural
del resorte?

4. Un resorte tiene una longitud natural de 8 cm. Si una fuerza de 20 N
mantiene estirado el resorte 1/2 cm, determine el trabajo realizado al
estirar el resorte de 8 cm a 11 cm.

5. Una fuerza de 25 N mantiene estirado un resorte en 3 cm. Determine el
trabajo requerido para alargar el resorte 2 cm más.
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6. Se requiere una fuerza de 0. 6 N para mantener un resorte de longitud
natural de 0. 08 m, comprimido a una longitud de 0. 07 metros. Encuentre
el trabajo realizado para comprimir el resorte de su longitud natural a la
longitud de 0. 06 m.

7. Un resorte tiene una longitud natural de 10 cm, y una fuerza de 30 newtons
lo mantiene estirado 11, 5 cm. Determine el trabajo realizado al estirar el
resorte de 10 cm a 12 cm; luego encuentre el trabajo realizado al estirar
el resorte de 12 cm a 14 cm.

8. Se requiere 0. 05 J de trabajo para estirar un resorte desde una longitud
de 8 cm a 9 cm, y otros 0. 10 J para estirarlo de 9 cm a 10 cm. Determine
la constante de deformación del resorte y encuentre la longitud natural
del resorte.

9. Un resorte tiene una longitud natural de 6 cm. Si una fuerza de 1200
N lo mantiene comprido en 0. 5 cm, determine el trabajo efectuado al
comprimirlo desde 0. 6 cm hasta 4. 5 cm. ¿Qué trabajo se requiere para
hacer que el resorte llegue a 9 cm partiendo de su estado comprimido de
4. 5 cm?

10. Un resorte tiene una longitud natural de 25 cm Si se requiere una fuerza
de 350 N para mantenerlo estirado 5 cm, ¿cuál es el trabajo realizado al
estirar elresorte desde su longitud natural hasta una longitud de 32 cm ?

4.6.2. Centro de Masa

En esta sección estudiaremos diversas aplicaciones importantes de inte-
gración que son relacionados a la masa.

Masa

Masa es una medida de la resistencia de un cuerpo a los cambios en el
movimiento, y es independiente del sistema gravitacional en la que se encuentra
el cuerpo. Sin embargo, debido a que muchas aplicaciones que involucran masa
ocurre en la superficie de la Tierra, masa de un objeto es igualado con su peso.
Peso es un tipo de fuerza y como tal es dependiente de la gravedad. Fuerza y
masa son relacionados por la ecuación

F = (masa) (aceleración)

Sistema de medida masa acelelación Fuerza

Sistema internacional kg m/s2 newton (N) = (kg)(m/s2)
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Centro de masa en un sistema unidimensional

El producto de la masa de una part́ıcula por su distancia dirigida desde un
punto (su brazo de palanca) se denominamomento de la part́ıcula con respecto
a ese punto (veáse la Figura 3). La condición para que dos masas a lo largo de
esta recta estén en equilibrio es que la suma de sus momentos con respecto al
punto sea cero.

El momento total M (con respecto al origen) de un sistema de n masas
m1,m2, · · · ,mn ubicados en los puntos x1, x2, · · · , xn a lo largo del eje X es la
suma de los momentos individuales, esto es,

M = x1m1 + x2m2 + · · ·+ xnmn =
n∑

i=1

ximi

Fulcro

Figura 4.56:

La condición para equilibrio en el origen es que M = 0. Por su puesto, no
debemos esperar equilibrio en el origen, excepto en circunstancias especiales.
Pero seguramente un sistema de masas se equilibrará en alguna parte. La pre-
gunta es dónde. ¿Cuál es la abscisa del punto en donde el fulcro debe colocarse
para que el sistema en la Figura 56 esté en equilibrio?.

Sea x la coordenada deseada. Entonces el momento total con respecto a él
debe ser cero; es decir,

(x1 − x)m1 + (x2 − x)m2 + · · ·+ (xn − x)mn = 0

o

x1m1 + x2m2 + · · ·+ xnmn = xm1 + xm2 + · · ·+ xmn

Al despejar a x obtenemos

x =
M

m
=

n∑
i=1

ximi

n∑
i=1

mi

.

El punto x denominado centro de masa, es el punto de equlibrio.
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Centro de masa en un sistema bidimensional

Considérese nmasas puntualesm1,m2, · · · ,mn, situadas en los puntos (xi, yi)
con i = 1, · · · , n en el plano coordenado. Entonces los momentos totales My y
Mx con respecto al eje Y y al eje X, respectivamente, están dadas por:

My =
n
∑

i=1

ximi Mx =
n
∑

i=1

yimi

Las coordenadas (x, y) del centro de masa (punto de equilibrio) son:

x =
My

m
=

n
∑

i=1

ximi

n
∑

i=1

mi

y =
Mx

m
=

n
∑

i=1

yimi

n
∑

i=1

mi

Centro de masa de una lámina plana

Hasta ahora hemos considerado la masa total de un sistema que se distribuye
en puntos discretos en un plano o en una ĺınea. Ahora consideraremos una lámina
plana que es homogénea, es decir, la densidad ρ (masa por unidad de área) es
constante.

Teorema 4.13 Sean f y g funciones continuas tales que g (x) ≤ f (x) en [a, b] ,
y considere la lámina plana R de densidad uniforme, ρ, limitada por las gráficas

de y = f (x) e y = g (x) , a ≤ x ≤ b. Entonces

1. Los momentos con respecto a los ejes X e Y son:

Mx =
ρ

2

∫ b

a

[

f2 (x)− g2 (x)
]

dx,

My = ρ

∫ b

a

x [f (x)− g (x)] dx.

2. El centro de masa (x, y) es dado por x =
My

m
e y =

Mx

m
, donde m

es la masa de la lámina definida por

m = ρ

∫ b

a

[f (x)− g (x)] dx.
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Figura 4.57:

Prueba.
Consideremos una partición P = {x0, x1, · · · , xn} del intervalo del intervalo

[a, b] y elijamos tk en cada intervalo [xk−1, xk] como el punto medio, esto es,

tk =
xk−1 + xk

2
. (Véase figura 4.57).

El centro de masa del k-ésimo rectánguloRk está en su centro
(

tk,
1

2
[f (tk) + g (tk)]

)

(lo idealizamos con una varilla delgada y consideramos que la densidad no vaŕıa
demasiado en cada punto de Rk ). Su área es f (tk)∆xk y por lo tanto su masa,
m, es m = ρ (tk) [f (tk)− g (tk)]∆xk.

Ahora, el momento de Rk respecto del eje X es igual al producto de su masa
por su distancia de su centro de masa al eje X (nótese que esta distancia es igual
a 1

2
[f (tk) + g (tk)] ); es decir

Mx (Rk) =
1

2
ρ (tk)

[

f2 (tk)− g2 (tk)
]

∆xk.

Sumando sobre k en la expresión anterior, obtenemos el momento respecto al
eje X de una aproximación de la región R. Conforme la norma de la partición
tiende a cero, obtenemos que el momento de R respecto al eje X es

Mx =

∫ b

a

1

2
ρ (tk)

[

f2 (x)− g2 (x)
]

dx.

Análogamente, el momento de Rk respecto del eje Y es igual al producto de su
masa por la distancia de su centro de masa al eje Y (nótese que esta distancia
es tk ), es decir:

My (Rk) = ρ (tk) tk [f (tk)− g (tk)]∆xk.

Sumando sobre k en esta última expresión, obtenemos el momento respecto al
eje Y de una aproximación de la región R. Conforme la norma de la partición
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tiende a cero, obtenemos que el momento de R respecto al eje Y es

My =

∫ b

a

ρ (tk)x [f (x)− g (x)] dx.

De manera análoga que para sistemas de part́ıculas, las coordenadas del centro
de masa (x, y) , se expresan en términos de los momentos:

x =
My

m
=

∫ b

a

ρ (tk)x [f (x)− g (x)] dx

∫ b

a

ρ (tk) [f (x)− g (x)] dx

, y =
Mx

m
=

∫ b

a

1

2
ρ (tk)

[

f2 (x)− g2 (x)
]

dx

∫ b

a

ρ (tk) [f (x)− g (x)] dx

donde m =

∫ b

a

ρ (tk) [f (x)− g (x)] dx representa la masa de la lámina.

Teorema 4.14 Sean f y g funciones continuas tales que g (y) ≤ f (y) en [c, d] ,
y considere la lámina plana R de densidad uniforme, ρ, limitada por las gráficas

de x = f (y), x = g (y) , c ≤ y ≤ d. Entonces

1. los momentos con respecto a los ejes X e Y son:

Mx = ρ

∫ d

c

y [f (y)− g (y)] dy,

My =
ρ

2

∫ d

c

[

f2 (y)− g2 (y)
]

dy.

2. el centro de masa (x, y) es dado por x =
My

m
y y =

Mx

m
, donde m

es la masa de la lámina definida por

m = ρ

∫ d

c

[f (y)− g (y)] dx.

Observación: Si la regiónR es simétrica respecto a la recta x = x0, entonces
el centroide es (x0, y) ; y si la región R es simétrica respecto a la recta y = y0
entonces el centroide es (x, y0).

Ejemplo 4.53 Halle el centroide de la región limitada por las curvas

y = 2x− x2, y = 4− x2 y la recta x = −3.

Solución.

La región se muestra en la figura 4.58.
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Figura 4.58:

La masa y los momentos son calculados de la siguiente manera.

m = ρ

∫

2

−3

(y2 − y1) dx =

∫

2

−3

(

4− x2 − 2x+ x2
)

dx = 25ρ,

Mx =
ρ

2

∫

2

−3

[

(

4− x2
)2

−

(

2x− x2
)2
]

dx = −

125ρ

2

y

My = ρ

∫

2

−3

x
(

4− x2 − 2x+ x2
)

dx

= −

100ρ

3
.

Luego, x =
My

m
= −4/3, y =

Mx

m
= −5/2; y por tanto el centroide de la región

es

(

−

4

3
,−

5

2

)

.

Nótese que la densidad ρ en el ejemplo es un factor común tanto en los mo-
mentos como en la masa; por lo que al efectuar la división se simplifica. Aśı que,
el centro de masa de una lámina de densidad uniforme depende únicamente de
la forma de la lámina y no de su densidad. Por esta razón, el punto (x, y) es
llamado centro de masa de una región en el plano, o centroide de la región.

En los ejemplos siguientes asumiremos ρ = 1 y por consiguiente m = A.
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Ejemplo 4.54 Determine el centroide de la región limitada por las gráficas de

x = y2 y x = 2y + 3.

Solución.

En la figura 4.59 se muestra la región.

1

Figura 4.59:

Es inmediato ver que la intersección entre las curvas son los puntos (−1, 1)
y (9, 3). Para calcular la masa y los momentos es conveniente formular las inte-
grales con respecto a la variable y, esto es:

A =

∫

3

−1

(

2y + 3− y2
)

dy =
32

3
.

Mx =

∫

3

−1

y
(

2y + 3− y2
)

dy =
32

3
.

My =
1

2

∫

3

−1

[

(2y + 3)2 −
(

y2
)2
]

dy =
544

15
.

Aśı, x =
My

m
= 17/5, y =

Mx

m
= 1; y por lo tanto,

(

17

5
, 1

)

es el centroide de

la regón.

Ejemplo 4.55 Halle el centroide de la región limitada por las curvas

y = 2x− x2, y = 3x2 − 6

Solución.

En la figura 4.60, se observa que la región es simétrica con respecto a la

recta x = 1, por lo que el centroide de la región es (1, y), donde y =
Mx

A
.
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1 2

Figura 4.60:

La intersección entre las curvas ocurre cuando x = 0 y x = 2.

El área y el momento son calculados como sigue:

A =

∫

2

0

((

2x− x2
)

−

(

3x2 − 6x
))

dx

=

∫

2

0

(

8x− 4x2
)

dx

=
16

3

y

Mx =
1

2

∫

2

0

(

(

2x− x2
)2

−

(

3x2 − 6x
)2
)

dx

=
1

2

∫

2

0

(

−8x4 − 40x3 − 32x2
)

dx

= −

16

15
.

Aśı, y =
Mx

A
= −

4

5
y por tanto el centroide de la región es

(

1,−
4

5

)

.
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Ejemplo 4.56 Halle el centroide de la región limitada por las curvas y = x2,

y = 3
√

x y la recta y = 2− x.

Solución.

En la figura 4.61 se muestra la región limitada por las tres curvas.

Figura 4.61:

El área de la región sombreada es

A =

∫

0

−2

(

2− x− x2
)

dx+

∫

1

0

(

2− x− x1/3
)

dx

=

[

2x−

x2

2
−

x3

3

]0

−2

+

[

2x−

x2

2
−

3x4/3

4

]1

0

=
10

3
+

3

4

=
49

12
.

Los momentos son calculados como sigue:

Mx =
1

2

∫

0

−2

[

(2− x)2 − x4
]

dx+
1

2

∫

1

0

(

(2− x)2 − x2/3
)

dx

=
1

2

[

−

1

5
x5 +

1

3
x3 − 2x2 + 4x

]0

−2

+
1

2

[

4x− 2x2 +
1

3
x3 −

3

5
x

5

3

]1

0

=
92

15
+

13

15
= 7.
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My =

∫

0

−2

x
[

(2− x)− x2
]

dx+

∫

1

0

x
[

(2− x)− x1/3
]

dx

=

[

x2 −
2x3

3

]0

−2

+

[

x2 −
x3

3
−

3x7/3

7

]1

0

= −
8

3
+

5

21

= −
17

7
.

Luego, el centroide de la región es (x, y), donde

x = −
204

343
≈ −0. 6, y =

12

7
≈ 1. 7.

Teorema 4.15 (de Pappus) Sean R1 y R2 dos regiones disjuntas del plano

xy con masas m1 y m2 y centroides (x1, y1) y (x2, y2) , respectivamente. En-

tonces el centroide (x, y) de la región R = R1 ∪R2 es dada por

x =
m1x1 +m2x2

m1 +m2

, y =
m1y1 +m2y2
m1 +m2

.

Ejemplo 4.57 Usando el teorema de Pappus, determine el centroide de la re-

gión indicada en el ejemplo 4.56

Solución.
Consideremos las regiones R1 y R2 con x ∈ [−2, 0] y x ∈ [0, 1] como se

muestra en la figura 4.61. Entonces, tenemos los siguientes:
Para la región R1:

A1 =

∫

0

−2

(

2− x− x2
)

dx =
10

3
.

Mx =
1

2

∫

0

−2

[

(2− x)2 − x4
]

dx =
92

15
.

My =

∫

0

−2

x
[

(2− x)− x2
]

dx = −
8

3
.

Luego, el centroide (x1, y1) de la región R1 es

(

−4

5
,
46

25

)

.
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Para la región R2:

A2 =

∫

1

0

(

2− x− x1/3
)

dx =
3

4
.

Mx =
1

2

∫

1

0

(

(2− x)2 − x2/3
)

dx =
13

15
.

My =

∫

1

0

x
[

(2− x)− x1/3
]

dx =
5

21
.

Luego, el centroide (x2, y2) de la región R2 es

(

20

63
,
52

45

)

.

Finalmente, el centroide de la región R = R1 ∪R2 es (x, y), donde

x =
m1x1 +m2x2

A1 +A2

=
10

3

(

−4

5

)

+ 3

4

(

20

63

)

10

3
+ 3

4

= −
204

343
≈ −0. 6.

y =
m1y1 +m2y2

A1 +A2

=
10

3

(

46

25

)

+ 3

4

(

52

45

)

10

3
+ 3

4

=
12

7
≈ 1. 7.

Nótese que hemos encontrado las mismas coordenadas del centroide.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1− 15, halle el centroide (x, y) de la región limitada por las
curvas dadas.

1. x = −y, x = 2y − y2

2. y = x3, y = x2

3. y = −x2 + 4x+ 2, y = x+ 2

4. x = 4− y2, x = 0

5. x =
√
y, x = 0 y = 4

6. x = 4y − y2 x = 0

7. y = x2, y = 2x+ 3

8. y2 − 4x = 0, 2x− y − 4 = 0
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9. y
2 − 2x3 = 0, y

2 + 8x− 32 = 0

10. y =
1

x
, y = 0, x = 1, x = 4

11. y = 2 + 4x− x
2
, y = 2 |x− 1|

12. y = 2− 1

x+ 1
, y =

3

x+ 1
, x = 0

13. y
2 − 4y − 2x+ 4 = 0, x− 2y + 4 = 0, y = 0

14. y = x
2 − 4, x = 1−√

1− y, x = 0

15. y = 1−
√
x+ 1, y = x− 4, y = 1





Caṕıtulo 5

Introducción a las Ecuaciones

Diferenciales

El estudio de las ecuaciones diferenciales es una parte de la Matemática que,
quizá más que cualquier otra, ha sido directamente inspirada por la Mecánica, la
Astronomı́a y la F́ısica matemática. Su historia empezó en el siglo XVII cuando
Newton, Leibniz y los Bernoulli resolvieron algunas ecuaciones diferenciales sen-
cillas que se presentaron en problemas de Geometŕıa y Mecánica. Esos primeros
descubrimientos, que comenzaron alrededor de 1690, ahora sirven para hacer
modelos apropiados para muchos experimentos de la vida y fenómenos de la
naturaleza en áreas como bioloǵıa, qúımica, f́ısica, ingenieŕıa, medicina, etc.

Muchas de las leyes básicas de las disciplinas mencionadas arriba son definidas
en términos matemáticos que contienen una función no conocida y sus derivadas.
Aqúı presentaremos algunas técnicas para encontrar soluciones de algunas ecua-
ciones diferenciales, tales soluciones son llamadas soluciones anaĺıticas; sin em-
bargo no siempre se puede obtener la solución de una ecuación diferencial por
métodos anaĺıticos, en este caso se recurre a procedimientos numéricos y que no
serán abordados en esta obra.

5.1. Definiciones y terminoloǵıas

Definición 5.1 Una ecuación que contiene la derivada de una o más vari-

ables dependientes con respecto a una o más variables independientes se llama

ecuación diferencial.

Clasificación según el tipo

Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).

Si una ecuación sólo contiene las derivadas ordinarias de una o más vari-
ables dependientes con repecto a una sola variable independiente, se dice
que es una ecuación diferencial ordinaria.

155
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Aśı por jemplo, la ecuación

dy

dx
= y − x

es una ecuación diferencial ordinaria. Aqúı, y = y (x) es una función de-
sconocida y x es la variable independiente.

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinaria son:

y′ = y2 − x xy′ = y

y′ + 5y = e−5t y′ = cos (xy)
yy′′ + x2y = senx y′′ = y2

(5.1)

Ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

Una ecuación que contiene las derivadas parciales de una o más variables
dependientes, respecto de dos o más variable independientes, se llama
ecuación en derivadas pariales.

Aśı por ejemplo

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
,

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= xe−x + y

son ecuaciones en derivadas parciales.

Clasificación según el orden y grado

El orden de una ecuación diferencial es el orden de la mayor derivada
que aparece en la ecuación.

El grado de una ecuación diferencial es el mayor exponente (número
natural) al que está elevada la derivada de mayor orden.

Aśı por ejemplo

x
dy

dx
+ y = −x o equivalentemente (x− y) dx+ xdy = 0

es una EDO de primer orden y primer grado; en cambio

d3y

dx2
− x

(

dy

dx

)3

− 5y = 2x4.

es una EDO de tercer orden y primer grado.
Para determinar el grado de una ecuación diferencial es necesario que esté ex-

presada en forma polinomial.
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Ejemplo 5.1 Indicar el orden y grado de la ecuación diferencial

(

d2y

dx2

)2

−

√

(

dy

dx

)5

− 2y = 0

Solución.
Reescribiendo

(

d2y

dx2

)2

=

√

(

dy

dx

)5

− 2y

elevamos al cuadrado y transponiendo, resulta
(

d2y

dx2

)4

−

(

dy

dx

)5

+ 2y = 0.

Por tanto, la ecuación diferencial dada es de segundo orden y cuarto grado.

La forma general de una EDO de n-ésimo orden, en forma impĺıcita, es

F
(

x, y, y′, · · · , y(n)
)

= 0, (5.2)

donde F es una función de n+ 1 variables. Nótese que todas las ecuaciones de
(5.1) se pueden escribir en esta forma.

Si en la ecuación (5.2) es posible despejar y(n), entonces se puede escribir en
la forma expĺıcita

y(n) = f
(

x, y, y′, · · · , y(n−1)
)

; (5.3)

y se dice también que está en la forma normal.

Clasificación según la linealidad o no linealidad

Una ecuación de la forma y(n) = f
(

x, y, y′, · · · , y(n−1)
)

se dice que es lineal,

cuando f es una función lineal de y, y′, y′′, · · · , y(n−1). Esto significa que una
ecuación lineal puede escribirse en la forma

an (x) y
(n) + an−1 (x) y

(n−1) + · · ·+ a1 (x) y
′ + a0 (x) y = g (x) .

Note que la variable y y todas sus derivadas son de primer grado y los
coeficientes solo dependen de x.

Son ejemplos de ecuaciones lineales:

y′′ − 3y′ + y = 0, x2y′′ + xy′ + y = xex.

Ecuaciones no lineales son por ejemplo:

y′ − xy1/2 = 0, y′′ + cos y = 0, (1 + y) y′′ + y = x2
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5.2. Soluciones

Definición 5.2 (Solución expĺıcita) Cualquier función φ (x) definida sobre
un intervalo I, que posee al menos n derivadas sobre I, las cuales al ser susti-
tuidas para y en la ecuación (5.2) o (5.3) satisface la ecuación para todo x en
el intervalo I es llamado solución expĺıcita de la ecuación sobre I.

Ejemplo 5.2 Muestre que φ (x) = x2 − x−1 es una solución explicita para la
ecuación lineal

d2y

dx2
−

2

x2
y = 0.

Solución.
Las funciones φ (x) = x2 − x−1, φ′ (x) = 2x+ x−2, φ′′ (x) = 2− 2x−3 están

definidas para x ̸= 0. La sustitución de φ (x) para y en la ecuación diferencial
produce

(

2− 2x−3
)

−
2

x2

(

x2 − x−1
)

=
(

2− 2x−3
)

−
(

2− 2x−3
)

= 0.

Puesto que esto es válido para cualquier x ̸= 0, la función φ (x) = x2 − x−1

es una solución expĺıcita sobre el intervalo (−∞, 0) y también sobre (0,∞) .

Definición 5.3 (Solución impĺıcita) Una relación G (x, y) = 0 se dice que
es una solución impĺıcita para la ecuación (5.2) sobre el intervalo I, siempre
que exista al menos una función ϕ que satisfaga la relación asi como la ecuación
diferencial sobre I.

Ejemplo 5.3 Muestre que x + y + exy = 0 es una solución implicita para la
ecuación no lineal

(xexy + 1)
dy

dx
+ yexy + 1 = 0

Solución.
Una vez que sabemos que y es una función diferenciable de x, podemos usar

la técnica de diferenciación impĺıcita. En efecto, de (x+y+ exy = 0) obtenemos
al derivar con respecto a x y aplicar las reglas del producto y de la cadena,

d

dx
(x+ y + exy) = 1 +

dy

dx
+ exy

(

y + x
dy

dx

)

= 0

o sea

(1 + xexy)
dy

dx
+ yexy + 1 = 0
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Por tanto, la relación x + y + exy = 0 es una solución implicita sobre algún
intervalo garantizado por el teorema de la función impĺıcita.1

Intervalo de existencia

El intervalo de existencia de una solución a una ecuación diferencial se define
como el intervalo más grande sobre el cual la solución se puede definir y seguir
siendo una solución. Es importante recordar que se requiere que las soluciones de
las ecuaciones diferenciales sean diferenciables, y esto implica que son continuas.

Familia de soluciones

Cuando resolvemos una ecuación diferencial de orden n, F
(

x, y, y′, · · · , y(n)
)

=
0, usualmente obtenemos un conjunto de soluciones G (x, y, c1, c2, · · · , cn) donde
ci son constantes arbitrarias o parámetros. Tal conjunto de soluciones es llamado
familia de soluciones n-paramétrica.

Una solución de una ecuación diferencial que está libre de la elección de los
parámetros se llama solución particular.

Una solución que no es miembro de la familia de soluciones de la ecuación
se llama solución singular.

Definición 5.4 (Solución general) Si toda solución de una EDO de n-ésimo
orden F

(

x, y, y′, · · · , y(n)
)

= 0 sobre un intervalo I se puede obtener a partir de
una familia de n-paramétros G (x, y, c1, c2, · · · , cn) eligiendo apropiadamente los
paarámetros ci, i = 1, 2, · · · , n , entonces diremos que la familia es la solución

general de la ecuación diferencial.

Nota: A nivel práctico la designación de solución general se aplica sólo a las
EDO lineales.

Ejemplo 5.4 La función y (x) = c1e
x + c2e

−x es una familia biparamétrica
de soluciones de la ecuación diferencial y′′ − y = 0. Algunas de las soluciones
particulares son y = 0 (cuando c1 = c2 = 0 ), y (x) = e−x ( cuando c1 = 0,
c2 = −1 ), y y (x) = −3ex + 5e−x (cuando c1 = −3, c2 = 5 )

Toda función de la familia monoparamétrica y (x) = cx4 es una solución de
la ecuación diferencial xy′ − 4y = 0 en el intervalo ⟨−∞,∞⟩ . La función

y (x) =

{

−x4 , x < 0
x4 , x ≥ 0

1
Véase cálculo vectorial
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es una solución particular.

Ejemplo 5.5 Una familia de soluciones de y′ = x
√
y es y (x) =

(

x2

4
+ c

)2

.

La solución trivial y = 0 es una solución singular de la ecuación diferencial

porque no se puede obtener partiendo de la familia y eligiendo algún valor del

parámetro c.

Ejemplo 5.6 Compruebe que φ (x) = Ce−x
2

es una solución de la ecuación

diferencial de primer orden

y′ + 2xy = 0,

donde C es un número real arbitrario. Indique el intervalo en que la solución

está definida.

Solución.

Las funciones φ (x) = Ce−x
2

y φ′ (x) = −2xCe−x
2

sustituidas en la ecuación
diferencial produce −2xCe−x

2

+ 2xCe−x
2

= 0. Tanto φ (x) como φ′ (x) están
definidos en el intervalo (−∞,∞), por lo que para cada número real C, φ (x) =
Ce−x

2

es una solución de la ecuación dada en el intervalo (−∞,∞).

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Muestre que φ (x) = ex + x es una solución expĺıcita para

y′ + y2 = e2x + (1− 2x) ex + x2 − 1

sobre el intervalo (−∞,∞) .

2. Muestre que xy3 − xy3senx = 1 es una solución impĺıcita para

y′ =
(x cosx+ senx− 1) y

3 (x− x sinx)

sobre el intervalo (0, π/2) .

En los problemas 3-5, determine si la función dada es una solución a la
ecuación diferencial dada

3. y = e2x − 3e−x, y′′ − y′ − 2y = 0

4. θ = 2e3t − e2t, θ′′ − θθ′ + 3θ = −2e2t
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5. y = 3sen (2x) + e−x, y′′ + 4y = 5e−x

En los problemas 6-10, determina si la relación dada es una solución im-
pĺıcita a la ecuación diferencial dada. Suponga que la relación define y

impĺıcitamente como una función de x y usar diferenciación impĺıcita.

6. x2 + y2 = 4, y′ =
x

y

7. y − ln y = x2 + 1, y′ =
2xy

y − 1

8. x2 − sen (x+ y) = 1, y′ = 2x sec (x+ y)− 1

9. sen y + xy − x3 = 2, y′′ =
6xy′ + (y′)3 seny − 2 (y′)2

3x2 − y

En los ejercicios 10-12, muestre que las funciones dadas son las soluciones
generales de las ecuaciones diferenciales indicadas.

10. y =
√

x (x− C),
(

x2 + y2
)

dx− 2xydy = 0

11. y = xe−Cy−1, x

(

ln
x

y

)

y′ − y = 0

12. y = 2 + C
√

1 + x2,
(

1− x2
)

y′ + x (y − 2) = 0





Caṕıtulo 6

Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias de Primer Orden

En esta caṕıtulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales de primer orden

y′ = f (x, y)

o equivalentemente escrita en forma diferencial como

P (x, y) dx+Q (x, y) dy = 0.

Alternaremos entre métodos para encontrar soluciones exactas y algunas apli-
caciones que se pueden estudiar usando esos métodos. Para cada aplicación,
derivaremos cuidadosamente los modelos matemáticos y exploraremos la exis-
tencia de soluciones exactas.

6.1. Problemas de valor inicial

Sabemos que en la solución general de una ecuación diferencial, hay pres-
encia de constantes indeterminadas. Esto refleja el hecho de que una ecuación
diferencial ordinaria tiene infinitas soluciones. En las aplicaciones, es necesario
utilizar otra información, además de la ecuación diferencial, para determinar
el valor de la constante y especificar la solución por completo. Tal solución se
llama solución particular.

Definición 6.1 Una ecuación diferencial de primer orden junto con una condi-

ción inicial,

y′ = f (x, y) , y (x0) = y0 (6.1)

se llama problema de valor inicial. Una solución del problema de valor inicial

es una función diferenciable y (x) tal que
1. y′(x) = f (x, y (x)) para todo x en un intervalo que contiene x0 donde

y (x) está definido, y

2. y (x0) = y0.

163
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Aśı, la función y (x) = −
1

x− 1
es solución del problema de valor inicial

y′ = y2, y(0) = 1.

De manera similar, un problema con valores iniciales en n-ésimo orden es
definida como

dny

dxn
= f

(

x, y, y′, . . . , y(n−1)
)

y (x0) = y0, y′ (x0) = y1, . . . , y
(n−1) (x0) = yn−1,

(6.2)

donde los valores de y (x) y de sus n−1 derivadas en un solo punto x0, y (x0) =
y0, y

′ (x0) = y1, . . . , y
(n−1) (x0) = yn−1 se llaman condiciones iniciales.

6.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

Comenzaremos con dos preguntas muy básicas sobre un problema de valor
inicial.

¿Cuándo podemos estar seguros de que existe una solución?

¿Cuántas soluciones diferentes hay para un problema de valor inicial dado?

Enunciaremos aqui, sin demostrarlo, un teorema que define las condiciones
suficientes para garantizar la existencia y unicidad de una solución de un prob-
lema de valor inicial de primer orden.

Teorema 6.1 (Existencia y Unicidad de Solución) Consideremos el prob-

lema de valor inicial
dy

dx
= f (x, y) , y (x0) = y0.

Si f (x, y) y
∂f

∂y
son funciones continuas en algún rectángulo

Ω = {(x, y) : a < x < b, c < y < d}

que contiene al punto (x0, y0), entonces el problema de valor inicial tiene una

única solución y (x) en algún intervalo x0 − δ < x < x0 + δ, donde δ > 0.
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Interpretación geométrica

R

Figura 6.1:

Ejemplo 6.1 Considere la ecuación y′ = y + 3x2¿Existe una solución a esta

ecuación con la condición inicial y (1) = 2? Si es aśı, ¿la solución es única?

Solución.

Para empezar, escribimos la ecuación en forma normal

y′ = y/x+ 3x

El lado derecho, f (x, y) = y/x + 3x, es continuo excepto donde x = 0.
Podemos tomar Ω como cualquier rectángulo que contenga el punto inicial (1, 2)
y evite x = 0. Una buena elección es definir Ω por 1/2 < x < 2 y 0 < y <
4. Entonces f es continua en todo Ω, por lo que se satisfacen las hipótesis
del teorema de existencia. Podemos concluir que hay una solución al problema

del valor inicial. Además, dado que
∂f

∂y
=

1

x
también es continua en todo Ω,

las hipótesis de unicidad también se cumplen. En consecuencia, sólo hay una
solución.

Ejemplo 6.2 Considere la ecuación y′ = y1/3¿Existe una solución a esta ecuación

con la condición inicial y (0) = 0? Si es aśı, ¿la solución es única?

Solución.

La ecuación dada ya está en forma normal. El lado derecho f (x, y) = y1/3

es continua en cualquier Ω conteniendo a (0, 0) . Lo que implica que el problema
de valor inicial dada tiene una solución en algún intervalo que contiene a x0 = 0.

Por otra parte, puesto que
∂f

∂y
= 1

3
y−2/3 es discontinua en (0, 0) ∈ Ω, no satisface

las hipótesis del teorema de unicidad. Por tanto, el problema de valor inicial no
tiene solución única.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los problemas 1-5, determine si el teorema 6.1 garantiza o no la existencia
de una solución al problema de valor inicial dado. Si la existencia está asegurada,
determine cuándo el teorema 6.1 garantiza o no la unicidad de esa solución.

1. yy′ = x− 1, y (0) = 1

2. y′ = xy1/3, y (0) = 0

3. y′ =
√

x− y, y (2) = 2

4. y′ = ln
(

1 + y2
)

, y (0) = 0

5. y′ = x2 + y2, y (0) = 1

6.3. Ecuaciones de variables separables y reducibles

a separables

6.3.1. Ecuaciones separables

Una ecuación diferencial de primer orden

dy

dx
= f (x, y) (6.3)

es de variables separables si el segundo miembro de (6.3) se puede expresar como
el producto (o cociente) de dos funciones en la que una depende sólamente de
x y la otra de y:

dy

dx
= g (x)u (y) =

g (x)

h (y)
, (6.4)

donde h (y) = 1/u (y) .
Podemos resolver cualquier ecuación separable de la forma (6.4) sigiendo los

siguientes tres pasos:
1. Separe las variables: h (y) dy = g (x) dx.
2. Integre ambos lados

∫

h (y) dy =

∫

g (x) dx

H (y) = G (x) + C, C es una contante arbitraria.

3. Resuelva para la solución y (x) , si es posible.
Nótese que el paso 2 define y impĺıcitamente como una función de x.
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Ejemplo 6.3 Resuelva la ecuación
dy

dx
=

2− 3x

3y2 − y
.

Solución.

Al separar las variables escribimos como

(

3y2 − y
)

dy = (2− 3x) dx

Integrando ambos lados respecto de x, tenemos

∫

(

3y2 − y
)

dy =

∫

(2− 3x) dx

y3 −
y2

2
= 2x−

3

2
x2 + C,

donde C es una constante. Esta ecuación da la solución general en forma impĺıci-
ta. En este caso, es imposible resolver la ecuación para expresar y expĺıcitamente
como una ´función de x.

Ejemplo 6.4 Resuelva el problema de valor inicial

dy

dx
=

2xy

1 + y
, y (0) = 1.

Solución.
Cuando separamos las variables, se escribe como

(

1 +
1

y

)

dy = 2xdx.

Al integrar ambos lados se obtiene

y + ln |y| = x2 + C.

La condición y (0) = 1, nos lleva a que C = 1. Por tanto, la solución particular
es dada impĺıcitamente por

y + ln |y| = x2 + 1 o y + ln |y| − x2 − 1 = 0.

Ejemplo 6.5 Resuelva la solución

dy

dx
=

1− x2 + y2 − x2y2

x2
.
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Solución.

Factorizando el numerador del lado derecho, vemos que es separable.

dy

dx
=

1− x2 + y2
(

1− x2
)

x2
=

1− x2

x2
.
(

y2 + 1
)

.

Al separar las variables e integrar ambos lados se obtiene
∫

1

y2 + 1
dy =

∫
(

1

x2
− 1

)

dx

arctan y = −

1

x
− x+ C.

Resolviendo para y encontramos

y (x) = tan

(

−

1

x
− x+ C

)

.

Ejemplo 6.6 Resuelva
dy

dx
= 3x (y − 1)2/3 .

Solución

Al separar variables e integrar ambos lados, se obtiene
∫

1

(y − 1)2/3
dy =

∫

3xdx

3 (y − 1)1/3 =
3x2

2
+ C,

de donde, resolviendo para y encontramos la solución expĺıcita: y (x) = 1 +
(

x2

2
+ C

)3

.

Observación. Hay que tener cuidado al separar las variables; pues las vari-
ables que sean divisores podŕıan ser cero en un punto y esto puede dar lugar a
que se pierdan soluciones. Podemos notar en este último ejemplo, que ningún
valor de C nos lleva a la solución singular y (x) = 1, lo cual se perdió cuando se
separaron las variables.

6.3.2. Ecuaciones reducibles a separables

Ciertas ecuaciones diferenciales de primer orden no son separables; sin em-
bargo algunas de ellas se pueden reducir a separables con una sustitución ade-
cuada.
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La ecuación diferencial de la forma

dy

dx
= f (ax+ by + c)

se reduce a una ecuación diferencial de variables separables con la sustitución
z = ax+ by + c. Esto es,

dz

dx
= a+ bf (z) .

La ecuación diferencial de la forma

dy

dx
= g

(y

x

)

se reduce a una ecuación diferencial de variables separables con la sustitución
y = ux. Esto es

g (u) = u+ x
du

dx
.

A continuación tenemos los ejemplos.

Ejemplo 6.7 Resuelva
dy

dx
= x− y + 5.

Solución.

Haciendo z = x − y + 5, se obtiene
dz

dx
= 1 −

dy

dx
= 1 − z. Al separar las

variable e integrar ambos lados, se obtiene

∫

1

z − 1
dz = −

∫

dx

ln |z − 1| = −x+ C

z = 1 + Ce−x.

Expresando en términos de x e y, escribimos la solución expĺıcita como y (x) =
−Ce−x + x+ 4.

Ejemplo 6.8 Resuelva
dy

dx
= (8x− 2y + 5)2 .

Solución.
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Con la sustitución z = 8x − 2y + 5, tenemos
dz

dx
= 8 − 2z2. Separando las

variables integramos
∫

1

z2 − 4
dz =

∫

−2dx

1

4
ln

�

�

�

�

z − 2

z + 2

�

�

�

�

= −2x+ C

z − 2

z + 2
= Ce−8x

z =
4

1− Ce−8x
− 2.

Expresando en términos de x e y, la solución queda expresada en forma expĺıcita

y (x) =
7

2
+ 4x−

2

1− Ce−8x
.

Ejemplo 6.9 Resuelva
dy

dx
=

x+ 2y + 3

2x+ 4y
.

Solución.
Primero reescribiendo la ecuación

dy

dx
=

x+ 2y + 3

2 (x+ 2y + 3)− 6

Haciendo z = x + 2y + 3 se tiene
dz

dx
= 1 +

z

z − 3
. Al separar las variables e

integrar, se obtiene
∫

z − 3

2z − 3
dz =

∫

dx

1

2
z −

3

4
ln

�

�

�

�

z −
3

2

�

�

�

�

= x ∗ C

1

2
(x+ 2y + 3)−

3

4
ln

�

�

�

�

x+ 2y +
3

2

�

�

�

�

= x+ C.

Ejemplo 6.10 Resuelva xy′ = y3 − x3 + 3x2y − 3xy2 + y.

Solución.
Expresando en foma equivalente

y′ = x2 (y/x− 1)3 + y/x,
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la sustitución y = ux nos conduce a u + xu′ = x2 (u− 1)3 + u. Al separar las
variables e intgrar ambos lados, se obtiene:

∫
1

(u− 1)3
du =

∫
xdx

−

1

2 (u− 1)2
=

x2

2
+ C

−

x2

(y − x)2
=

x2

2
+ C.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-10, resuelva las ecuaciones diferenciales de variables sep-
arables.

1. y′ = xy + y

2. y3y′ = x+ 2y′

3. x2y′ = y ln y − y′

4. y′x lnx = y

5. 3x
dy

dx
=

1− 4y2

y

6. xyy′ = 1− x2

7. (1− y) eyy′ +
y2

x lnx
= 0

8.
dy

dx
= y2 (15y − xy cosx)

9.
dy

dx
=

x2y4 − y4

1− y4x+ x− y4

10.
dy

dx
= −

xy2 − y2 + x− 1

x2y − 2xy + x2 + 2y − 2x+ 2

En los ejercicios 11-15, resuelva el problema de valor inicial. Indique el
intervalo de existencia.
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11. y′ + xy + y = 0, y (−2) = 1

12. y′ = (senx) /y, y (π/2) = 1

13. 2xy′ − lnx2 = 0, y (1) = 2

14.
dy

dx
= yxsen(x2), y (0) = 1

15. 2x (y + 1) dx− ydy = 0, y (0) = −2

En los ejercicios 16-25, resuelva la ecuación diferencial dada con una susti-
tución adecuada.

16.
(

x2 + 2xy + y2
)

y′ = 9

17. xy2 (xy′ − y) = 1

18. y′ = 4 (x+ y + 1)2

19. y′ = tan2 (x+ y)

20. y′ =
1− x− y

x+ y

21. y′ = sen (x+ y)

22. y′ = 2 +
√

y − 2x+ 3

23.
(

x2y2 + 1
)

dx+ 2x2dy = 0

24.
(

1 + x2y2
)

y + (xy − 1)2 xy′ = 0

25.
(

x2y3 + y + x− 2
)

dx+
(

x3y2 + x
)

dy = 0
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6.4. Ecuaciones con coeficientes homogéneos y re-

ducibles a homogéneos

6.4.1. Ecuaciones con coeficientes homogéneos

Definición 6.2 (Función homogénea) La función f (x, y) se dice que es ho-

mogénea de grado α en x e y , si

f (tx, ty) = tαf (x, y) ,

donde α es un número real.

Aśı por ejemplo, la función f (x, y) = 3x4y2 − 2xy5 es homogenea de grado
6, por que

f (tx, ty) = 3 (tx)4 (ty)2 − 2 (tx) (ty)5 = 3t6x4y2 − 2t6xy5

= t6
(

3x4y2 − 2xy5
)

= t6f (x, y) ;

en cambio la función f (x, y) = x2 − y2 + 3 es no homogénea.

Definición 6.3 Una ecuación diferencial de primer orden en forma diferencial

P (x, y) dx+Q (x, y) dy = 0 (6.5)

se dice que es homogénea si ambas funciones coeficientes P (x, y) y Q (x, y)
son funciones homogéneas del mismo grado. Es decir,

P (tx, ty) = tαP (x, y) , Q (tx, ty) = tαQ (x, y) .

Teorema 6.2 Si P (x, y) y Q (x, y) son ambos homogéneos y del mismo grado,

la función P (x, y) /Q (x, y) es homogéneo de grado cero.

Teorema 6.3 Si la ecuación (6.5) es una ecuación diferencial homogénea, en-

tonces el cambio de variable y = ux la transforma en una ecuación diferencial

de variables separables.

Prueba
Supongamos que P (x, y) y Q (x, y) son de grado k. Sea y = ux y dy =

udx+ xdu. Sustituyendo en la ecuación

P (x, ux) dx+Q (x, ux) (udx+ xdu) = 0

xkP (1, u) dx+ xkQ (1, u) (udx+ xdu) = 0
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dividiendo entre xp y agrupando se tiene

[P (1, u) + uQ (1, u)] dx+ xQ (1, u) du = 0

dx

x
+

Q (1, u)

P (1, u) + uQ (1, u)
du = 0

ecuación que es de variables separables en x y u como queriamos demostrar.

Ejemplo 6.11 Resuelva
(

y2 + 2xy
)

dx− x2dy = 0.

Solución.

Nótese que P (x, y) = y2+2xy y Q (x, y) = −x2.son funciones homogéneas
de grado dos:

P (tx, ty) = (ty)2 + 2 (tx) (ty) = t2P (x, y) .

Q (tx, ty) = − (tx)2 = t2
(

−x2
)

= t2Q (x, y) .

Entonces, haciendo y = ux y por lo tanto dy = udx+ xdu, obtenemos

[

u2x2 + 2x (ux)
]

dx− x2 (udx+ xdu) = 0

x2
(

u2 + u
)

dx− x3du = 0.

Al separar las variables e integrar se obtiene

∫

dx

x
=

∫

du

u2 + u

=

∫

du

u
−

∫

du

u+ 1

ln |x| = ln |u| − ln |u+ 1|+ C

ln |x| = ln

�

�

�

�

u

u+ 1

�

�

�

�

+ C.

Sustituyendo u =
y

x
obtenemos la solución en forma impĺıcita.

ln

�

�

�

�

y

y + x

�

�

�

�

− ln |x|+ C = 0.

Ejemplo 6.12 Resuelva el problema de valor inicial

dy

dx
=

3y2 − x2

2xy
, y (1) = 2.
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Solucion.

Escribiendo en forma diferencial
(

x2 − 3y2
)

dx+ 2xydy = 0,

con P (x, y) = x2 − 3y2 y Q (x, y) = 2xy que verifican de ser del mismo grado

P (tx, ty) = (tx)2 − 3 (ty)2 = t2
(

x2 − 3y2
)

= t2P (x, y)

Q (tx, ty) = 2 (tx) (ty) = t2 (2xy) = t2Q (x, y) ,

la sustitución y = ux y por lo tanto dy = udx+ xdu, nos conduce a

x2
(

1− 3u2
)

dx+ 2x (ux) (udx+ xdu) = 0

x2
(

1− u2
)

dx+ 2ux3du = 0.

Al separar las variables e integrar se obtiene

2u

u2 − 1
du =

dx

x
∫

2u

u2 − 1
du =

∫

dx

x

ln
�

�u2 − 1
�

� = ln |x|+ lnC

Usando propiedades de valor absoluto escribimos u2 = Cx+1, y que al expresar
en la variable original resulta y2 = cx3 + x2. Finalmente, la condición inicial
y (1) = 2 nos permite encontrar C = 3. Aśı, la solución del problema de valor
inicial es: y2 = 3x3 + x2.

Ejemplo 6.13 Resuelva la ecuacion

dy

dx
=

y cos (y/x)− x

x cos (y/x)
.

Solución.
Expresando en forma diferencial

(

1−
y

x
cos (y/x)

)

dx+ cos (y/x) dy = 0

se observa que es homogéna, por lo que, haciendo y = ux y por tanto
dy

dx
=

u+ x
du

dx
ó dy = udx+ xdu, se obtiene

(1− u cosu) dx+ cosu. (udx+ xdu) = 0

dx+ x cosudu = 0
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Al separar las variables e integrar se obtiene
∫

dx

x
= −

∫

cosudu

ln |x| = −senu+ C

u = arc sen (C − ln |x|)

Expresando en términos de x e y, la solución expĺıcita es:.y (x) = x arc sen (C − ln |x|) .

6.4.2. Ecuaciones reducibles a coeficientes homogéneos

Las ecuaciones diferenciales de la forma

dy

dx
= f

(

a1x+ b1y + c1

a2x+ b2y + c2

)

, (6.6)

donde
a1

b1
̸=

a2

b2
, se reducen a homogéneas con la sustitución:

x = z + h, y = w + k,

siendo (h, k) el punto de intersección de las rectas

L1 : a1x+ b1y + c1 = 0 y L2 : a2x+ b2y + c2 = 0.

Ejemplo 6.14 Resuelva el problema de valor inicial

(x+ y + 2) dx+ (x− y + 4) dy = 0, y (0) = 1

Solución.
Escribiendo en la forma

dy

dx
=

x+ y + 2

− (x− y + 4)

consideremos las rectas L1 : x + y + 2 = 0 y L2 : x − y + 4 = 0. Ya que estas
tienen pendientes diferentes, existe un único punto de intersección (h, k) entre
dichas rectas, esto es, h = −3, k = 1. Entonces con la sustitución x = z − 3,
y = w + 1 y por tanto dx = dz y dy = dw, al reemplazar en la ecuación en
forma diferencial se obtiene

(z + w) dz + (z − w) dw = 0.

Como ésta ya es homogénea, haciendo w = uz y por tanto dw = udz + zdu, se
tiene

(z + uz) dz + (z − uz) (zdu+ udz) = 0.
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De esto, efectuando operaciones algebraicas, se sigue que

(

1 + 2u− u2
)

dz + z (1− u) du = 0.

De donde, al separar las variables e integrar se obtiene

u− 1

1 + 2u− u2
du =

dz

z

ln |z|+
1

2
ln

�

�1 + 2u− u2
�

� = lnC

o sea

z2
(

1 + 2u− u2
)

= C.

En términos de las variables x e y escribimos

(x+ 1)2
[

1 + 2
y − 3

x+ 1
−

(y − 3)2

(x+ 1)2

]

= C

o equivalentemente

x2 + 2xy − y2 − 4x+ 8y = C.

Finalmente, la condición inicial y (0) = 1 nos permite encontrar C = 7. Aśı,
la solución del problema de valor inicial es: x2 + 2xy − y2 − 4x+ 8y − 7 = 0.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-7, resuelva las ecuaciones diferenciales con coeficientes
homogéneas

1.
(

xy + y2
)

dx− x2dy = 0

2. y′ =
y

x
+ tan

y

x

3.
dy

dx
=

x2 − y2

4xy

4. 2x
(

x2 + y2
)

y′ = y
(

y2 + 2x2
)

5. y′ =
y

x
(1 + ln y − lnx)

6. x (x+ y)2 y′ = y
(

x2 + xy + y2
)
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7. y′ =
y2 + x

√

x2 + y2

xy

En los ejercicios 8-12, resuelva las ecuaciones diferenciales reducibles a
homogénea.

8. y′ =
y − x+ 5

2x− y − 4

9. y′ =
x− y + 15

x+ 2y + 7

10. (x− y + 3) dx+ (x+ y − 1) dy

11. (x− y) dx+ (x+ y − 4) dy = 0

12. (3x+ y − 2) + y′ (x− 1) = 0

6.5. Ecuaciones diferenciales exactas y Factores in-

tegrantes

6.5.1. Ecuaciones exactas

En las secciones anteriores se vio que cuando una ecuación tiene la forma

M (x) dx+N (y) dy = 0

un conjunto de soluciones es determinado por integración, es decir, encontramos
una función cuya diferencial es M (x) dx+N (y) dy.

La idea puede extenderse para algunas funciones de la forma

M (x, y) dx+N (x, y) dy = 0 (6.7)

en el que separación de variables puede no ser posible. Supóngase que una
función F (x, y) es encontrado tal que su diferencial es la expresión Mdx+Ndy;
es decir

dF = Mdx+Ndy.

Entonces es claro que
F (x, y) = C

define impĺıcitamente una familia de soluciones de (6.7). Pues es inmediato ver
que

dF = 0,

o sea
Mdx+Ndy = 0.
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Definición 6.4 La ecuación diferencial (6.7).se llama ecuación diferencial

exacta en una región Ω del plano xy si su primer miembro es la diferencial

total de una función continuamente diferenciable F (x, y) , es ecir,

dF = Mdx+Ndy.

Como la diferencial total de F (x, y) es dada por

dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy,

entonces

M =
∂F

∂x
, N =

∂F

∂y
.

Observación:

a)
∂F

∂x
se lee: derivada parcial de F respecto a x; b)

∂F

∂y
se lee: derivada

parcial de F respecto a y.

Asi por ejemplo, si F (x, y) = x2y3 + cos y + e2x, entonces las derivadas

parciales
∂F

∂x
, y

∂F

∂y
se determinan como sigue:

∂F

∂x
= 2xy3 + 2ex,

∂F

∂y
= 3x2y2 − seny.

Teorema 6.4 Si M , N,
∂M

∂y
y
∂N

∂x
son funciones continuas de x e y, entonces

la condición necesaria y suficiente para que

M (x, y) dx+N (x, y) dy = 0

sea una ecuación diferencal exacta es que

∂M

∂y
=

∂N

∂x
. (6.8)

Prueba. Demostraremos sólo la condición necesaria.

Para simplificar supongamos que M y N tienen primeras derivadas parciales
continuas en todo R2. Si la expresiónM (x, y) dx+N (x, y) dy es exacta, entonces
existe una función F tal que para todo x, y de R,

M (x, y) dx+N (x, y) dy =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy
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Lo que implica que

M (x, y) =
∂F

∂x
, N (x, y) =

∂F

∂y

y
∂M

∂y
=

∂

∂y

(

∂F

∂x

)

=
∂2F

∂y∂x
=

∂

∂x

(

∂F

∂y

)

=
∂N

∂x

La igualdad de las derivadas parciales mixtas es consecuencia de la continidad
de las primeras derivadas parciales de M (x, y) y N (x, y) .

Método de solución

Dada una ecuación de la forma M (x, y) dx +N (x, y) dy = 0, se determina
si es válida la igualdad (6.8) . En caso afirmativo, existe una función f para la
cual

∂F

∂x
= M (x, y) .

Podemos determinar F si integramos M (x, y) con respecto a x, manteniendo y
constante:

F (x, y) =

∫

M (x, y) dx+ φ (y) , (6.9)

en donde la función arbitraria φ (y) es la constante de integración. Ahora deriva-
mos (6.9) con respecto a y, y suponemos que ∂F/∂y = N (x, y) o sea

∂F

∂y
=

∂

∂y

∫

M (x, y) dx+ φ′ (y) = N (x, y) .

De donde,

φ′ (y) = N (x, y)−
∂

∂y

∫

M (x, y) dx. (6.10)

Por último integramos (6.10) con respecto a y y sustituimos el resultado en la
ecuación (6.9) . Aśı, la solución general de la ecuación es F (x, y) = C.

Observación 6.1 Es posible también iniciar el procedimiento anterior suponien-
do que existe F tal que ∂F/∂y = N (x, y) . Después de integrar N con respecto
a y y derivar el resultado, llegaŕıamos a los análogos de las ecuaciones (6.9 )y
(6.10) que serián respecticamente,

F (x, y) =

∫

Ndy + ψ (x) y ψ′ (x) = M −

∂

∂x

∫

Ndy.

Ejemplo 6.15 Muestre que la ecuación cos (x+ y) dx+(2y + cos (x+ y)) dy =
0 es exacta y halle la solución general.
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Solución.

Puesto que

∂

∂y
(cos (x+ y)) = −sen (x+ y) =

∂

∂x
(2y + cos (x+ y))

se concluye que la ecuación es exacta. Para encontrar la solución general, debe-
mos determinar una función F (x, y) tal que

∂F

∂x
= cos (x+ y) y

∂F

∂y
= 2y + cos (x+ y) . (6.11)

Al eligir la primera ecuación de (7.19) y al integrar se obtiene

F (x, y) =

∫
cos (x+ y) dx+ φ (y) = sen (x+ y) + φ (y) .

Para encontrar φ (y) usamos la segunda ecuación de (7.19), esto es

∂F

∂y
= cos (x+ y) + φ′ (y) = 2y + cos (x+ y) .

Por consiguiente, φ′ (y) = 2y, tiene solución es φ (y) = y2 Finalmente, F (x, y) =
sen (x+ y) + y2 y la solución es dada impĺıcitamente por

F (x, y) = sen (x+ y) + y2 = C.

Ejemplo 6.16 Resuelva la ecuación

dy

dx
= −

2xy2 + 2y

2x2y + 2x

Solución.

Expresando en forma diferencial vemos que M = 2xy2+2y, N = 2x2y+2x;
y se comprueba que

∂M

∂y
= 4xy + 2 =

∂N

∂x
.

Para encontrar la solución general, debemos determinar una función F (x, y)
tal que

∂F

∂x
= 2xy2 + 2y y

∂F

∂y
= 2x2y + 2x. (6.12)
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Al integrar la segunda ecuación de (7.20) respecto a la variable y, se tiene

F (x, y) =

∫

(

2x2y + 2x
)

dy + ψ (x)

= x2y2 + 2xy + ψ (x)

Para encontrar ψ (x) usamos la primera ecuación de (7.20), esto es.

∂F

∂x
= 2xy2 + 2y + ψ′ (x) = 2xy2 + 2y.

Como se quiere que ψ′ (x) = 0, basta tomar ψ (x) = 0. Aśı, F (x, y) = x2y+2xy
y la solución es dada impĺıcitamente por

F (x, y) = x2y2 + 2xy = C.

6.5.2. Factores integrantes

En algunos casos, por cierto excepcionales, cuando la ecuación

Mdx+Ndy = 0

no es exacta, se puede encontrar una función µ (x, y) tal que al multiplicar a
dicha ecuación, el lado izquierdo resulta una diferencial total de una funcón F,

o sea

dF = µMdx+ µNdy.

Definición 6.5 Un factor integrante para la ecuación diferencial Mdx+Ndy =
0 es una función µ = µ (x, y) tal que la forma

µ (x, y)M (x, y) dx+ µ (x, y)N (x, y) dy = 0

es exacta.

Con el propósito de encontrar µ = µ (x, y) , partimos del hecho que

∂

∂y
(µM) =

∂

∂x
(µN) .

Efectuando las derivadas parciales respectivas

M
∂µ

∂y
+ µ

∂M

∂y
= N

∂µ

∂x
+ µ

∂N

∂x
.
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y agrupando términos se puede escribir como

M
∂µ

∂y
−N

∂µ

∂x
=

(
∂N

∂x
−

∂M

∂y

)

µ. (6.13)

Lo cual, es una ecuación en derivadas parciales que involucra al factor integrante
µ que deseamos conocer.

Consideraremos los siguientes dos casos particulares:

Caso 1. Si µ = µ (x) y si llamamos
1

N

(
∂M

∂y
−

∂N

∂x

)

= g (x) , entonces el

factor integrante es:
µ (x) = e

∫
g(x)dx.

Caso 2. Si µ = µ (y) y si llamamos
1

M

(
∂N

∂x
−

∂M

∂y

)

= h (y) , entonces el

factor integrante es:
µ (y) = e

∫
h(y)dy.

Ejemplo 6.17 Resuelva la ecuación

dy

dx
=

e−x2

sen3x− 2x3y2

2x2y − 2y + e−x2

Solución.

Expresando en forma diferencial

(

2x3y2 − e−x2

sen3x
)

dx+
(

2x2y − 2y + e−x2
)

dy = 0,

se tiene
∂M

∂y
= 4x3y,

∂N

∂x
= 4xy−2xe−x2

y por tanto no es exacta. Sin embargo,

desde que

g (x) =
1

N

(
∂M

∂y
−

∂N

∂x

)

= 2x

el factor integrante es:
µ (x) = e

∫
2xdx = ex

2

.

Multiplicando con este factor integrante a ambos lados de la ecuación, expresada
en forma diferencial, obtenemos una ecuación que ya es exacta

(

2x3y2ex
2

− sen3x
)

� �� �

M

dx+
[

2yex
2 (

x2 − 1
)
+ 1

]

� �� �

N

dy = 0.
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Por lo que existe una función F (x, y) tal que
∂F

∂x
= M y

∂F

∂y
= N. Al

integrar con respecto a y tenemos

F (x, y) =

∫

Ndy + ψ (x)

=
(
x2 − 1

)
y2ex

2

+ y + ψ (x) .

Para encontrar ψ (x) , usamos el hecho que
∂F

∂x
= M , o sea

2x2y2ex
2

+ ψ′ (x) = 2x3y2ex
2

− sen3x

Como se quiere que ψ′ (x) = −sen3x, una solución es ψ (x) = 1

3
cos 3x. Aśı,

F (x, y) =
(
x2 − 1

)
y2ex

2

+ y + 1

3
cos 3x y la solución general es dada impĺıcita-

mente por

F (x, y) =
(
x2 − 1

)
y2ex

2

+ y +
1

3
cos 3x = C.

Ejemplo 6.18 Resuelva la ecuación

2xy ln ydx+
(

x2 + y2
√

y2 + 1
)

dy = 0

Solución.

En este caso,
∂M

∂y
= 2x (1 + ln y) y

∂N

∂x
= 2x, asi que la ecuación no es

exacta. Sin embargo,

h (y) =
1

M

(
∂N

∂x
−

∂M

∂y

)

=
1

2xy ln y
(2x− 2x (ln y + 1)) = −

1

y
.

Entonces, el factor integrante es

µ (y) = e
∫
−

1

y
dy

=
1

y
, y > 0

Multiplicando con este factor integrante a la ecuación dada, se obtiene la ecuación
diferencial que ya es exacta

2x ln y
� �� �

M

dx+
(

x2y−1 + y
√

y2 + 1
)

� �� �

N

dy = 0.
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Lo que implica que existe una función F (x, y) tal que
∂F

∂x
= M y

∂F

∂x
= N. Al

integrar respecto a x, se tiene

F (x, y) =

∫

Mdx

=

∫

2x ln ydx = x2 ln y + φ (y) .

Ahora, con el fin de hallar φ (y) se puede usar
∂F

∂y
= N.

x2y−1 + φ′ (y) = x2y−1 + y
√

y2 + 1

φ′ (y) = y
√

y2 + 1.

De donde, una solución es φ (y) =

(

y2 + 1
)3/2

3
. y por consiguiente, la solución

general es dada impĺıcitamente por

F (x, y) = x2 ln y +

(

y2 + 1
)3/2

3
= C.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-5, determine si la ecuación diferencial dada es exacta. Si
es exacta resuelva.

1. 2x
(

3x+ y − ye−x2

)

dx+
(

x2 + 3y2 + e−x2

)

dy = 0

2. [x (3x− 2)− y] dx+ [y (2 + 3y)− x] dy = 0

3.

(

seny + ysenx+
1

x

)

dx+

(

x cos y − cosx+
1

y

)

dy = 0

4. (y ln y − e−xy) dx+

(

1

y
+ x ln y

)

dy = 0

5.

(

xy
√

1 + x2
+ 2xy −

y

x

)

dx+
(√

1 + x2 + x2 − lnx
)

dy = 0

En los ejercicios 6-10, resuelva la ecuación dada hallando un factor inte-
grante apropiada.
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6. (xy − 2) dx+
(

x2 − xy
)

dy = 0

7. y (x+ y + 1) dx+ (x+ 2y) dy = 0

8.
(

y2 + xy3
)

dx+
(

5y2 − xy + y3seny
)

dy = 0

9.
(

2xy2 − 3y3
)

dx+
(

7− 3xy2
)

dy = 0

10.
(

1− x2y
)

dx+ x2 (y − x) dy = 0

En los ejercicios 11-15, resuelva el problema de valor inicial dada, encon-
trando un factor integrante apropiada.

11. xdx+
(

x2y + 4y
)

dy = 0, y (4) = 0

12.
(

1− x2y
)

dx+ x2 (y − x) dy = 0, y (2) = 1

13. (2xe−x + y) dx+
(

1 + 3y2e−x

)

dy = 0, y (0) = 1

14.
(

x4 lnx− 2xy3
)

dx+ 3x2y2dy = 0, y (1) = −2

15.
(

x2 + y2 − 5
)

dx = (y + xy) dy, y (0) = 1

6.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer or-

den

Una ecuación diferencial de primer orden de la forma

a1 (x)
dy

dx
+ a0 (x) y = g (x)

se dice que es una ecuación lineal en la variable dependiente y.

Dividiendo ambos lados por el coeficiente a1 (x) , obtenemos la forma es-
tandar de la ecuación lineal

dy

dx
+ p (x) y = q (x) , (6.14)

donde p (x) y q (x) son funciones continuas sobre un intervalo I. Observemos que
si q (x) = 0, la ecuación (8) se convierte en una ecuación de variables separables,
aśı que vamos a considerar q (x) ̸= 0. El método usual para resolver la ecuación
(6.14) es multiplicar ambos miembros de la ecuación por una función apropiada
I (x) que se conoce como factor integrante que convierte el miembro de la
izquierda de la ecuación ( cuando se multiplica por I (x) ) en la derivada de un
producto [I (x) · y]; es decir:
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I (x)
[

y′ + p (x) y
]

=
d

dx
(I (x) y)

I (x) y′ + I (x) p (x) y = I (x) y′ + yI ′ (x)

I (x) p (x) y = yI ′ (x)

p (x) =
I ′ (x)

I (x)
,

de donde, I (x) = e
∫
p(x)dx+C = Ke

∫
p(x)dx. Estamos buscando un factor inte-

grante particular, y no el más general, de modo que tomamosK = 1 y utilizamos

I (x) = e
∫
p(x)dx

como factor de integración.
La ecuación (6.14) se puede resolver siguiendo los siguientes tres pasos:

1. Multiplique por el factor integrante

I (x) = e
∫
p(x)dx

tal que la ecuación (6.14) se convierta en

d

dx
(Iy) = I

(

dy

dx
+ p (x) y

)

= Iq (x) .

2. Integre esta ecuación para obtener

I (x) y =

∫

I (x) q (x) dx+ C.

3. Resuelva para y (x) .

Ejemplo 6.19 Halle la solución general de la ecuación ex
2

y′ +2xex
2

y = 5xex.

Solución.
Al reescribir la ecuación como

y′ + 2xy = 5xex−x2

identificamos a p (x) = 2x. Entonces un factor integrante es

I (x) = e
∫
2xdx = ex

2

.
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Multilplicando por el factor integrante, se tiene

ex
2

(
dy

dx
+ 2xy

)

� �� �

= 5xex

d

dx

(

ex
2

y
)

= 5xex

Integrando ambos lados, tenemos

ex
2

y =

∫

5xexdx = 5xex − 5ex + C.

Resolviendo para y, encontramos

y (x) = e−x
2

[5ex (x− 1) + C] .

Ejemplo 6.20 Resuelva el problema de valor inicial

y′ = y tanx+ senx, y (0) = 2

Solución.
Reescribimos la ecuación como

y′ − y tanx = senx,

Con p (x) = − tanx, un factor integrante es

I (x) = e
∫
− tanxdx = eln|cosx| = cosx

.

Mulltilplicando por el factor integrante, se tiene

cosx
(
y′ − y tanx

)

� �� �
= senx cosx

d

dx
(y cosx) = senx cosx

Integrando ambos lados tenemos

y cosx =

∫

senx cosxdx = −

cos2 x

2
+ C

Finalmente, resolviendo para y, se obtiene la solución general

y (x) = −

cosx

2
+

C

cosx
.
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Para encontrar la solución particular, se sustituye y (0) = 2 en la solución general
y encontramos C = 5/2. Aśı, la solución particular es

y (x) = −

cosx

2
+

5

2 cosx
.

Ejemplo 6.21 Halle la solución general de la ecuación

xy′ = y + x3 + 3x2 − 2x.

Solución.
Reescribimos la ecuacón en su forma estandar

y′ +

(

−

1

x

)

y = x2 + 3x− 2

Con p (x) = −

1

x
, un factor integrante es

I (x) = e

∫
−
1

x
dx

= e− ln|x| =
1

x
, x > 0

Multiplicando por el factor integrante resulta

1

x

[

y′ +

(

−

1

x

)

y

]

= x+ 3−
2

x

d

dx

(y

x

)

= x+ 3−
2

x
.

Al integrar ambos lados, se obtiene

y

x
=

x2

2
+ 3x− 2 lnx+ C,

Finalmente, al resolver par y, encontramos

y (x) = x

(

x2

2
+ 3x− 2 lnx+ C

)

.

Observación 6.2 Puede ocurrir que la ecuación diferencial sea lineal respecto

de x, es decir de la la forma

dx

dy
+ r (y)x = ϕ (y) .

Ilustramos este caso, con el siguiene ejemplo.
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Ejemplo 6.22 Resuelva la ecuación

ydx+ (3x− xy + 2) dy = 0

Solución.
Puesto que el producto ydy ocurre aqúı, la ecuación es no lineal en y. Sin

emrgo, es lineal en x. Por lo que, expresando a la forma estandar es

dx

dy
+

(

3

y
− 1

)

x =
−2

y
, y ̸= 0.

Con p (y) =
(

3

y
− 1

)

, un factor integrante es

I (y) = e

∫

(

3

y
−1

)

dy
= e3 ln|y|−y = y3e−y, y > 0.

Al multiplicar por este factor integrante, se tiene

y3e−y

[

dx

dy
+

(

3

y
− 1

)

x

]

= −2y2e−y

d

dy

(

xy3e−y
)

= −2y2e−y

Al integrar los extremos, obtenemos

xy3e−y = −2

∫

y2e−y dy

= 2y2e−y + 4ye−y + 4e−y + C.

Por tanto, una familia de soluciones es definida expĺıcitamente por

x (y) =
2

y
+

4

y2
+

4

y3
+

Cey

y3
.

Ecuación de Bernoulli

La ecuación diferencial no lineal conocida como ecuación de Bernoulli

y′ + p (x) y = q (x) yn; n ̸= 0, n ̸= 1 (6.15)

fue propuesto para su resolución por James Bernoulli en diciembre de 1695.
Posteriormente en 1696, Leibniz señaló que la ecuación se puede reducir a una
ecuación lineal al considerar z = y1−n como variable dependiente.
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La demostración se realiza en dos pasos:

Primero: Se multiplica a ambos miembros de la ecuación (6.15) por y−n

y−ny′ + p (x) y1−n = q (x) , (6.16)

Segundo: El cambio de variable z = y1−n tal que
dz

dx
=

dz

dy

dy

dx
, nos conduce

a la ecuación lineal en z, esto es

dz

dx
= (1− n) y−n

dy

dx
= (1− n) [q (x)− p (x) z] .

Al transponer los términos, se escribe en la forma estandar

dz

dx
+ (1− n) p (x) z = (1− n) q (x) .

Ejemplo 6.23 Encuentre la solución general de la ecuacion no lineal

y′ + y = xy3.

Solución.

Multiplicando por y−3 resulta

y−3 dy

dx
+ y−2 = x

Haciendo z = y−2 se tiene la ecuación lineal

dz

dx
= −2

(

y−3 dy

dx

)

= −2 (x− z) ,

o sea
dz

dx
− 2z = −2x.

Con p (x) = −2, un factor integrante es

I (x) = e
∫
(−2)dx = e−2x.

Al multiplicar por el factor integrante a la ecuación lineal, se tiene

d

dx

(

e−2xz
)

= e−2x

(

dz

dx
− 2z

)

= −2xe−2x.
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Integrando ambos lados, tenemos

e−2xz = xe−2x +
1

2
e−2x + C

z = x+
1

2
+ Ce2x.

Al sustituir z = y−2, obtenemos la solución general

(

x+
1

2
+ Ce2x

)

y2 − 1 = 0.

Ejemplo 6.24 Resuelva la ecuación diferencial

(cosx− ysenx) dx−

1

y
dy = 0.

Solución.

Reescribiendo la ecuación en la forma

dy

dx
− y cosx = −y2sen2x,

vemos que corresponde a una ecuación del tipo Bernoulli. Por lo que multi-
plicando por y−2 y luego haciendo el cambio de variable z = y−1, resulta la
ecuación lineal

dz

dx
+ (cosx) z = sen (2x) .

Ahora, multiplicando ambos miembros por el factor integrante I (x) = esenx,
escribimos

d

dx
(zesenx) = esen2xsen (2x) .

Luego, integrando se sigue que

zesenx = 2esenx (senx− 1) + C

osea,

y =
1

2senx− 2 + Ce−senx
.

Ejemplo 6.25 Resuelva el problema de valor inicial

{

y′ + xy = xe−x
2

y−3

y (0) = 1
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Solución.
La ecuación dada es de tipo Bernoulli por lo que multiplicando por y3 obten-

emos

y3y′ + xy4 = xe−x2

.

Con la sustitución z = y4 y por tanto
dz

dx
= 4

(

y−3
dy

dx

)

, resulta

dz

dx
+ 4xz = 4xe−x2

,

la cual ya es una ecuación lineal en z. En seguida, multiplicando con el factor
integrante I (x) = e

∫
4xdx = e2x

2

, tenemos

e2x
2 dz

dx
+ 4xze2x

2

= 4xex
2

d

dx

(

ze2x
2
)

= 4xex
2

.

Integrando con respecto a x se obtiene

ze2x
2

= 2ex
2

+ c.

De donde, al reemplazar z = y4, obtenemos

y4 − 2e−x2

+ ce−2x2

= 0.

Usando la condición y (0) = 1, encontramos c = 1. Por tanto, la solución par-
ticular es

y4 − 2e−x2

+ e−2x2

= 0.

Ejemplo 6.26 Resuelva la ecuación diferencial

x−4/3
(

xy + y2 + 2y
)

dx− x−1/3dy = 0

Solución.
Reescribiendo en la forma

dy

dx
−

(

2

x
+ 1

)

y =
1

x
y2

vemos que la ecuacion es de tipo Bernoulli. Para encontrar la solución se sigue
los siguientes pasos .
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i) multiplicamos por y−2 para obtener

y−2 dy

dx
−

(

2

x
+ 1

)

y−1 =
1

x

ii) la susititución z = y−1 y por consiguiente
dz

dy
= −

(

y−2
dy

dx

)

nos conduce

a una ecuación lineal en z.

dz

dx
+

(

2

x
+ 1

)

z = −

1

x

iii) multiplicando con el factor integrante I (x) = e
∫
( 2

x
+1)dx = x2ex, resulta

x2ex
[

dz

dx
+

(

2

x
+ 1

)

z

]

= −xex.

Lo que implica que
d
(

x2exz
)

= −xexdx.

De donde, al integrar se obtiene

x2exz = − (x− 1) ex + C.

Finalmente, sustituyendo z = y−1, tenemos la solucion general

x2exy−1 + (x− 1) ex − C = 0.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-5, resuelva la ecuación diferencial lineal dada, indicando
el mayor intervalo I sobre la cual la solución general es definida.

1. y′ + (2/x) y = (cosx) /x2

2. xy′ + 4y + x = x3

3. xy′ = x2senx+ y

4. (x− 2)2 y′ = 5− 8y − 4xy

5. xy′ −
y

x− 1
− x = 0

En los ejercicios 6-10, halle la solución particular de la ecuación diferencial
lineal que satisface la condición inicial especificada.

6. x3y′ = e1/x
2

− 2y; y (1) = e

7. y′ −
y

x
= xex, y (1) = e− 1

8. y′ + y tanx = secx+ cosx; y (0) = 1

9. y′senx+ y cosx = xsenx; y
(

π
2

)

= 2

10. y′
√

1− x2 + y = arc senx, y (0) = 0

En los ejercicios 11-20, resuelva las ecuaciones diferenciales de Bernoulli.

11.
(

xy3 + lnx
)

dx− y2dy = 0

12. y′ = x
√
y −

y

x

13. 2xy′ − y = 10x3y5

14. x−4/3
(

xy + y2 + 2y
)

dx− x−1/3dy = 0

15. (y lnx− 2) ydx− xdy = 0

16.

(

x−

x3y

2

)

y′ − y4 = 0

17. y′ −
y

3x
= y4 lnx
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18.
(

1 + x2
)

y′ = xy + x2y2

19. y′ = ysenx− y2 cos 2x

20. y′ =
y

x (2xy ln y + y)− x

6.7. Aplicaciones de EDO de primer orden

6.7.1. Trayectorias ortogonales

Las trayectorias ortogonales son un concepto importante en el campo de las
ecuaciones diferenciales y la geometŕıa. Se refieren a curvas que se cruzan en
ángulos de 90 grados en cada punto de intersección.

Un ejemplo clásico son las familias de curvas descritas por las ĺıneas equipo-
tenciales y las ĺıneas de campo eléctrico en la electrostática. En este caso, las
ĺıneas equipotenciales son trayectorias ortogonales a las ĺıneas de campo eléctri-
co. En cada punto, el campo eléctrico es perpendicular a la ĺınea equipotencial.

Definición 6.6 Cuando todas las curvas de una familia G (x, y, c1) = 0 cortan
ortogonalmente todas las curvas de otra familia H (x, y, c2) = 0, se dice que las
familias son trayectorias ortogonales entre si. (Véase figura 6.2)

Figura 6.2:

Proposición 6.5 Si
dy

dx
= f (x, y) es la ecuación diferencial de una familia, la

ecuación diferencial de sus trayectorias ortogonales es
dy

dx
= −

1

f (x, y)
.
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De esta manera, obtener las trayectorias ortogonales a una familia de cur-
vas de las cuales se conoce su expresión anaĺıtica G (x, y, c) = 0, requiere los
siguientes pasos:

1. Diferenciar la ecuación G (x, y, c) = 0.
2. Eliminar c del sistema formado por la ecuación y su derivada, para

aśı obtener la ecuación diferencial de la familia.
3. Obtener la ecuación diferencial de la familia de trayectorias ortogonales

aplicando el resultado precedente.
4. Integrar la ecuación resultante.

Ejemplo 6.27 Halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas

x+ y − cex + 1 = 0, c ∈ R.

Solución.
Al derivar ambos lados respecto de x, se tiene

y′ = cex − 1.

Al reemplaza la constante c =
x+ y + 1

ex
, la cual se obtiene de la ecuación

original de la familia de curvas, se obtiene la ecuación

y′ = x+ y.

Esto implica que la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales es
dy/dx = −1/y′, es decir,

dy

dx
= −

1

x+ y
.

Esta ecuación se resuelve haciendo z = x + y. Al derivar, respecto de x, se
tiene z′ = 1 + y′, o sea

dz

dx
=

z − 1

z
.

Al separar las variables e integrar, resulta
∫

z

z − 1
dz =

∫
dx

z + ln |z − 1| = x+ C,

o sea
x+ y + ln |x+ y − 1| − x+ C = 0

son las trayectorias ortogonales a la familia de curvas dada al principio.
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Ejemplo 6.28 Encuentre la familia de trayectorias ortogonales a la familia de

ćırcunferencias

(x− c)2 + y2 = c2, c > 0.

Solución.
Los dos primeros pasos señados al inicio de esta sección, puede abreviarse

también al reescribir la ecuación dada en la forma

x2 + y2

2x
= c

y en seguida derivar para obtener la ecuación diferencial libre de parámetros.
Esto es,

2x (2x+ 2yy′)− 2
(

x2 + y2
)

4x2
= 0.

De esta expresión se despeja y′, y se tiene

y′ =
y2 − x2

2xy

Esto implica que la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales es dy/dx =
−1/y′, o sea

dy

dx
= −

2xy

y2 − x2
.

Esta ecuación diferencial se puede resolver por diferentes métodos. Aqúı, resulta
más simple reescribirlo como

dx

dy
=

x2 − y2

2xy

y proceder con la sustitución x = wy. En efecto,
dx

dy
= w + y

dw

dy
nos conduce a

la ecuación diferencial separable

w + y
dw

dy
=

w2 − 1

2w
.

Al separar las variables e integrar, se obtiene
∫

2w

w2 + 1
dw = −

∫

1

y
dy

ln
(

w2 + 1
)

= − ln |y|+ C.
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Finalmente, en términos de las variables x e y, se escribe como

ln

�

�

�

�

x2 + y2

y2

�

�

�

�

+ ln |y| = C.

Esta ecuación representa las trayectorias ortogonales a la familia de curvas dada
al inicio.

Ejemplo 6.29 Encuentre las trayectorias ortogonales a la familia de curvas

x2 = y2 + cy3, c ∈ R.

Solución.

Reescribiendo la ecuación en la forma

c =
x2 − y2

y3

derivamos respecto a x para obtener

y′ =
2xy

3x2 − y2
.

Esto implica que la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales es dy/dx =
−1/y′, es decir,

dy

dx
=

y2 − 3x2

2xy

o equivalentemente
(

3x2 − y2
)

dx+ 2xydy = 0.

La ecuación diferencial obtenida no es exacta, pues para M = 3x2 − y2 y N =
2xy las derivadas respectivas son diferentes

∂
(

3x2 − y2
)

∂y
= −2y,

∂ (2xy)

∂x
= 2y

Sin embargo, desde que

f (x) =
1

N

[

∂M

∂y
−

∂N

∂x

]

= −
2

x

el factor integrante es

µ (x) = e
∫
f(x)dx =

1

x2
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Multiplicando por este factor a la ecuación escrita en forma diferencial, se ob-
tiene

(

3−
y2

x2

)

dx+
2y

x
dy = 0.

Esta ecuación ya es exacta, por lo que existe F (x, y) tal que
∂F

∂y
=

2y

x
. Entonces

al integrar se tiene

F (x, y) =

∫

2y

x
dy =

y2

x2
+ φ (x) .

Por otro lado, el hecho que
∂F

∂x
= 3−

y2

x2
, implica

−
y2

x2
+ φ′ (x) = 3−

y2

x2

o sea φ′ (x) = 3 y por tanto φ (x) = 3x. Aśı, F (x, y) =
y2

x2
+3x y las trayectorias

ortogonales, a la familia de curvas dada al principio, es

F (x, y) =
y2

x2
+ 3x = C.

Ejemplo 6.30 Halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas

ln y − ln (cx)− 4y = 0, c ∈ R

Solución.
Diferenciando implicitamente con respecto a x, se tiene

1

y
y′ −

1

x
− 4y′ = 0

o sea
y′ =

y

x (1− 4y)
.

La ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales es dy/dx = −1/y′, es
decir,

dy

dx
=

x (4y − 1)

y
.

Al separar las variables e integrar, se obtiene
∫

y

4y − 1
dy =

∫

xdx

1

4
y +

1

16
ln

�

�

�

�

y −
1

4

�

�

�

�

=
x2

2
+ C.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-12, halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas.

1. y = cx2

2. y =
√

4x2 − cx

3. x
(

c+ 5 lnx2
)

− y = 0

4. y2 = cx3

5. x2 + 9y2 − ln y2 = c

6.
(

y2 − x2
)

= c (y − x)−2

7. 3y − ln y3 + ln cx = 0

8. (x+ 1)2 = cey
2+2x

9. x− y = 3

√

c (x+ y)

10. y =
9

(x2 + c2)1/2

11. x2 + y2 = cy

12. (x− 1)2 + y2 = cx

En los problemas 13-15, encuentre la familia de trayectorias ortogonales a
la familia de ćırcunferencias.

13. con centro en el eje Y y tangentes al eje X.

14. con centro en la recta x− 1 = 0 y tangentes al eje X.

15. con centro en la recta y − 1 = 0 y tangentes al eje Y.
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6.7.2. Crecimiento - Decaimiento

El problema de valor inicial

dX

dt
= kX, X (t0) = X0 (6.17)

donde k es una constante de proporcionalidad (k > 0 o k < 0), sirve como
modelo matemático para un amplio número de fenómenos que tienen que ver con
el crecimiento o el decaimiento. Aśı por ejemplo, en las aplicaciones biológicas
la razón de crecimiento de ciertas poblaciones (bacterias, pequeños animales)
en cortos periodos es proporcional a la población presente al tiempo t. En f́ısica
y qúımica la ecuación (6.17) se ve en la forma de una reacción cuya rapidez, o
velocidad, dX/dt es directamente proporcional a la cantidad X de sustancia que
no se ha convertido al tiempo t. La descomposición, o decaimiento, de U-238
(uranio) por radiactividad en Th-234 (torio) es una reacción de este tipo de
ecuaciones.

Nótese que la ecuación (6.17) es separable por lo que al separar las variables
e integrar se obtiene la solución general

X (t) = Cekt, c ∈ R.

Si consideramos X (0) = X0, se obtiene la solución particular

X (t) = X0e
kt.

En la figura 6.3, se muestra la gráfica de X(t).

Figura 6.3:



203 6.7. Aplicaciones de EDO de primer orden

Problema 1. Una comunidad en el norte del Perú teńıa una población de
800 habitantes en el año 2010 y aumentó 120 en 10 años. Considerando que la
tasa de crecimiento es constante, determine la cantidad de población que puede
esperar el planificador de la comunidad para el año 2040?.

Solución.

Si P (t) es la cantidad de habitantes en cualquier momento t y P (0) = 800
en el año 2010, el problema de valor inicial es:

{

dP

dt
= kP, k > 0

P (0) = 800
,

La solución particular se obtiene inmediatamente, esto es,

P (t) = 800ekt.

Al usar la condición, que en 10 años la población aumentó 120 o sea P (10) =
920, tenemos

800ek(10) = 920

ek =

(

23

20

)1/10

.

Reemplazando esta constante, la solución particular se escribe como

P (t) = 800

(

23

20

)

t

10
.

Aśı, para el año 2040 que corresponde t = 30, tenemos

P (30) = 800

(

23

20

)3

≈ 1217 habitantes.

Problema 2 La población de bacterias en un cultivo crece con una rapidez
proporcional a la cantidad de bacterias presentes al tiempo t. Después de tres
horas se observa que hay 400 bacterias presentes; y espués de 10 horas hay 2000
bacterias presentes. ¿Cuál era la cantidad inicial de bacterias?

Solución.
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Sea P (t) la población de bacteriano en cualquier momento t y P (0) = P0

la cantidad inicial. Entonces del problema de valor inicial

{

dP

dt
= kP, k > 0

P (0) = P0

,

obtenemos

P (t) = P0e
kt.

Usando P (3) = 400, se tiene 400 = P0e
3k o sea ek = (400/P0)

1/3 .

De P (10) = 2000, se sigue que

2000 = P0

(

400

P0

)10/3

.

Al resolver para P0, se obtiene la cantidad inicial de bacterias, esto es,

P0 =
(400)10/7

(2000)3/7
≈ 201.

Problema 3 Un cultivo de bacterias tiene una cantidad inicial de 200 bac-
terias. A las 8 : 30 am. la cantidad de bacterias es 3200 y a las 11 : 30 am.
del mismo d́ıa 12800. Si la tasa de crecimiento es proporcional a la cantidad
presente, determine la hora cuando la cantidad inicial de bacterias se duplica.

Solución.

Sea P (t) la cantidad de cultivo bacteriano en cualquier momento t ( t en
horas ). Entonces del problema de valor inicial

{

dP

dt
= kP, k > 0

P (0) = 200
,

obtenemos

P (t) = 200ekt.

Supongamos que:

A las 8 : 30 corresponde t = t1 y P (t1) = 3200. Entonces

16 = ekt1
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A las 11 : 30 corresponde t = t1 + 3 y P (t1 + 3) = 12800. Entonces

64 =
(

ek
)(t1+3)

Al resolver el sistema
{

16 = ekt1

64 =
(

ek
)(t1+3)

obtenemos ek = (16)1/6 y por tanto t1 = 6. Aśı, podemos escribir

P (t) = 200 (4)t/3 .

Ahora debemos hallar el tiempo t = t̃, en la cual P
(

t̃
)

= 2 (200) . En efecto, de
la ecuación

400 = 200 (4)t̃/3

se obtiene t̃ = 1. 5. Por tanto, la hora en la que se duplica la cantidad inicial de
bacterias es a las 3 : 40 am.

Problema 4. El Pb− 209, isótopo radiactivo del plomo, se desintegra con
una razón proporcional a la cantidad presente en cualquier momento y tiene un
periodo medio de vida de 3. 3 horas. Si al principio habia 1 gramo de plomo,
¿cuánto tiempo debe transcurrir para que se desintegre el 90%?.

Nota: El peŕıodo medio (o la vida media) de un material radiactivo se define
como el tiempo necesario para que se desintegre la mitad de su masa.

Solución.

Si N (t) es la cantidad de plomo que queda en cualquier momento t y N (0) =
1, entonces el problema de valor inicial

{

dN

dt
= kN, k < 0

N (0) = 1
,

tiene como solución
N (t) = ekt.

Como el peŕıodo medio de vida es 3,3 horas, entonces

1

2
(1) = e3,3k,

o sea ek =
(

1
2

)1/(3,3)
. Aśı,

N (t) =
1

2
et/(3,3).
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Ahora debemos determinar el tiempo t cuando N (t) = 10% (1), o sea

10

100
(1) =

1

2
et/(3,3).

Al resolver para t se obtiene

t = 3,3
ln 10

ln 2
≈ 11horas.

Problema 5. La vida media del carbono catorce (C-14) radiactivo es aprox-
imadamente de 5600 años. Se analizó un hueso fosilizado y se encontró que con-
teńıa la milésima parte de la cantidad original de C-14. Determine la edad del
fósil.

Solución.

SiM (t) la cantidad de carbono catorce en el instante t, entonces la velocidad
de desintegración es directamente proporcional a su masa, es decir

dM

dt
= kM, k < 0

cuya solución es

M (t) = cekt.

Considerando que en t = 0, M (0) = M0, tenemos c = M0 y por consiguiente

M (t) = M0e
kt.

Puesto que la vida media del carbono catorce (C-14) verifica M (5600) = M0 /2,
se sigue que

M0

2
= M0e

k(5600)

ek = (2)−1/5600

y por consiguiente

M (t) = M0 (2)

−t

5600 .
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Para determinar t en la cual M (t) =
M0

1000
, se sigue el siguiente proceso

M0

1000
= M0 (2)

−t

5600

ln

(

1

1000

)

=
t

5600

t =
5600 ln

(

1

1000

)

ln
(

1

2

) ≃ 5580. 4.

Es decir, la edad del fosil es 5580. 4 años aproximadamente.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. La población de una comunidad crece con una tasa proporcional a la
población en cualquier momento. Su población inicial es 500 y aumenta
el 20% en 15 años . ¿Cuál será la población pasados 20 años?

2. La tasa de crecimiento de una población experimental de moscas de fruta
en un instante dado es proporcional al tamaño de la población en dicho
momento. Si hab́ıa 180 moscas después del segundo d́ıa del experimento
y 300 moscas después del cuarto d́ıa, ¿Aproximadamente cuántas moscas
hab́ıan inicialmente?

población?

3. Cuatro meses después de que se detenga la publicidad, una empresa de
fabricación da cuenta de que sus ventas han bajado de 100000 unidades por
mes a 80000 unidades por mes . Si las ventas siguen un patrón exponencial
de decadencia, ¿qué van a ser después de otros 2 meses ?

4. Un cultivo tiene una cantidad inicial de P0 de bacterias. Cuando t =
1h, la cantidad medida de bacterias es 3

2
P0. Si la razón de reproducción

es proporcional a la cantidad de bacterias presentes, calcule el tiempo
necesario para triplicar la cantidad inicial de microorganismos.

5. En cierto cultivo de bacterias, donde la tasa de crecimiento es proporcional
al número de bacterias presentes, el número se triplica en 1 hora. Si al
final de 4 horas se tienen 10 millones de bacterias, ¿cuántas bacterias se
tuvieron inicialmente?.
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6. El número de bacterias en un cultivo está aumentando de acuerdo a la ley
del crecimiento exponencial. Hay 125 bacterias en el cultivo después de 2
horas y 350 bacterias después de 4 horas.

a) Halle la población inicial.

b) Formule un modelo de crecimiento exponencial para la población de
bacterias. Suponga que t representa tiempo en horas.

c) Use el modelo para determinar el número de bacterias después de 8
horas.

7. El Pb-209 isótopo radiactivo del plomo, se desintegra con una razón pro-
porcional a la cantidad presente en cualquier momento y tiene un periodo
medio de vida de 3,3 horas. Si al principio hab́ıa 1 gramo de plomo, ¿cuánto
tiempo debe transcurrir para que se desintegre el 70%?

8. Inicialmente hab́ıa 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Después de
6 horas la masa disminuyó 3%. Si la rapidez de decaimiento, en cualquier
momento, es proporcional a la cantidad de la sustancia presente al tiempo
t, determine la cantidad que queda después de 24 horas.

9. Suponga que el pentobarbital de sodio se usa para anestesiar a un perro.
Éste queda anestesiado cuando su torrente sangúıneo contiene al menos
45 miligramos (mg) de pentobarbital de sodio por kg de peso. Supon-
ga también que esta sustancia se elimina exponencialmente del torrente
sangúıneo del animal con una vida media de 5 h, ¿qué dosis se le debe
administrar a un perro de 50 kg de peso para anestesiarlo durante 1 h?

10. La vida media del cobalto radiactivo es de 5.27 años. Suponga que un ac-
cidente nuclear ha dejado en cierta región un nivel de radiación de cobal-
to 100 veces por encima del nivel aceptable para ser habitada por seres
humanos, ¿cuánto tiempo tendrá que pasar para que sea habitable nueva-
mente? (Ignorar la probable presencia de otros isótopos radiactivos.)
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6.7.3. Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

Sir Isaac Newton encontró experimentalmente que la velocidad a la cual
se enfria o se calienta un objeto en un medio ambiente es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del objeto y la temperatura del medio ambiente.
Si T = T (t) es la temperatura del objeto en cualquier instante t > 0 y Tm es la
temperatura constante del medio ambiente, entonces la formulación del hecho
experimental se puede enunciar como

dT

dt
= −k (T − Tm) , (6.18)

donde k es la constante de proporcionalidad. Aqui k > 0, ya que la temperatura
del objeto debe disminuir si T > Tm o aumentar si T < Tm.

La solución general de la ecuación (6.18) es:

T (t) = Tm + ce−kt, c ∈ R

Si T (0) = T0, entonces c = T0 − Tm . Por tanto, la solución particular es

T (t) = Tm + (T0 − Tm) e−kt, k > 0. (6.19)

Problema 1. Un aislador cerámico se hornea a 400◦C y se enfŕıa en una
habitación en la que la temperatura es de 25◦C. Después de 4 minutos, la tem-
peratura del aislador es de 200 oC. ¿Cuál es su temperatura después de 12
minutos?

Solución.

Aqúı T0 = 400 y Tm = 25, asi que (6.19) se convierte en

T (t) = 25 + 375e−kt.

Por otro lado, al usar la condición T (4) = 200 se obtiene

200 = 25 + 375e−4k

e−k =

(

7

15

)1/4

.

Al reemplazar esta constante, la solución para T se escribe

T (t) = 25 + 375

(

7

15

)t/4

.
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Por consiguiente, la temperatura del aislador despues de 12 minutos es

T (12) = 25 + 375

(

7

15

)3

≈ 63oC.

Problema 2. Un objeto con una temperatura de 72oF se coloca afuera,
donde la temperatura es −20oF . A las 10:58 horas la temperatura del objeto
es de 60◦F y a las 11:00 horas del mismo dia su temperatura es de 50◦F. ¿A
qué hora se colocó el objeto afuera?

Solución.

Sea T (t) la temperatura del objeto en cualquier momento t.
Por conveniencia eligimos que el origen t = 0 de la escala del tiempo sea

10:58 para que T0 = 60.
Reemplazando los datos T0 = 60 y Tm = −20, (6.19), se tiene

T (t) = −20 + (60− (20)) e−kt

= −20 + 80e−kt.

Puesto que a las 11:00 corresponde t = 2, entonces T (2) = 50 implica que

50 = −20 + 80e−2k

e−k =

(

7

8

)1/2

.

Al reemplazar esta constante, la solucion para T, puede escribirse

T (t) = −20 + 80

(

7

8

)t/2

.

Ahora debemos determinar el tiempo t en la cual T (t) = 72, es decir

72 = −20 + 80

(

7

8

)τ/2

.

Al resolver para t, se tiene

t = 2
ln (23/20)

ln (7/8)
≈ −2,09mı́n .

Por lo tanto, el objeto se colocó afuera unos 2 minutos antes de las 10 : 58, es
decir a las 10 : 56 horas.
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Problema 3. De un cuarto cuya temperatura es de 30oC; se extrae al exte-
rior un termómetro; a los dos minutos el termómetro registra una temperatura
de 25oC y a los dos minutos más tarde registra 22oC: Determine la temperatura
del exterior.

Solución.

Sea T (t) la temperatura que registra el termómetro en cualquier momento t
y Tm la temeperatura del medio (esterior al cuarto). Entonces con T (0) = 30oC,
escribimos

T (t) = Tm + (30− Tm) e−kt, k > 0.

Usando los datos, T (2) = 25oC y T (4) = 22oC tenemos

25 = Tm + (30− Tm) e−2k

y

22 = Tm + (30− Tm) e−4k.

De estas dos relaciones, se obtiene

(25− Tm)2

30− Tm

= 22− Tm.

Al resolver para Tm se obtiene la temeperatura del exterior Tm = 17,5oC .

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Un termómetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es
70◦F y se lleva al exterior, donde la temperatura es 10◦F . Pasado 1/2
minuto el termómetro indica 50◦F. ¿Cuál es la lectura cuando t = 1 mı́n?
¿Cuánto tiempo se necesita para que el termómetro llegue a 15◦F?.

2. Un termómetro se lleva de una habitación hasta el ambiente exterior,donde
la temperatura del aire es −15oC. Después de 1 minuto, el termómetro
indica 13oC y después de 5 minutos indica −1oC. ¿Cuál era la temperatura
inicial de la habitación?

3. Si la temperatura de una tasa de cafe es 95oC recién servida, y al minuto
se enfŕıo a 88oC en un cuarto que está a 20oC, ¿cuánto tiempo debe de
transcurrir para que alcance los 65oC?
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4. Una pequeña barra de metal, cuya temperatura inicial era de 20oC, se
deja caer en un gran tanque de agua hirviendo. ¿Cuánto tiempo tardará la
barra en alcanzar los 90oC si se sabe que su temperatura aumentó 2o en
1 segundo? ¿Cuánto tiempo tardaráen alcanzar los 98oC ?

5. Un recipiente con agua a 65oC se coloca a enfriar en el exterior de una
habitación donde la temperatura es de 5oC. Al cabo de media hora, cuando
la temperatura del agua es de 35oC, se introduce en el interior de la
habitación donde la temperatura es de 20oC. Calcule cuánto tiempo ha
de transcurrir para que la temperatura del agua sea de 25oC.

6.7.4. Mezclas

salida

Entrada

cantidad

Volumen

Concentración

Figura 6.4:

Consideremos un tanque que contiene una solución, una mezcla de soluto
y solvente, tal como sal disuelta en agua (figura 6.4). Existen tanto flujos de
entrada como de salida, y se quiere calcular la cantidad x (t) de soluto del tanque
en el tiempo t, dada la cantidad x (0) = x0 en tiempo t = 0. Súpongamos que
la sustancia, con una concentración de ce de gramos de soluto por litro de
solución, fluye dentro del tanque a una velocidad de re litros por segundo, y
que la solución en el tanque permanece completamente mezclada por agitación
fluye hacia afuera a una velocidad constante de rs litros por segundo.

Para obtener una ecuación diferencial para x(t), se estima el cambio ∆x en
x durante un breve intervalo de tiempo [t, t+∆t] . La cantidad de soluto que
fluye dentro del tanque durante ∆t segundos es rece∆t gramos.
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Por otro lado, la cantidad de soluto que fluye hacia afuera del tanque du-
rante un mismo intervalo de tiempo depende de la concentración cs (t) de soluto
presente en la solución en el tiempo t.

cs (t) =
x (t)

V (t)
,

donde V (t) = V (0) + (re − rs) t. representa el volumen (no constante a menos
que re = rs) de solución en el tanque en el tiempo t. Entonces, el cambio ∆x

en x durante un breve intervalo de tiempo [t, t+∆t] , verifica

∆x = gramos de entrada− gramos de salida

≈ rece∆t− rscs∆t.

Al dividir entre ∆t, escribimos

∆x

∆t
≈ rece − rscs.

Ahora, si todas las funciones involucradas son continuas y x (t) es derivable,
entonces tomando el ĺımite cuando ∆t → 0, obtenemos la ecuación diferencial

dx

dt
= rece − rs

x

V
(6.20)

Observación. Tener en cuenta las unidades g/L, lb/gal, masa/volumen para
deducir la ecuación (6.20), aunque se puede recurrir a cualquier otro sistema
de unidades consistente para medir la cantidad de soluto y el volumen de la
solución.

Problema 1 Un depósito contiene 50 gal de salmuera en el que hay disueltas
75 libras de sal. A partir de un instante t = 0, comienza a fluir en él salmuera
que contiene 3 libras de sal por galón, a un ritmo de 2 galones por minito.
simultáneamente, la mezcla (que se mantiene uniforme removiéndola) escapa
del depósito al mismo ritmo. ¿Cuándo habrá 125 libras de sal disuelta en el
depósito?

Solución.

Si x (t) es la cantidad de libras de sal disueltas en el depósito en el instante

t ≥ 0, la concentración en ese momento es cs (t) =
x (t)

50
libras por galon. La

rapides con que cambia x (t) es

dx

dt
= entrada - salida .
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Como
entrada = rece = (2gal/mı́n) (3lb/gal) = 6 lb/mı́n

y

salida = rscs (t) = (2gal/mı́n)
( x

50
lb/gal

)

=
x

25
lb/mı́n

resulta

dx

dt
= 6−

x

25

Separando variables e integrando vemos que
∫

dx

x− 150
= −

∫

1

25
dt

ln |x− 150| = −
1

25
t+ C.

o equivalentemente,
x (t) = 150 + Ce−t/25.

Dado que x = 75 en t = 0, vemos que C = −75, y por tanto,

x (t) = 150− 75e−t/25.

Ahora se quiere determinar el tiempo t cuando x (t) = 125, es decir,

125 = 150− 75e−t/25.

Al resolver para t, se obtiene t = 25 ln 3. Lo que implica que habrá 125 libras
de sal disuelta en el depósito tras t = 25 ln 3 ≈ 27, 45 minutos.

Problema 2. El tanque de 600 gal inicialmente contiene 300 gal de agua
pura. Se abre un grifo sobre el tanque y una solución salina que contiene 1.5 lb de
sal por galón de solución comienza a fluir hacia el tanque a razón de 3 gal/min.
Simultáneamente, se abre un drenaje en el fondo del tanque que permite que la
solución salga del tanque a una velocidad de 1 gal/min. ¿Cuál será el contenido
de sal en el tanque en el momento preciso en que el volumen de solución en el
tanque sea igual a la capacidad del tanque (600 gal)?

Solución.
Si x (t) es la cantidad de libras de sal disueltas en el depósito en el instante

t ≥ 0, la concentración en ese momento es

cs (t) =
x (t)

300 + (3− 1) t
.
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La rapidez con que cambia x (t) es

dx

dt
= entrada - salida.

Como

entrada = (3gal/mı́n) (1,5lb/gal) = 4,5lib/mı́n .

y

salida = (1gal/mı́n)

(

x (t)

300 + (3− 1) t

)

lb/gal =
x (t)

300 + 2t
lb/mı́n

la ecuación diferencial es
dx

dt
=

9

2
−

x (t)

300 + 2t
.

Esta ecuación es lineal, y por consiguiente la solución es

x (t) = 450 + 3t+
C

√
300 + 2t

.

Por otro lado, el contenido inicial de sal en el tanque es cero, o sea x (0) = 0.
Al reemplazar este dato hallamos C = −4500

√
3 y aśı, la cantidad de sal en el

tanque en cualquier instante t es

x (t) = 450 + 3t−
4500

√
3

√
300 + 2t

.

El tiempo en la cual el tanque está lleno, se obtiene de resolver la ecuación
300 + 2t = 600, esto es t = 150 min. Por tanto, la cantidad de sal en el tanque
es x (150) ≈ 582 lb.

Problema 3. Considere que el lago Erie tiene un volumen de 650 km3 de
agua y que la tasa de flujo de entrada (del lago Huron) y la del flujo de salida
(al lago Ontario) son ambas de 420 km3 por año. Suponga que en el tiempo
t = 0 (en años) la concentración de contaminantes del lago Erie —causada
por la contaminación industrial en el pasado y que ahora ha cesado— es cinco
veces mayor que la del lago Huron. Si el flujo hacia afuera está perfectamente
mezclado con el agua del embalse, ¿cuánto tomará reducir la concentración de
contaminantes en el lago Erie de tal manera que sea tres veces la del lago Huron?

Solución.
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Según el enunciado, considerando el diagrama

H
re=650 km3/año

−→−→ E
rs=420 km3/año

−→−→ O
V ol = 480km3

tenemos los datos:
V = 650 km3

re = rs = r = 420(km3/año)
ce = c (la concentración de contaminantes del lago Huron), y
x0 = x (0) = 5cV .
y la pregunta es: ¿cuándo es x (t) = 3cV ?.
La ecuacion diferencial que modela es:

dx

dt
= entrada− salida

= rc−
r

V
x

o sea
dx

dt
+

r

V
x = rc.

Vemos que la ecuacion es lineal y por consiguiente la solución es

x (t) = cV + ke−rt/V .

Usando la condición inicial x (0) = 5cV, se obtiene k = 4cV ; y aśı la solución
particular es

x (t) = cV + 4cV e−rt/V .

Finalmente el tiempo t en la cual x (t) = 3cV, sigue de resolver para t de la
ecuación

3cV = cV + 4cV e−rt/V .

Esto es, t =
V

r
ln 2; y por tanto al reemplazar los datos se tiene

t = (650/420) ln 2 ≈ 1. 072 7 años.

.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Un tanque contiene 200 litros de un ĺıquido en el que se han disuelto 30
g de sal. Salmuera que tiene 1 g de sal por litro entra al tanque con una
rapidez de 4L/min; la solución bien mezclada sale del tanque con la misma
rapidez. Encuentre la cantidad x (t) de gramos de sal que hay en el tanque
al tiempo t.

2. Un tanque contiene 1000 litros de una solución compuesta de 100 kg de
sal disuelta en agua. Se bombea agua pura dentro del tanque a una razón
de 5 l/s, y la mezcla que se conserva uniforme por agitación se bombea
hacia afuera en la misma proporción. ¿Cuánta tiempo pasará para que
quede solamente 10kg de sal en el tanque?

3. Considere un depósito con un volumen de 8 000 millones de pies cúbicos
(ft3) y una concentración de contaminantes inicial de 0.25%. Se tiene una
inyección diaria de 500 millones de (ft3) de agua con una concentración
de contaminantes de 0.05% y una salida diaria de agua con iguales carac-
teŕısticas perfectamente mezclada en el depósito. ¿Cuánto tomará reducir
la concentración de contaminantes a 0.10% en el depósito?

4. Un tanque contiene inicialmente 60 gal de agua pura.Salmuera, que con-
tiene 1 lb de sal por gal entra al tanque a una razón de 2 gal/min, y la
solución (perfectamente mezclada) sale del recipiente a razón de 3 gal/min;
en estas condiciones, el tanque se vaćıa exactamente después de una 1 h.
(a) Encuentre la cantidad de sal en el tanque después de t min. (b) ¿Cuál
es la cantidad máxima de sal dentro del recipiente?

5. Una solución de ácido ńıtrico fluye a una velocidad constante de 6 L/min
hacia un tanque grande que inicialmente conteńıa 200 L de una solución
de ácido ńıtrico al 0,5%. La solución dentro del tanque se mantiene bien
agitada y sale del tanque a razón de 8 L/min. Si la solución que ingresa al
tanque es ácido ńıtrico al 20%, determine el volumen de ácido ńıtrico en
el tanque después de t min. ¿Cuándo llegará el porcentaje de ácido ńıtrico
en el tanque al 10%?



6.7. Aplicaciones de EDO de primer orden 218

6.7.5. Modelo loǵıstico

Alrededor de 1840, P. F. Verhulst,( 1804-1849) matemático y biólogo bel-
ga, investigó modelos matemáticos para predecir la población humana en varios
páıses. Una de las ecuaciones que estudió fue la ecuación

dP

dt
= P (a− bP ) (6.21)

con a > 0 y b > 0. Esa ecuación se llamó ecuación loǵıstica y su solución se
denomina función loǵıstica. La gráfica de una función loǵıstica es la curva

loǵıstica.
Las curvas loǵısticas predicen con bastante exactitud el crecimiento de cier-

tos tipos de bacterias, protozoarios, pulgas de agua (Dafnia) y moscas de la
fruta (Drosófila) en un espacio limitado.

Solución de la ecuación loǵıstica

Descomponiendo en fracciones parciales

(

1/a

P
+

b/a

a− bP

)

dP = dt

y luego al integrar, obtenemos

P (t) =
ac1e

at

1 + bc1eat
=

ac1
bc1 + e−at

.

Si consideramos la condición inicial P (0) = P0, P0 ̸= a/b, se obtiene la constante

c1 =
P0

a− bP0

. Sustituyendo y efectuando las simplificaciones respectivas, la

soluciǿn se escribe como

P (t) =
aP0

bP0 + (a− bP0) e−at
. (6.22)

Nótese que P (t) → a

b
, cuando t → ∞.

En la figura 6.5, se muestra las gráficas de P (t).
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Figura 6.5:

Problema 1. Suponga que un alumno es portador del coronavirus (COVID-
19) y regresa a su escuela, donde hay 1000 estudiantes. Si se supone que la
razón con que se propaga el coronavirus es proporcional no sólo a la cantidad
x de alumnos infectados, sino también a la cantidad de alumnos no infectados,
determine la cantidad de alumnos infectados siete d́ıas después, si se observa
que a los cuatro d́ıas hay 50 alumnos contagiados.

Solución.

Sea x (t) el número de alumnos infectados en cualquier momento t; y suponga
que nadie sale del campus durante la epidemia. Entonces, el problema de valor
inicial es

dx

dt
= kx (1000− x)

x (0) = 1

Identificando a = 1000k y b = k en la ecuación (6.22), la solución del problema
de valor inicial es

x (t) =
1000

1 + 999e−1000kt
.

Por otro lado, con la condición x (4) = 50 escribimos

50 =
1000

1 + 999e−4000k
.
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Lo que implica que −1000k = 1

4
ln

(

19

999

)

≈ −0,9906. Aśı, al evaluar en t = 7,
tenemos

x (7) ≈

1000

1 + 999e−6,9342

≈ 507.

Es decir, después de siete diás habrán 507 alumnos infectados aproximadamente.

Problema 2. Supongamos que comenzamos en el tiempo t0 = 0 con una
muestra de 1000 bacterias. Un d́ıa después vemos que la población se ha dupli-
cado, y algún tiempo después notamos que la población se ha estabilizado en
100.000. Determine la población después de 5 d́ıas.

Solución.

Sea P (t) la población de bacterias en cualquier momento t Entonces

dP

dt
= P (a− bP )

P (0) = 1000

Considerando la solución.

P (t) =
kP0

P0 + (k − P0) e−at
, k =

a

b

Reemplazando k = 100, 000 y luego usando la condición inicial P (1) = 2000,
encontramos a = ln

(

99

49

)

≈ 0. 7033. Efectuando las simplificaciones respectivas,
escribimos

P (t) =
100

1 + 99e−0. 7033t
.

Proyectamos que después de 5 dias habrá P (5) ≈ 25. 377 bacterias.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Suponga que un estudiante portador de coronavirus (COVID-19), regresa
a un campus universitario aislado, completando el numero de estudiantes
en 1000. Si la rapidez con que el COVID-19 se propaga es proporcional no
solo al número de estudiantes contagiados, sino también, al número de es-
tudiantes no contagiados; es decir si x (t) denota el número de estudiantes
contagiados en t d́ıas, la ecuación diferencial que modela el problema es
dada por

dx

dt
= kx (1000− x) .

Si en quinto dia hay 100 estudiantes contagiados, determine el tiempo
transcurrido para que el número de estudiantes contagiados sea 800.

2. La población P (t) de una cierta comunidad satisface la ley loǵıstica

dP

dt
= 2P

(

1−
P

4000

)

donde el tiempo t se mide en años. Suponiendo que la población de esta
comunidad es 1000 al inicio de 2020, determine la cantidad de población
para el año 2030.

3. La cantidad P (t) de personas en una comunidad bajo la influencia de de-
terminado anuncio está gobernado por la ecuación loǵıstica. Inicialmente
P (0) = 500 y se observa que P (1) = 1000. Determine P (t) si se predice
que habrá un ĺımite de 50000 personas en la comunidad que verán el
anuncio.

4. Una población, gobernado por la ecuación loǵıstica, comienza con 1000
bacterias, luego se duplica en 10 horas. Se observa que la población final-
mente se estabiliza en 20000 bacterias. Encuentre el número de bacterias
presentes después de 25 horas y el tiempo que tarda la población en al-
canzar la mitad de su capacidad de carga.

5. Se observa que una población obedece a la ecuación loǵıstica con una
población eventual de 20000. La población inicial es 1000, y 8 horas de-
spués, la población observada es 1200. Halle la tasa de reproducción y el
tiempo necesario para que la población alcance el 75% de su capacidad
de carga.





Caṕıtulo 7

Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias de Segundo Orden

En este caṕıtulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Estos son especialmente importantes ya que muchas de las ecuaciones que surgen
en la ciencia y la ingenieŕıa son de segundo orden.

7.1. Preliminares

Definición 7.1 Una ecuación diferencial de segundo orden es una ecuación

que involucra la variable independiente x y una función desconocida y junto

con su primera y segunda derivada. Supondremos que es posible resolver para la

segunda derivada, en cuyo caso la ecuación tiene la forma

y′′ = f
(

x, y, y′
)

.

Una solución a tal ecuación es una función y (x) diferenciable dos veces

continuamente tal que

y′′ (x) = f
(

x, y (x) , y′ (x)
)

.

Muchos problemas de f́ısica dan lugar a modelos que son ecuaciones de
segundo orden. Por ejemplo, en el estudio del movimiento, casi todos los modelos
comienzan con la segunda ley de Newton,

F = ma.

Aqúı estamos modelando el desplazamiento y (t) de un cuerpo desde algún
punto de referencia. La derivada de y es la velocidad v y la segunda derivada
es la aceleración a. La fuerza F que actúa sobre el cuerpo suele ser una función
del tiempo t, el desplazamiento y, y la velocidad v, o sea F = F (t, y, v). Aśı, la
segunda ley de Newton nos da la ecuación diferencial

m
d2y

dt2
= F (t, y, dy/dx)

223



7.1. Preliminares 224

una ecuación de segundo orden.

Ecuaciones lineales

Estos tienen la forma especial

y
′′ + p (x) y′ + q (x) y = g (x) . (7.1)

Los coeficientes p, q y g pueden ser funciones arbitrarias de la variable indepen-
diente x, pero y, y

′ e y
′′ deben aparecer todas de primer grado. Esto significa

que no permitimos que ocurran productos de estos, ni potencias mayores que 1,
ni funciones complicadas como cos y′, etc.

Aśı, la ecuación diferencial

y
′′ + (sen x) y′ +

(

2 +
√

x

)

y = tan−1
x

es lineal. En contraste, las ecuaciones

y
′′ + 2yy′ = 0, y y

′′
− 5

(

y
′
)2

− 2y3 = 0

son no lineales porque aparecen los productos y potencias de y y sus derivadas.

Ecuación lineal homogéneo

Si la función g (x) = 0, se dice que la ecuación resultante es homogénea.
Aśı la ecuación

y
′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0 (7.2)

se llamará la ecuación homogénea asociada a (7.1); en el caso contrario se
denomina no homogénea.

Aśı por ejemplo, la ecuación de segundo orden

y
′′
− 5x3y′ + 2xy = cosx

es no homogénea, su ecuación asociada homogénea es

y
′′
− 5x3y′ + 2xy = 0.

Existencia y unicidad

Los resultados de existencia y unicidad para las ecuaciones de segundo orden
son muy similares a los de las ecuaciones de primer orden. Enunciaremos un
resultado para ecuaciones lineales que será muy útil.
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Teorema 7.1 Suponga que las funciones p (x) , q (x) y g (x) son continuas en
el intervalo (a, b) y sea x0 cualquier punto en (a, b). Entonces, para cualquier
número real y0 e y1 hay una y sólo una función y (x) definida en (a, b), que es
una solución a

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = g (x) , a < x < b

y satisface la condicón inicial y (x0) = y0 y y′ (x0) = y1.

La principal diferencia entre este resultado y el teorema correspondiente
para ecuaciones lineales de primer orden del caṕıtulo 2 es que se necesita una
condición inicial no solo para la función y, sino también para su derivada y′.
Es importante notar que podemos estar seguros de que existe una solución y,
además, que existe en todo el intervalo donde los coeficientes son definidos y
continuos.

Proposición 7.2 Supongamos que y1 y y2 son soluciones de la ecuación lineal
homogénea

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0. (7.3)

Entonces la función
y = C1y1 + C2y2 (7.4)

también es una solución de (7.3) para cualquier constante C1 y C2.

Prueba.
Notemos que y′ = C1y

′

1
+C2y

′

2
y y′′ = C1y

′′

1
+C2y

′′

2
. Por tanto, sustituyendo

y un simple reordenamiento nos permite obtener

y′′ + py′ + qy = C1y
′′

1 + C2y
′′

2 + p
(

C1y
′

1 + C2y
′

2

)

+ q (y = C1y1 + C2y2)

= C1

(

y′′ + py′ + qy
)

+ C2

(

y′′ + py′ + qy
)

= 0.

El tipo de expresión que aparece en la ecuación (7.4) aparecerá con frecuen-
cia.

Definición 7.2 (Principio de superposición) Una combinación lineal de las
dos funciones u y v es cualquier función de la forma

w = αu+ βv

donde α y β son constantes.
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Aśı por ejemplo, la sustitución directa mostrará que y1 (x) = e−x y y2 (x) =
e−3t son soluciones de la ecuación lineal y′′ − 2y′ − 3y = 0. De acuerdo con la
proposición 2, sabemos que cualquier combinación lineal y (x) = C1e

−x+C2e
−3t

también es una solución.
Uno podŕıa esperar que y = C1y1 + C2y2 sea la solución general. Este suele

ser el caso, pero no siempre. Este será el contenido de nuestro teorema principal.
Sin embargo, para expresarlo es necesario la siguiente.

Definición 7.3 (Independencia lineal de dos funciones) Se dice que dos
funciones u y v son linealmente independientes en el intervalo (a, b) si
ninguna es un múltiplo constante de la otra en ese intervalo. Si uno es un
múltiplo constante del otro en (a, b) se dice que son linealmente dependi-

entes.

Aśı, las funciones u (x) = x y v (x) = x3 son linealmente independientes en
R. Es cierto que v (x) = x2u (x), pero el factor x2 no es una constante. Por otro
lado, u (x) = cosx y v (x) = 5 cosx son obviamente linealmente dependientes
en R.

Vamos a usar el teorema 7.1 para demostrar el siguiente resultado, que nos
proporcionará nuestra estrategia de solución para ecuaciones homogéneas.

Teorema 7.3 Suponga que y1 y y2 son soluciones linealmente independientes
de la ecuación

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0. (7.5)

Entonces la solución general de (7.5) es

y = C1y1 + C2y2,

donde C1 y C2 son constantes arbitrarias.

Obervación: Por este resultado diremos que dos soluciones linealmente in-
dependientes de la ecuación (7.5) forman un conjunto fundamental de solu-
ciones.

Para probar el teorema 7.3, necesitamos saber un poco más sobre el impacto
de la independencia lineal. Para esto necesitamos definir el siguiente concepto.

Definición 7.4 (Wronskiano) El Wronskiano de dos funciones u y v es
definido como

W (x) = det

(

u (x) v (x)
u′ (x) v′ (x)

)

= u (x) v′ (x)− v (x)u′ (x) .

en donde las primas representan las derivadas.
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La relación del Wronskiano con la independencia lineal se resume en las
siguientes dos proposiciones.

Proposición 7.4 Suponga que las funciones u y v son soluciones de la ecuación

lineal homogénea

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0

en el intervalo (a, b). Entonces, el wronskiano de u y v es idénticamente igual

a cero en (a, b) o nunca es igual a cero alĺı.

Prueba.
Para probar este resultado, diferenciamos el wronskiano W = u (x) v′ (x)−

v (x)u′ (x) para obtener

W ′ (x) = u′v′ + uv′′ − v′u′ − vu′′ = uv′′ − vu′′

Como u y v son soluciones de y′′ + py′ + qy = 0, podemos reemplazar y
resolver sus segundas derivadas y sustituir. Esto es,

W ′ (x) = u
(

−pu′ − qu
)

− v
(

−pu′ − qu
)

= p
(

uv′ − vu′
)

= −pW.

Esta es una ecuación de primer orden separable para W . Si x0 es un punto
en (a, b), la solución es

W = W (x0) e
−

∫
x

x0
p(s)ds

, a < x < b

Si W (x0) = 0, entonces W (x) = 0 para a < x < b. Por otro lado, si
W (x0) ̸= 0, entonces W (x) ̸= 0, ya que el término exponencial nunca es cero.

Proposición 7.5 Suponga que las funciones u y v son soluciones de la ecuación

lineal homogénea

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0 (7.6)

en el intervalo (a, b). Entonces u y v son linealmente dependientes si y sólo

si su Wronskiano es idénticamente cero en (a, b).

Prueba,
Suponga primero que u y v son linealmente dependientes en (a, b). Entonces

uno de ellos es múltiplo constante del otro, o sea u = Cv. Lo que implica que
u′ = Cv′ y por tanto

W = u (x) v′ (x)− v (x)u′ (x) = Cv′ (x) v′ (x)− v (x)Cv′ (x) = 0.
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Por el contrario, suponga que W (x) = 0 para a < x < b. Queda por de-
mostrar que u y v son linealmente dependientes. Primero, si v (x) = 0 para
a < x < b, entonces v = 0u, por lo que u y v son linealmente dependientes.
Supongamos, por tanto, que v no es idénticamente igual a 0 en (a, b). Supong-
amos que v (x) ̸= 0 para algún x ∈ (a, b). Como v es continua, existe un intervalo
(c, d) ⊂ (a, b) que contiene x1 en el que v (x) ̸= 0. En este intervalo tenemos

d

dx

(u

v

)

=
vu′ − uv′

v2
=

−W

v2
= 0.

Por lo tanto, en el intervalo (c, d), u/v es igual a una constante C, o u =
Cv. En particular, en x1 tenemos u (x1) = Cv (x1) y u′ (x1) = Cv′ (x1) . Por
la proposición 7.2 tanto u como Cv son soluciones de la ecuación diferencial
y′′ + py′ + qy = 0. Como tienen las mismas condiciones iniciales en x1, del
teorema 7.1 se deduce que u = Cv en todas partes en (a, b). En consecuencia,
u y v son linealmente dependientes.

Proposición 7.6 Suponga que las funciones u y v son soluciones de la ecuación

lineal homogénea

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0

en el intervalo (a, b). Si W (x0) ̸= 0 para algunos x0 en el intervalo (a, b),
entonces u y v son linealmente independientes en (a, b). Por otro lado, si u y v
son linealmente independientes en (a, b), entonces W (x) nunca desaparece en

(a, b).

Prueba.
Si W (x0) ̸= 0 para algunos x0 en el intervalo (a, b), entonces por la Proposi-

ción 5 u y v no pueden ser linealmente dependientes. Por tanto, son linealmente
independientes.

Por otro lado, si u y v son linealmente independientes en (a, b), entonces
por la proposición 7.5 el Wronskiano no es idénticamente igual a 0. Por la
proposición 7.4 nunca es igual a 0 en (a, b).

Reformulemos los resultados de las Proposiciones 5 y 6 para resaltar los
puntos que necesitaremos.

Proposición 7.7 Suponga que las funciones u y v son soluciones de la ecuación

lineal homogénea

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0

en el intervalo (a, b). Si W (x0) ̸= 0 para algunos x0 en el intervalo (a, b),
entonces u y v son linealmente independientes en (a, b). Por otro lado, si u y
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vson linealmente independientes en (a, b), entonces W (x) nunca desaparece en

(a, b).

Prueba.

Si W (x0) ̸= 0 para algunos x0 en el intervalo (a, b), entonces por la proposi-
ción 7.6, u y v no pueden ser linealmente dependientes. Por tanto, son lineal-
mente independientes.

Por otro lado, si u y v son linealmente independientes en (a, b), entonces por
la proposición 7.6 el Wronskiano no es idénticamente igual a 0. En consecuencia
por la Proposición 5 nunca es igual a 0 en (a, b).

Ahora con estos resultados estamos listos para probar el teorema 3.

Prueba del teorema 7.3

Suponga que y1 y y2 son soluciones linealmente independientes de la ecuación
y′′+p (x) y′+q (x) y = 0, y suponga que y (x) es cualquier solución. Necesitamos
encontrar las constantes C1 y C2 tales que y = C1y1 + C2y2. Sea x0 cualquier
punto en (a, b) Elegimos las constantes de modo que

y (x0) = C1y1 (x0) + C2y2 (x0) , y (7.7)

y′ (x0) = C1y
′

1 (x0) + C2y
′

2 (x0) .

Este sistema tiene solución siempre que el determinante

det

(

y1 (x0) y2 (x0)
y′
1
(x0) y′

2
(x0)

)

̸= 0.

Sin embargo, este determinante será reconocido como el wronskiano W de
y1 y y2. Como y1 y y2 son linealmente independientes, por la proposición 7.7
se sigue que W (x0) ̸= 0. Por lo tanto, podemos encontrar C1 y C2 resolviendo
(7.7).

Sabemos que y y C1y1+ C2y2 son ambas soluciones de la ecuación diferencial
y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0, y por (7.7) tienen las mismas condiciones iniciales en
x0. Por la parte de unicidad del teorema 7.1, tenemos

y (x) = C1y1 (x) + C2y2 (x) , para a < x < b.

Ejemplo 7.1 Las funciones y1 = e−3x y y2 = e2x son soluciones de la ecuación

lineal homogénea y′′ + y′ − 6 = 0 en el intervalo (−∞,∞) .
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Como

W (x) =

�
�
�
�

e−3x e2x

−3e−3x 2e2x

�
�
�
�
= 5e−x ̸= 0

para todo valor real de x, las funciones y1 y y2 forman un conjunto fundamental
de soluciones. En consecuencia,

y1 = C1e
−3x + C2e

2x

es la solución general de la ecuación diferencial en el intervalo.indicado.

7.2. Reducción de orden

Uno de los hechos importantes al estudiar las ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden es que podemos formar una segunda solución, y2 (x) , de

y′′ (x) + p (x) y′ (x) + q (x) y (x) = 0 (7.8)

en un intervalo I a partir de una solución y1 (x) no trivial .

Supóngase que y1 (x) es una solucion conocida de (7.8) en I y que y1 (x) ̸= 0
para todo x en el intervalo. Si definimos y = u (x) y1 (x) , entonces

y′ = u y′1 + y′1u
′, y′′ = u y′′1 + 2y′1u

′ + y1u
′′.

Sustituyendo en (7.8) tenemos:

y′′ + py′ + qy = u
(
y′′1 + py′1 + qy1

)

� �� �

0

+ y1u
′′ +

(
2y′1 + py1

)
u′ = 0

Lo que implica que debe cumplir

y1u
′′ +

(
2y′1 + py1

)
u′ = 0. (7.9)

Luego, haciendo w = u′ en la ecuación (7.9) resulta una ecuacion lineal separable

y1w
′ +

(
2y′1 + py1

)
w = 0

o sea
dw

w
+ 2

y′
1

y1
dx+ pdx = 0.

Integrando, se sique que

wy21 = C1e
−

∫
pdx.
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Al despejar w y luego sustituir por u′, se tiene

u′ =
C1e

−

∫
pdx

y21
+ c2

Una vez más integramos para obtener

u (x) = C1

∫

(

e−
∫
pdx

y21
+ C2

)

dx

Si eligimos C1 = 1 y C2 = 0, vemos en y = u (x) y1 (x) que una segunda solución
de la ecuación es

y2 (x) = y1 (x)

∫

(

e−
∫
p(x)dx

y21

)

dx. (7.10)

Ejemplo 7.2 La función y = x2 es una solución de x2y′′ + 2xy′ − 6y = 0.
Determine la solución general en el intervalo (0,+∞) .

Solución.
Primero escribimos en la forma estandar

y′′ +
2

x
y′ −

6

x2
y = 0.

Vemos que p (x) =
2

x
y por tanto al reemplazar en la fórmula

y2 = x2
∫

(

e−
∫

2

x
dx

x4

)

dx

= −

1

5x3
.

La solución general en (0,+∞) está definida por y = C1y1 +C2y2, es decir,

y = C1x
2
− C2

1

5x3
.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-6, determine una segunda solución de la ecuación difer-
encial dada. Además indique un intervalo adecuado de validez de la solución.

1. y′′ + 2y′ + y = 0; y1 = xex

2. x2y′′ − 7xy′ + 16y = 0, y1 = x4

3.
(

1− 2x− x2
)

y′′ + 2 (1 + x) y′ − 2y = 0; y1 = x+ 1

4. 4x2y′′ + y = 0; y1 = x1/2 lnx

5. x2y′′ − xy′ + 2y = 0; y1 = xsen (lnx)

6. x2y′′ − 5xy′ + 9y = 0; y1 = x3 lnx

7.3. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes

constantes.

Son ecuaciones de la forma

y′′ + py′ + qy = 0 (7.11)

donde p y q son constantes. Esta es una clase de ecuaciones que podemos resolver
fácilmente. Veamos.

La ecuación homogénea lineal, de primer orden análoga con coeficientes con-
stantes es la ecuación

y′ + py = 0.

Esta ecuación es separable y de fácil solución. Su solución general es

y (x) = Ce−pt,

donde C es una constante arbitraria.
Motivados por el hecho de que la ecuación de primer orden tiene solución ex-

ponencial, Veamos si podemos encontrar una solución exponencial a la ecuación
de segundo orden (7.11). Buscaremos una solución del tipo

y (x) = eλx

donde λ es una constante, aún desconocida. Sustituyendo esta función y sus
respectivas derivadas en la ecuación diferencial, obtenemos

eλx
(

λ2 + pλ+ q
)

= 0.
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Desde que eλx ̸= 0, tendremos solución a (7.11) si y sólo si

λ2 + pλ+ q = 0. (7.12)

Esto se llama la ecuación caracteŕıstica de la ecuación diferencial en (7.12).
El polinomio P (λ) = λ2 + pλ+ q es llamado polinomio caracteŕıstico de la
ecuación. Una ráız de la ecuación caracteŕıstica se llama ráız caracteŕıstica.
Si λ es una ráız caracteŕıstica, entonces y = eλx es una solución de la ecuación
diferencial.

Dado que la ecuación caracteŕıstica es una ecuación cuadrática, sus ráıces
están dadas por la fórmula cuadrática

λ =
−p±

√

p2 − 4q

2

Mirando el discriminante p2 − 4q vemos que hay tres casos a considerar:
1. dos ráıces reales distintas si p2 − 4q > 0
2. una ráız real repetida si p2 − 4q = 0
3. dos ráıces complejas distintas si p2 − 4q < 0.
Veremos cada uno de estos en lo que sigue. Sabemos que si encontramos un

conjunto fundamental de soluciones, entonces la solución general es la combi-
nación lineal general de estas. Por lo tanto, necesitamos encontrar dos soluciones
linealmente independientes.

7.3.1. Ráıces reales distintas

Si λ1 y λ2 son ráıces reales distintas de la ecuación caracteŕıstica, entonces
y = eλ1x y y2 = eλ2xson ambas soluciones. Como las ráıces no son iguales, las
soluciones no son múltiplos constantes entre śı. Por lo tanto, son linealmente
independientes y por el Teorema 1.23 tenemos el siguiente resultado.

Proposición 7.8 Si la ecuación caracteŕıstica λ2 + pλ+ q = 0 tiene dos ráıces

reales distintas λ1 y λ2 entonces la solución general de y′′ + py′ + qy = 0 es

y = C1e
λ1x + C2e

λ2x,

donde C1 y C2 son constantes arbitrarias.

La solución particular para un problema de valor inicial se puede encontrar
evaluando las constantes C1 y C2 usando las condiciones iniciales.

Ejemplo 7.3 Resuelva el problema de valor inicial

y′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −1.
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Solución.

La ecuación caracteŕıstica asociada es

0 = λ2
− 3λ+ 2 = (λ− 2) (λ− 1)

con soluciones λ1 = 2 y λ2 = 1. De acuerdo a la proposición 8, la solución
general es

y = C1e
2x + C2e

x

Para hallar las solución correspondiente a la condición inicial y(0) = 2, y′(0) =
−1, derivamos la solución general

y′ = 2C1e
2x + C2e

x

y luego sustituimos en x = 0 para obtener el sistema de ecuaciones

2 = C1 + C2,

−1 = 2C1 + C2.

Al resolver se obtiene C1 = −1 y C2 = 3. Por tanto la solución al problema de
valor inicial es

y = −e2x + 3ex.

7.3.2. Ráıces repetidas

Si se repiten las ráıces de la ecuación caracteŕıstica (7.12), entonces se con-
vierte en

0 = λ2 + pλ+ q = (λ− λ1)
2 ,

donde λ1es la ráız repetida. Por la fórmula cuadrática,.se tiene

λ1 =
(

−p±
√

p2 − 4q
)

/2 = −p/2.

Este valor de λ da una solución a la ecuación diferencial, a saber y = eλ1x =
e−px/2.

Para usar el Teorema 3, necesitamos encontrar otra solución que no sea
un múltiplo constante de esta. En efecto, por lo argumentado en la sección,
reducción de orden, ua segunda solución de la ecuación es

y2 = eλ1x

∫

e2λ1x

e2λ1x
dx = xeλ1x.
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Proposición 7.9 Si la ecuación caracteŕıstica λ2 + pλ + q = 0 tiene una sola

ráız doble λ1, entonces la solución general de y′′ + py′ + qy = 0 es

y = C1e
λ1x + C2xe

λ1x = (C1 + C2x) e
λ1x,

donde C1 y C2 son constantes arbitrarias.

Ejemplo 7.4 Resuelva el problema de valor inicial

y′′ − 2y′ + y = 0, y(0) = 2, y′(0) = −1.

Solución,

La ecuación caracteŕıstica asociada es

0 = λ2
− 2λ+ 1 = (λ− 1)2

con solución λ1 = 1 de multiplicidad dos. Por tanto, ex y xex forman un conjunto
fundamental de soluciones para la cuación diferencial, y la solución general es

y = C1e
x + C2xe

x.

Para hallar la solución correspondiente a la condición inicial y(0) = 2, y′(0) =
−1, derivamos la solución general

y′ = C1e
2x + C2 (e

x + xex)

y luego sustituimos en x = 0 para obtener el sistema de ecuaciones

2 = y (0) = C1,

−1 = y′ (0) = C1 + C2.

La soluciones son C1 = 2 y C2 = −3. Por tanto la solución al problema de valor
inicial es

y = 2ex − 3xex.

7.3.3. Ráıces complejas

Si las ráıces de la ecuación caracteŕıstica (7.12) son complejas, entonces,
dado que los coeficientes del polinomio caracteŕıstico son reales, las ráıces son
conjugadas complejas. Tienen la forma λ1 = a+ ib y λ2 = a− ib. Las soluciones
correspondientes son y1 = e(a+ib)x y y2 = e(a−ib)x. Por tanto la solución
general de la ecuación diferencial es

y (x) = C1e
(a+ib)x + C2e

(a−ib)x.
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Sin embargo, en la práctica se prefiere trabajar con funciones reales y no
con exponenciales complejas. Por lo que usando la fórmula de Euler:

eiθ = cos θ + i senθ,

donde θ es un númeero real, escribimos

eibx = cos (bx) + i sen (bx) y e−ibx = cos (bx)− i sen (bx)

Luego, al sumar y restar estas dos ecuaciones nos da

eibx + e−ibx = 2 cos (bx) y eibx − e−ibx = 2i sen (bx) .

Como y (x) = C1e
(a+ib)x +C2e

(a−ib)x es una solución de la ecuación (7.11) para
cualquier elección las constantes C1 y C2, entonces si hacemos C1 = C2 = 1 y
C1 = 1, C2 = −1 obtenemos las soluciones

y1 (x) = e(a+ib)x + e(a−ib)x = eax
(

eibx + e−ibx

)

= 2eax cos (bx)

y

y2 (x) = e(a+ib)x + e(a−ib)x = eax
(

eibx − e−ibx

)

= 2ieaxsen (bx) .

Los dos últimos resultados demuestran que las funciones reales eax cos (bx) y
eaxsen (bx) son soluciones de la ecuación (7.11) y son linealmente independientes
en (−∞,∞). Por lo tanto, la solución general es

y (x) = C1e
ax cos (bx) + C2e

αxsen (bx)

= eax (C1 cos (bx) + C2sen (bx)) .

Proposición 7.10 Si la ecuación caracteŕıstica λ2+pλ+q = 0 tiene dos ráıces

complejas conjugadas λ1 = a + ib y λ2 = a − ib,, entonces la solución general

de y′′ + py′ + qy = 0 es

y (x) = eax (C1 cos (bx) + C2sen (bx)) ,

donde C1 y C2 son constantes.

Ejemplo 7.5 Resuelva el problema de valor inicial

y′′ + 2y′ + 2y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 3.
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Solución.

La ecuación caracteŕıstica asociada es

λ2 + 2λ+ 2 = 0

con solución λ1 = −1 + i, λ2 = −1 − i . La solución general correspondiente (
con a = −1 y b = 1 ) es

y (x) = e−x (C1x+ C2senx) .

Para hallar la solución correspondiente a la condición inicial y(0) = 2, y′(0) =
3, derivamos la solución general

y′ = −e−x (C1 cosx+ C2senx) + e−x (−C1senx+ C2 cosx)

y luego sustituimos en x = 0 para obtener el sistema de ecuaciones

2 = y (0) = C1,

3 = y′ (0) = −C1 + C2.

La soluciones son C1 = 2 y C2 = 5. Por tanto la solución al problema de valor
inicial es

y (x) = e−x (2 cosx+ 5senx) .

EJERCICIOS PROPUESTOS

Las ecuaciones 1-8 tienen ráıces caracteŕısticas reales y diferentes. Encuentre
la solución general de cada ecuación diferencial.

1. y′′ − y′ − 2y = 0

2. 2y′′ − 3y′ − 2y = 0

3. y′′ + 5y′ + 6y = 0

4. y′′ + y′ − 12y = 0

5. 2y′′ − y′ − y = 0

6. 6y′′ + y′ − y = 0

7. 3y′′ − 2y′ − y = 0
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8. 6y′′ + 5y′ − 6y = 0

Las ecuaciones 9-16 tienen ráıces caracteŕısticas reales repetidoas. Encuen-
tre la solución general de cada ecuación diferencial.

9. y
′′
− 4y′ + 4y = 0

10. y
′′
− 6y′ + 9y = 0

11. 4y′′ + 4y′ + y = 0

12. 4y′′ + 12y′ + 9y = 0

13. 16y′′ + 8y′ + y = 0

14. y
′′ + 4y′ + 4y = 0

15. 16y′′ + 24y′ + 9y = 0

16. y
′′ + 8y′ + 16y = 0

Las ecuaciones 17-21 tienen ráıces caracteŕısticas complejas. Encuentre la
solución general de cada ecuación diferencial.

17. y
′′ + 4y = 0

18. y
′′ + 4y′ + 5y = 0

19. y
′′ + 2y′ + 17y = 0

20. y
′′
− 2y′ + 4y = 0

21. y
′′ + 2y′ + 2y = 0

Para las ecuaciones 22-25, encuentre la solución del problema de valor
incial.

22. y
′′
− y

′
− 2y = 0, y (0) = −1, y

′ (0) = 2

23. 10y′′ − y
′
− 3y = 0, y (0) = 1, y

′ (0) = 0

24. y
′′
− 2y′ − 17y = 0, y (0) = −2, y

′ (0) = 3

25. y
′′
− 25y = 0, y (0) = 1, y

′ (0) = −1
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7.4. Ecuaciones lineales no homogéneas

Pasamos ahora a la solución de ecuaciones lineales no homogéneas. Estas
son ecuaciones de la forma

y′′ + py′ + qy = f (7.13)

donde p = p (x), q = q (x) y f = f (x) son funciones de la variable independiente.
Recuerde que f se llama término no homogéneo o término forzado.

Nuestra estrategia de solución proviene de la comprensión de la estructura
de la solución general, que está contenida en el siguiente teorema.

Teorema 7.11 Suponga que yp es una solución particular de la ecuación no
homogénea (7.13), y que y1 y y2 forman un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuación homogénea asociada

y′′ + py′ + qy = 0 (7.14)

Entonces la solución general de la ecuación no homogénea (7.13) viene dada
por

y = C1y1 + C2y2 + yp (7.15)

donde C1 y C2 son constantes arbitrarias.

Observe que la solución general se puede escribir como y = yh + yp donde
yh = C1y1 +C2y2 es la solución general de la ecuación homogénea correspondi-
ente. Aśı, para encontrar la solución general de la ecuación no homogénea (7.13)
primero encontramos la solución general, yh de la ecuación homogénea corre-
spondiente (7.14). A continuación, encontramos una solución particular, yp,para
la ecuación no homogénea. La solución general de la ecuación no homogénea es
entonces y = yh + yp.

Prueba.

Suponga que y es una solución de (7.13). Sabemos que yp también es una
solución, por lo que tenemos las dos ecuaciones

y′′ + py′ + qy = f

y
y′′p + py′p + qyp = f.

Lo que implica que

(y − yp)
′′ + p (y − yp)

′ + q (y − yp) = 0.
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Por lo tanto, y − yp es una solución de la ecuación homogénea asociada
(7.13). Como y1 y y2 forman un conjunto fundamental de soluciones, existen
constantes C1 y C2 tales que

y − yp = C1y1 + C2y2.

En consecuencia, y = C1y1 + C2y2 + yp, tal como se estableció en (7.15).

Para ecuaciones con coeficientes constantes, ya sabemos cómo resolver la
ecuación homogénea, por lo que en esta sección nos concentraremos en encontrar
una solución particular para la ecuación no homogénea.

7.4.1. Método de los coeficientes indeterminados

Estudiaremos la ecuación no homogénea

y′′ + py′ + qy = f (7.16)

donde p y q son constantes y f = f (x) es una función de la variable independi-
ente. El método de coeficientes indeterminados solo funciona si los coeficientes
son constantes. Las ecuaciones de segundo orden son las aplicaciones más impor-
tantes del método, pero el método funciona para ecuaciones de orden superior
exactamente de la misma manera que lo hace para ecuaciones de segundo orden.
Por simplicidad y conveniencia enfatizaremos el caso de segundo orden.

El método de los coeficientes indeterminados se basa en el hecho de que
hay algunas situaciones en las que la forma del término forzado en (7.16) nos
permite casi adivinar la forma de una solución particular. Veamos los sigu-
ientes.ejemplos.

Nota: Si el término f (x) tiene una forma que se replica bajo diferenciación,
la idea es buscar una solución con la misma forma general que el término f (x).

Término f (x) es polinomial

La derivada de un polinomio es otro polinomio de menor grado. En conse-
cuencia, si el término f (x) es un polinomial de grado m, entonces es razonable
intuir una solución particular

yp (x) = Amxm +Am−1x
m−1 + · · ·+A1x+A0

que es también un polinomio de grado m, pero con sus coeficientes indetermi-
nados.
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Ejemplo 7.6 Encuéntrese una solución particular de y′′ + 3y′ + 4y = 3x+ 2.

Solución. Como f (x) = 3x+ 2, supondremos que

yp (x) = Ax+B

Remmplazando las derivadas y′
p
= A y y′′

p
= 0, en la ecuación dada, tenemos:

0 + 3A+ 4 (Ax+B) = 3x+ 2

4Ax+ (3A+ 4B) = 3x+ 2

para todo x. Estableciendo 4A = 3 y 3A + 4B = 2, obtenemos A = 3/4 y
B = −1/16. Por tanto,

yp (x) =
3

4
x−

1

16
.

Término f (x) es trigonométrica

A continuación, considere un término f (x) de la forma

f (x) = a cos kx+ bsenkx

La derivada de f (x) tiene la misma forma general, por lo que buscaremos
soluciones de la forma

yp (x) = A cos kx+Bsenkx

donde A y B son coeficientes aún no determinados.

Ejemplo 7.7 Encuentre una solución particular de 3y′′ + y′ − 2y = 2 cosx

Solución.

Una primer propuesta puede ser yp (x) = A cosx, pero la presencia de y en
el lado izquierdo señala que probablemente se necesita un término que involucre
también a senx. Por tanto, se intenta con

yp (x) = A cosx+Bsenx

Aśı que la sustitución de yp y sus derivadas dentro de la ecuación diferencial
dada proporcionan

(−5A+B) cosx+ (−A− 5B) senx = 2 cosx
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Esto será cierto para toda x siempre que los términos seno y coseno en ambos
lados de la ecuación coincidan

−5A+B = 2

−A− 5B = 0

de donde, A = −5/13 y B = 1/13. Por tanto,

yp (x) = −

5

13
cosx+

1

13
Bsenx.

es una solución particular de la ecuación dada.

Término f (x) es exponencial

Si f (x) = aeax, entonces el método se ilustra con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7.8 Encuentre una solución particular de y′′ − 4y = 2e3x.

Solución.

Cualquier derivada de e3x es un múltiplo constante de e3x, de tal manera
que es razonable intentar que

yp (x) = Ae3x

Remmplazando las derivadas y′′A = 9Ae3x en la ecuación dada, tenemos

5Ae3x = 2e3x

de dode, A = 2/5. Por tatnto, yp (x) = 2

5
e3x es una solución particular de la

ecuación.dada.

Casos excepcionales

El método de los coeficientes indeterminados parece sencillo. Sin embargo,
hay algunos casos excepcionales a tener en cuenta tal como veremos en el sigu-
iente ejemplo

Ejemplo 7.9 Encontre una solución particular de y′′ − 4y = 2e2x.

Solución.

Si buscamos una solución de la forma indicada, y (x) = Ae2x , nos encon-
tramos con problemas. Para ver esto, sustituimos y y su derivada y′′ en el lado
izquierdo de la ecuación diferencial.
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Lo que obtenemos es

y′′ − 4y = 4Ae2x − 4
(

Ae2x
)

= 0.

Lo que implica que no hay elección posible de la constante A, que satisfaga 2e2x.

El problema surge porque el término f (x), y por lo tanto la solución prop-
uesta, es una solución a la ecuación homogénea asociada. Esta es la fuente de
la dificultad en todos los casos excepcionales.

Qué hacemos?. En este caso buscamos una solución de la forma y (x) =
Axe2x. Multiplicamos la forma general habitual por x. Esta es la forma de
encontrar una solución cuando la forma habitual no funciona. Si este método
no funciona, multiplique por x una vez más y vuelva a intentarlo.

El método de los coeficientes indeterminados se puede utilizar siempre que
el término f (x) sea una combinación lineal de expresiones de las formas que ya
hemos manejado. Esto es resultado de la linealidad de la ecuación diferencial.

Ejemplo 7.10 Halle las solución general de la ecuación

y′′ − 3y′ + 2y = 3e−x
− 10 cos 3x.

Solución.
La solución general de la ecuación homogénea correspondiente es

yh = C1e
x + C2e

2x.

Los términos involucrados en f (x) = 3e−x
− 10 cos 3x y en sus derivadas

son e−x, cos 3x y sen3x. Debido a que ninguno de éstos se encuentra en yh,
se intenta con

yp = Ae−x +B cos 3x+ Csen3x.

Después de sustituir yp y sus derivadas respectivas, la solución particular es

yp (x) =
1

2
e−x +

7

13
cos 3x+

9

13
sen3x

Luego la solución general es, y = yh + yp. Es decir,

y (x) = C1e
x + 2C2e

2x +
1

2
e−x +

7

13
cos 3x+

9

13
sen3x.
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Enfoque general

Además de los tres casos que hemos considerado hasta ahora, podŕıamos
tener términos f (x) que son productos de dos de estos, o de los tres. La situación
más general seŕıa un término f (x) de la forma

f (x) = erxPn (x) cos (ωx) + erxQm (x) sen (ωx) (7.17)

donde Pn (x) y Qm (x) son polinomiales de grado n y m. Nuevamente f ′ (x)
tiene la misma forma, por lo que podemos usar coeficientes indeterminados. En
este caso, se busca soluciones de la forma

yp (x) = xs
[(

A0 +A1x+A2x
2 + · · ·+Akx

k
)

erx cos (ωx) (7.18)

+
(

B0 +B1x+B2x
2 + · · ·+Bkx

k
)

erxsen (ωx)
]

donde k = máx (m,n) y s es el entero no negativo más pequeño tal que no existe
un término en yp que duplique a un término en la solución general de la ecuación
homogénea correspondiente. Posteriormente se determinan los coeficientes en
(7.18) por sustitución de yp en la ecuación no homogénea.

En la práctica, rara vez es necesario tratar con una función f (x) que presente
la forma general completa en (7.17). En la Tabla se muestra la forma de yp en
varios casos comunes, correspondientes a las posibilidades en que k = 0, r = 0
y ω = 0.

f (x) yp
Pk = b0 + b1x+ · · ·+ bkx

k xs
(

A0 +A1x+ · · ·+Akx
k
)

a cos (ωx) + b sen (ωx) xs (A cos (ωx) +B sen (ωx))
erx (a cos (ωx) + b sen (ωx)) xserx (A cos (ωx) +B sen (ωx))
Pk (x) e

rx xs
(

A0 +A1x+ · · ·+Akx
k
)

erx

Pk (x) (a cos (ωx) + b sen (ωx)) xs
[(

A0 +A1x+ · · ·+Akx
k
)

cos (ωx)
+

(

B0 +B1x+B2x
2 + · · ·+Bkx

k
)

sen (ωx)
]

Ejemplo 7.11 Determine la forma apropiada para la solución particular de la

ecuación

y′′ + 6y′ + 13y = e−3x cos (2x) .
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Solución.
La ecuación caracteŕıstica λ2 +6λ+13 = 0 tiene ráıces λ = −3± 2i. Aśı, la

solución general de la ecuación homogénea correspondiente es

yh (x) = e−3x (C1 cos (2x) + C2sen (2x))

Como un primer paso hacia la solución particular es

e−3x (A cos (2x) +Bsen (2x))

pero, para eliminar la duplicación debe multiplicarse por xs, con s = 1. De este
modo, debe proponerse

yp = e−3x (Ax cos (2x) +Bxsen (2x)) .

Ejemplo 7.12 Encuentre la forma apropiada para la solución particular de la

ecuación

y′′ − 2y′ + 2y = 5xex cosx.

Solución.
La ecuación caracteŕıstica λ2

− 2λ + 2 = 0 tiene ráıces λ = 1 ± i. Aśı, la
solución general de la ecuación homogénea correspondiente es

yh (x) = ex (C1 cosx+ C2senx)

Como un primer paso hacia la solución particular

[(A0 +A1x) e
x cosx+ (B0 +B1x) e

xsenx]

pero, para eliminar la duplicación debe multiplicarse por x. De este modo, debe
proponerse

yp = x [(A0 +A1x) e
x cosx+ (B0 +B1x) e

xsenx] .

El siguiente teorema describe el principio de superposición.

Teorema 7.12 (Principio de superposición) Supongamos que ypf es una

solución de la ecuación lineal

y′′ + py′ + qy = f (x)

y que ypg es una solución de

y′′ + py′ + qy = g (x)

Entonces para cualquier constante k1 y k2 la función y (x) = k1ypf + k2ypg es

una solución de

y′′ + py′ + qy = f (x) + g (x) .



7.4. Ecuaciones lineales no homogéneas 246

Ejemplo 7.13 Halle la solución particular de

y′′ − y′ − 2y = e−2x
− 3e−x. (7.19)

Solución.
Nótese que f (x) = f1 (x)+f2 (x), donde f1 (x) = e−2x y f2 = −3ex. Supong-

amos que descomponemos la ecuación y resolvemos las ecuaciones por separado
para cada parte del término f (x). Esto significa que encontramos funciones y1
y y2 tales que

y′′
1
− y′

1
− 2y1 = e−2x y (7.20)

y′′
2
− y′

2
− 2y2 = −3e−x.

Como las ecuaciones son lineales, el teorema 12 dice que y1+y2 será una solución
de (7.19).

Queda por resolver las dos ecuaciones en (7.20). El primero se resuelve us-
ando el método descrito anteriormente, essto es y1 (x) = e−2x/4. En la segunda
ecuación tenemos un caso excepcional, por lo que y2 (x) = Axe−x. Remm-
plazando las derivadas respectivas en la segunda ecuación se obtiene A = 1 y
aśı y2 (x) = xe−x. Por lo tanto, la solución particular de (7.19).es

yp (x) = y1 (x) + y2 (x) =
1

4
e−2x + xe−x.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-10, halle una solución particular yp de la ecuación difer-
encial dada.

1. y′′ + 2y′ + 2y = 2 + cos (2x)

2. y′′ − y′ = x− e−x

3. y′′ + 25y = 2 + 3x+ cos (5x)

4. y′′ + 2y′ + y = 3− e−x

5. y′′ + 4y′ + 3y = cos 2x+ 3sen (2x)

6. y′′ + 2y′ + 2y = 3 cosx− senx

7. y′′ + 4y′ + 4y = e−2x + sen (2x)
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8. y′′ − 3y′ + 2y = xe−3x

9. y′′ + 2y′ + y = x2e−2x

10. y′′ + 3y′ + 2y = x2e2x

En los ejercicios 11 y 12, halle una solución del problema de valor inicial

11. y′′ + 9y = 27, y (0) = 4, y′ (0) = 6

12. y′′ + y′ − 12y = et + e2t − 1, y (0) = 1, y′ (0) = 3

En los ejercicios 13-18, determine la forma de una solución particular para
la ecuación diferencial. No resuelva.

13. y′′ + y = senx+ x cosx+ 10x

14. y′′ − y = e2t + te2t + t2e2t

15. x′′ − x′ − 2x = et cos t− t2 cos3 t

16. y′′ + 5y′ + 6y = sent− cos (2t)

17. y′′ − 4y′ + 5y = e5t + tsen (3t)− cos (3t)

18. y′′ − 4y′ + 4y = t2e2t − e2t

7.4.2. Método de Variación de parámetros

En esta sección presentamos una técnica llamada variación de parámet-

ros1. Esta técnica se utiliza para encontrar una solución particular de ecuaciones
de orden superior más generales, siempre que conozcamos un conjunto funda-
mental de soluciones para la ecuación homogénea asociada.

Estamos ineresados en resolver la ecuación no homogénea

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = f (x) . (7.21)

Asumiremos que hemos calculado un conjunto fundamental de soluciones y1 y
y2 para la ecuación homogénea asociada

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = 0.

1El método de variación de parámetros fue inventado por Joseph Lagrange en 1774
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Entonces la solución general asociada es

y = C1y1 + C2y2,

donde C1 y C2 son constantes arbitrarias.
La idea detrás de la variación de parámetros es reemplazar las constantes C1

y C2 por funciones desconocidas u1 (x) y u2 (x) y buscar una solución particular
a la ecuación no homogénea (7.21) de la forma

yp = u1y1 + u2y2. (7.22)

Calculando las derivadas de yp ,

y′
p

= u1y
′

1
+ y1u

′

1
+ u2y

′

2
+ y2u

′

2
,

y′′
p

= u1y
′′

1
+ y′

1
u′
1
+ y1u

′′

1
+ u′

1
y′
1
+ u2y

′′

2
+ u′

2
y′
2
+ y2u

′′

2
+ u′

2
y′
2

sustituimos yp, y
′

p
y y′′

p
en (7.21). Luego, agrupando los términos correspondi-

entes, tenemos

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = u1
[

y′′
1
+ p (x) y′

1
+ q (x) y1

]

+ u2
[

y′′
2
+ p (x) y′

2
+ q (x) y2

]

+y1u
′′

1
+ u′

1
y′
1
+ y2u

′′

2
+ u′

2
y′
2
+ p

[

y1u
′

1
+ y2u

′

2

]

+ y′
1
u′
1
+ y′

2
u′
2

=
d

dx

[

y1u
′

1
+ y2u

′

2

]

+ p
[

y1u
′

1
+ y2u

′

2

]

+ y′
1
u′
1
+ y′

2
u′
2
= f (x)

Dado que buscamos determinar dos funciones desconocidas, u1 y u2, es de
esperar que necesitemos dos ecuaciones. Las podemos obtener si establecemos
la hipótesis adicional de que las funciones u1 y u2 satisfacen y1u

′

1
+ y2u

′

2
= 0; y

por consiguiente y′
1
u′
1
+ y′

2
u′
2
= f (x) . Es decir, tenemos que resolver el sistema

{

y1u
′

1
+ y2u

′

2
= 0

y′
1
u′
1
+ y′

2
u′
2
= f (x)

Aplicamos la regla de Cramer, obtenemos

u′
1
=

W1

W
, u′

2
=

W2

W
(7.23)

en donde,

W =

�

�

�

�

y1 y2
y′
1

y′
2

�

�

�

�

= y1y
′

2
− y′

1
y2, W1 =

�

�

�

�

0 y2
f (x) y′

2

�

�

�

�

= −y2f (x) ,(7.24)

W2 =

�

�

�

�

y1 0
y′
1

f (x)

�

�

�

�

= y1f (x) .
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Se ve que el determinante W es el wronskiano de y1 y y2. Sabemos que estos son
linealmente independienetes y por tanto W (x) ̸= 0 para toda x en el intervalo.

Las funciones u1 y u2 se determinan integrando, es decir,

u1 (x) =

∫
W1

W
dx, u2 (x) =

∫
W2

W
dx

Cuando sustituimos en (7.22) obtenemos la solución particular que se queŕıa.

Ejemplo 7.14 Encuentre la solución general de la ecuación

y′′ + y = tanx, x ∈ (−π/2, π/2) .

Solución.

Es inmediato ver que la solución general de la ecuación homogénea asociada,
es

yh = C1 cosx+ C2senx.

Reemplazando y1 = cosx, y2 = senx y f (x) = tanx en las relaciones (7.24),
tenemos

W (x) = 1, W1 = − sinx tanx, W2 = cosx tanx.

Luego,

u1 (x) =

∫
− sinx tanx

1
dx = senx− ln |secx+ tanx| ,

u2 (x) =

∫
cosx tanx

1
dx = − cosx.

Aśı, una solución particular es

yp (x) = − cosx ln |secx+ tanx|

= − cosx ln (secx+ tanx)

La solución general de la ecuación es

y (x) = yh (x) + yp (x)

= C1 cosx+ C2senx− cosx ln (secx+ tanx) .

Ejemplo 7.15 Halle una solución particular, sobre el intervalo (−π/2, π/2) ,
para la ecuación

y′′ + y = tanx+ x2 − 3x.
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Solución.

Con f (x) = tanx + x2 − 3x, el procedimiento de variación de parámet-
ros nos conducirá a una solución. Pero en este caso es mas simple considerar
separadamente las ecuaciones

y′′ + y = tanx,

y′′ + y = x2 − 3x

y luego usar el principio de superposición (Teorema 12). En efecto, en el ejemplo
anterior encontramos que

yp1 (x) = − cosx ln (secx+ tanx)

es una solución particular de la primera ecuación. Para la segunda ecuación
puede aplicarse el método de los coeficientes indeterminados. Al buscar una
solución particular de la forma yp2 (x) = Ax2 +Bx+ C se obtiene

yp2 = x2 − 3x− 2.

Finalmente, al aplicar el principio de superposición encontramos

yp (x) = yp1 (x) + yp2 (x)

= − cosx ln (secx+ tanx) + x2 − 3x− 2

como una solución particular para la ecuación dada.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-12, aplique el método de variación de parámetros para en-
contrar una solución particular de la ecuación diferencial dada. Además, indique
el intervalo en que la solución general esté definida.

1. y′′ + y = secx

2. y′′ + 4y = tan (2x)

3. y′′ − 2y′ + y = x−1ex

4. y′′ + 9y = sec2 (3x)

5. y′′ + 4y = csc2 (2x)
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6. y′′ − 9y =
9x

e3x

7. y′′ − 2y′ + y =
ex

1 + x2

8. y′′ − 2y′ + y = ex arctanx

9. y′′ + 2y′ + y = e−x lnx

10. 4y′′ − 4y′ + y = ex/2
√
1− x2

11. y′′ + y = tan t+ e3t − 1

12. y′′ + y = 3 sec t− t2 + 1

13. Si y1 = x−1/2 cosx y y2 = x−1/2senx forman un conjunto fundamental de
soluciones de x2y′′+xy′+

(

x2 − 1

4

)

y = 0 en (0,∞) , determine la solución
general de

x2y′′ + xy′ +

(

x2 −
1

4

)

y = x3/2.

14. Si y1 = cos (lnx) y y2 = sen (lnx) son soluciones conocidas, linealmente
independientes de x2y′′ + xy′ + y = 0 en (0,∞) , determine la solución
general de

x2y′′ + xy′ + y = sec (lnx) .

15. Use el método de variación de parámetros para demostrar que

y (t) = C1 cos t+ C2sent+

∫ t

0

f (s) sen (t− s) ds

es una solución general de la ecuación diferencial

y′′ + y = f (t) ,

donde f (t) es una función continua sobre (−∞,∞) .
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7.4.3. Ecuación de Cauchy-Euler

Toda ecuación diferencial de la forma

ax2y′′ + bxy′ + cy = 0 (7.25)

donde x ∈ (0,∞) y los coeficienes a, b y c son constantes tiene por nombre
Ecuación de Cauchy-Euler.

Método de solución.

Intentaremos una solución de la forma y = xm, dondem está por determinar.
Reemplazando y, y′ y y′′en la ecuación dada, se tiene

ax2y′′ + bxy′ + cy = [am (m− 1) + bmx+ c]xm

Aśı, y = xm es una solución de la ecuación diferencial (7.25) siempre que m sea
una solución de la ecuación auxiliar

am2 + (b− a)m+ c = 0. (7.26)

Sobre las ráıces de esta ecuación cuadrática hay tres casos distintos a considerar.

Caso 1. ráıces reales y distintas.
Sean m1 y m2 ráıces reales de (7.26), tales que m1 ̸= m2. Entonces y1 =

xm1 y y = xm2 forman un conjuntoo fundamental de soluciones. Por tanto, la
solución general de (7.25) es

y (x) = c1x
m1 + c2x

m2 .

Caso 2. ráıces reales repetidas.
Si las ráıces de (7.26) son repetidas, m1 = m2, entonces la solución general

es
y (x) = c1x

m1 + c2x
m1 lnx.

Caso 3. ráıces complejas conjugadas.
Si m1 = α+ iβ, y m2 = α− iβ, donde α y β son reales, entonces

y (x) = c1x
α+iβ + c2x

α−iβ.

Cuando las ráıces son complejas conviene formular la solucion en términos
de funciones reales. Por fórmula de Euler, escribimos

xiβ =
(

elnx
)iβ

= eiβ lnx = cos (β lnx) + isen (β lnx)

x−iβ =
(

elnx
)

−iβ

= e−iβ lnx = cos (β lnx)− isen (β lnx)
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Sumando y restando estas dos ecuaciones se deduce que la solución general de
la ecuación diferencial (7.25) es

y (x) = xα [c1 cos (β lnx) + c2sen (β lnx)] .

Ejemplo 7.16 Resuelva 3x2y′′ + 11xy′ − 3y = 0, x > 0.

Solución.

Insertando y = xm se obtiene, de acuerdo a (7.26),

3m2 + 8m− 3 = 0,

cuyas ráıces m1 = 1/3 y m2 = −3 producen dos soluciones independientes

y1 (x) = x1/3 , y2 (x) = x−3 para x > 0.

Luego, la solución general es

y (x) = c1x
1/3 + c2x

−3.

Ejemplo 7.17 Resuelva x2y′′ + 5xy′ + 4y = 0, x > 0.

Solución.

Sustituyendo y = xm se obtiene, de acuerdo a (7.26),

m2 + 4m+ 4 = 0,

cuya ráız m = −2 de multiplicidad dos producen la solución general

y (x) = c1x
−2 + c2x

−2 lnx.

Ejemplo 7.18 Resuelva x2y′′ − xy′ + 2y = 0, x > 0.

Solución.

Sustituyendo y = xm se obtiene, de acuerdo a (7.26),

m2
− 2m+ 2 = 0,

cuyas ráıces m1 = 1 + i, y m2 = 1− i producen la solución general

y (x) = x [c1 cos (lnx) + c2sen (lnx)] .

El siguiente ejemplo ilustra el caso no homogéneo.
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Ejemplo 7.19 (Método de Variación de parámetros) Resuelva la ecuación

x2y′′ − 3xy′ + 3y = 2x4ex, x > 0.

Solución.
Primero resolvemos la ecuación homogénea asociada. Insertando y = xm se

obtiene, de acuerdo a (7.26),

m2
− 4m+ 3 = 0

m (m− 1)− 3m+ 3 = 0 o sea (r − 1) (r − 3) = 0

cuyas ráıces m1 = 1 y m2 = 3 produce la solución general

yh = c1x+ c2x
3.

Antes de emplear variación de parámetros para encontrar yp = u1y1 + u2y2,
escribimos la ecuación diferencial dada en la forma estandar

y′′ −
3

x
y′ +

3

x2
y = 2x2ex,

e identificamos f (x) = 2x2ex. Entonces con y1 = x y y2 = x3 obtenemos
facilmente

W = 2x3, W1 = −2x5ex, W2 = 2x3ex.

Lo que implica que

u1 =

∫

W1

W
dx =

∫

−x2exdx = −x2ex + 2xex − 2ex, u2 =

∫

W2

W
dx = ex

Por tanto, yp = u1y1 + u2y2 es

yp =
(

−x2ex + 2xex − 2ex
)

x+ exx3.

Aśı, la solución de la ecuación diferencial dada es

y (x) = yh + yp

= c1x+ c2x
3 + 2x2ex − 2xex.
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Reducción a coeficientes constantes

Cualquier ecuación de Cauchy-Euler siempre se puede escribir como una
ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes haciendo x = et. La idea
consiste en resolver la nueva ecuación diferencial en términos de la variable t
usando los métodos de las secciones anteriores, y al final restituir t = lnx.

Ejemplo 7.20 Resuelva x2y′′ − 2xy′ + 2y = lnx.

Solución.

Sustituyendo x = et o t = lnx, se tiene por regla de la cadena

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
=

1

x

dy

dt
.

Por regla del producto y regla de la cadena, se tiene

d2y

dx2
=

1

x

d

dx

(

dy

dt

)

−

1

x2
dy

dt

=
1

x

(

d

dt

(

dy

dt

)

dt

dx

)

−

1

x2
dy

dt

=
1

x

(

d2y

dt2
1

x

)

−

1

x2
dy

dt
=

1

x2

(

d2y

dt2
−

dy

dt

)

.

Reemplazando en la ecuación diferencial dada y simplificando se obtiene

d2y

dt2
− 3

dy

dt
+ 2y = t.

Notemos que esta ecuación tiene coeficentes constantes, y su ecuación auxiliar
asociada a la parte homogénea es (m− 2) (m− 1) = 0. Por lo que

yh (x) = c1e
t + c2e

2t.

Ahora, por el método de los coeficientes indeterminados se prueba una solución
particular de la forma yp = At + B. Esto conduce a 2B − 3A + 2At = t, de
donde A = 1/2 y B = 3/4. Por tanto,

y (x) = yh + yp

= c1e
t + c2e

2t +
1

2
t+

3

4
.

Por último, al reemplazar x = et y t = lnx la solución general de la ecuación
diferencial original sobre el intervalo (0,∞) es

y (x) = c1x+ c2x
2 +

1

2
lnx+

3

4
.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Resuelva las siguientes ecuaciones:

1. x
2
y
′′
− 2xy′ − 4y = 0

2. 4x2y′′ + 8xy′ + y = 0

3. x
3
y
′′′ + xy

′
− y = 0

4. xy
(4) + 6y′′′ = 0

Resuelva el problema de valores iniciales

5. x
2
y
′′ + 3xy′ + 3y = 0, y (1) = 1 y

′ (1) = −5.

6. x
2
y
′′
− 5xy′ + 8y = 0, y (2) = 32 y

′ (2) = 0

Resuelva la ecuación diferencial dada por variación de parámetros

7. xy
′′
− 4y′ = x

4

8. x
2
y
′′ + xy

′ + y = 2x

9. x
2
y
′′ + xy

′
− y = lnx

10. x
2
y
′′
− 2xy′ + 2y = x

4
e
x

11. x
2
y
′′ + xy

′
− y =

1

x+ 1

Use la sustitución x = e
t para resolver las siguientes ecuaciones

12. x
2
y
′′ + 10xy′ + 8y = 3x2

13. x
2
y
′′
− 3xy′ + 13y = 2 + 5x

14. x
2
y
′′ + 9xy′ − 20y = 4x−3

15. x
2
y
′′
− 4xy′ + 6y = lnx2
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7.5. Ecuaciones no lineales

Algunas ecuaciones dierenciales no lineales de segundo orden F (x, y′, y′′) = 0
donde falta la variable dependiente y, y F (y, y′, y′′) = 0 donde falta la variable
independiente x, a veces se resuelven usando métodos de primer orden mediante
la sustitución u = y′.

Ejemplo 7.21 Resuelva y′′ = 8x (y′)2 .

Solución.

Sea u = y′. Entonces al sustituir
du

dx
= y′′ en la ecuación dada, resulta una

ecuación de primer orden con variables separables, esto es,

du

dx
= 8xu2.

Luego, al separar las variables e integrar obtenemos

∫

u−2du = 8

∫

xdx

−

1

u
= 4x2 + c2

1
.

Como u−1 = 1/y′, escribimos

y′ = −

1

4x2 + c2
1

.

Al integrar se obtiene

y = −

∫

1

4x2 + c2
1

dx

= −

1

2c1
arctan

(

2x

c1

)

+ c2.

Ejemplo 7.22 Resuelva yy′′ = (y′)2 .

Solución.

En este caso como falta la variable independiente x, haciendo u = y′ y de la
regla de la cadena

y′′ =
du

dx
=

du

dy

dy

dx
= u

du

dy
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tenemos

y

(

u
du

dy

)

= u2.

Al separar las variables e integrar se obtiene
∫

1

u
du =

∫

dy

y

ln |u| = ln |y|+ c1,

o sea u = c2y. Luego, restituyendo escribimos

y′ = c2y.

De donde al separar las variables e integrar obtenemos

ln |y| = c2x+ c3.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-8, resuelva la ecuación diferencial usando la sustitución
u = y′.

1. y′′ + (y′)2 + 1 = 0

2. x2y′′ + (y′)2 = 0

3. (y + 1) y′′ = (y′)2

4. yy′′ + (y′)2 + 1 = 0

5. y′′ + 2y (y′)3 = 0

6. y2y′′ = y′

7. y′′ + 4y′ = e−2x

8. yy′′ +
(

y2 − y′
)

y′ = 0

En los ejercicios 9-10, resuelva el problema de valor inicial dada.

9. 2y′y′′ = 1, y (0) = 2, y′ (0) = 1.

10. y′′ + x (y′)2 = 0, y (1) = 4, y′ (1) = 2.
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7.6. Algunas aplicaciones de EDO de segundo orden

7.6.1. Cuerpos en caida libre

piso

piedra

Figura 7.1:

Supongamos que se arroja una piedra hacia arriba, desde la azotea de un
edificio. ¿Cuál es su posición en el momento t ? Como se ve en la figura 1.12,
consideremos que su posición respecto al suelo es y(t). Su derivada v = y′ (t) es
la velocidad, y su segunda derivada a = v′ = y′′ es la aceleración. Si suponemos
que la dirección hacia arriba es positiva, que la masa de la piedra es m y que
no hay otra fuerza, además de la gravedad (g), actuando sobre la piedra, la
segunda ley de Newton establece que

m
d2y

dt2
= −mg o

d2y

dt2
= −g, (7.27)

donde g es la aceleración de la gravedad y mg es el peso de la piedra. Si la altura
del edificio es y0 y la velocidad inicial de la piedra es v0, y queda determinada
mediante el problema de valor inicial

d2y

dt2
= −g, y (0) = y0, y′ (0) = v0; (7.28)

cuya solución es

y (t) = y0 + v0t+
1

2
(−g) t2. (7.29)

Por otro lado, desde que la aceleración es constante, se tiene

v = v0 + at (7.30)

o equivalentemente

a =
v − v0

t
(7.31)
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Al sustituir (7.31) en (7.29) se obtiene

v2 = v20 + 2a (y − y0) . (7.32)

Ejemplo 7.23 Imagine que usted lanza una pelota verticalmente hacia arriba
desde la azotea de un edificio. La pelota sale de la mano, en un punto a la altura
del barandal de la azotea, con rapidez ascendente de 15. 0 m/s, quedando luego
en cáıda libre. Al bajar, la pelota libra apenas el barandal. En este lugar, g = 9. 8
m/s2. Obtenga

a) la posición y velocidad de la pelota 1. 00 s y 4. 00 s después de soltarla;
b) la velocidad cuando la pelota está 5. 00 m sobre el barandal;
c) la altura máxima alcanzada y el instante en que se alcanza; y
d) la aceleración de la pelota en su altura máxima.

Solución.

Sea el origen el barandal, donde la pelota sale de la mano, y sea la dirección
positiva hacia arriba. La posición inicial y0 = 0, la velocidad inicial v0 = 15
m/s y la aceleración es a = −g = −9. 80 m/s2.

a) La posición y y la velocidad v, en cualquier instante t una vez que se
suelta la pelota están dadas por las ecuaciones (7.29) y (7.30), es decir,

y = y0 + v0t+
1

2
at2 = y0 + v0t+

1

2
(−g) t2

= 0 + (15. 0 m/s) +
1

2

(

−9. 80 m/s2
)

t2.

v = v0 + at = v0 + (−g) t

= 15. 0 m/s+
(

−9. 80 m/s2
)

t.

Cuando t = 1. 00 s, estas ecuaciones dan

y = +10. 1 m v = +5. 2 m/s

La pelota está 10. 1 m sobre el origen ( y es positiva) y se mueve hacia arriba
( v es positiva) con rapidez de 5. 2 m/s, menor que la rapidez inicial porque la
pelota frena mientras asciende.

Cuando t = 4. 00 s, las ecuaciones para y y v en función del tiempo t dan

y (t) = −18. 4 m v = −24. 2 m/s

La pelota pasó su punto más alto y está 18. 4 m debajo del origen ( y es
negativa); tiene velocidad hacia abajo (v es negativa) de magnitud 24. 2 m/s.
Conforme sube, la pelota pierde rapidez, luego la gana al descender; se mueve
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a la rapidez inicial de 15. 0 m/s cuando pasa hacia abajo por su punto de
lanzamiento (el origen) y continúa ganando rapidez conforme desciende por
debajo de este punto.

b) La velocidad v en cualquier posición y está dada por la ecuación (7.32)

v2 = v20 + 2 (−g) (y − 0)

=
(

15. 0 m/s2
)

+ 2
(

−9. 80 m/s2
)

y

Con la pelota a 5. 00 m sobre el origen, y = +5. 00 m, aśı que

v2 = v20 + 2 (−g) (y − 0)

=
(

15. 0 m/s2
)

+ 2
(

−9. 80 m/s2
)

(5. 00 m)

v = ±11. 3 m/s.

Obtenemos dos valores de v, pues la pelota pasa dos veces por el punto y = 5,00
m, una subiendo con v positiva y otra bajando con v negativa.

c) En el instante en que la pelota llega al punto más alto, está momentánea-
mente en reposo y v = 0. La altura máxima y1 puede obtenerse de (7.32) al
sustituir v = 0, y0 = 0 y a = −g

0 = v20 + 2 (−g) (y1 − 0)

y1 =
v2
0y

2g
=

15. 0 m/s2

2 (9. 80 m/s2)
= +11. 5 m.

d) De hecho, en el punto más alto la aceleración sigue siendo a = −g = −9. 80
m/s2, la misma que cuando está subiendo y cuando está bajando. Por ello, la
velocidad de la pelota está cambiando continuamente, de valores positivos a
valores negativos, pasando por cero.
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7.6.2. Cuerpos en caida y resistencia del aire

Figura 7.2:

Supongamos ahora, que un cuerpo de masa m que cae se encuentra con una
resistencia del aire que es proporcional a su velocidad instantánea, v. En este
caso, si consideramos que la dirección positiva es hacia abajo, la fuerza neta
que actúa sobre la masa es F = F1 + F2 = mg − kv, donde el peso F1 = mg,
del cuerpo es una fuerza que actúa en dirección positiva y la resistencia del
aire F2 = −kv es una fuerza, que se llama de amortiguamiento viscoso, que
actúa en dirección contraria o hacia arriba. Puesto que v se relaciona con la
aceleración a mediante a = dv/dt, la segunda ley de Newton se enuncia como
F = ma = mdv/dt. Al igualar la fuerza neta con esta forma de la segunda
ley, obtenemos una ecuación diferencial de la velocidad del cuerpo en cualquier
momento:

m
dv

dt
= mg − kv, o

dv

dt
= g −

k

m
v (7.33)

donde k es una constante de proporcionalidad positiva.
Note que la ecuación (7.33) es separable. Al separar las variables e integrar

se obtiene
v (t) =

mg

k
− ce−

k

m
t. (7.34)

Si consideramos la condición inicial v (0) = v0, entonces c =
mg

k
−v0. Por tanto,

v (t) =
(

v0 −
mg

k

)

e−
k

m
t +

mg

k
(7.35)

Si y (t) es la distancia que el cuerpo ha caido en el tiempo t desde su punto
inicial o de liberación, entonces v = dy/dt y a = dv/dt = d2y/dt2. Entonces en
términos de y, la cuación (7.33) es una ecuación diferencial de segundo orden

m
d2y

dt2
+ k

dy

dt
= mg. (7.36)
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Si consideramos las condiciones iniciales y (0) = y0, y
′ (0) = v0, entonces la

solución del problema de valor inicial es la función de desplazamiento

y (t) = y0 +
mg

k
t+

m

k

(mg

k
− v0

)(

e−
k

m
t
− 1

)

(7.37)

Ejemplo 7.24 Supóngase que dejas caer un ladrillo desde lo alto de un edificio

de 250 m de altura. El ladrillo tiene una masa de 2 kg y la fuerza de resistencia

está dada por F2 = −4v. ¿Cuánto tardará el ladrillo en llegar al suelo? ¿Cuál

será su velocidad en ese momento?.

Solución.

Reemplazando los datos y0 = 250 , v0 = 0, m = 2, g = 9. 8 y k = 4 la
ecuación (7.37) se convierte en

y (t) = 4,9

(

1

2
e−2t + t

)

+ 247. 55

Queremos encontrar t tal que y (t) = 0. Esta ecuación no se puede resolver usan-
do álgebra, pero una calculadora manual o una computadora pueden encontrar
una solución aproximada muy precisa. De esta forma obtenemos t = 51. 5204
segundos.

Durante un tiempo aśı de grande, el término exponencial en (7.35) es des-
preciable, por lo que el ladrillo ha alcanzado su velocidad terminal de vterm =
4. 9 m/s.

7.6.3. Sistemas de resorte y masa

Movimiento libre no amortiguado

Suponga que un resorte se suspende verticalmente de un soporte ŕıgido y
luego se le fija una masa m a su extremo libre.( Véase figura 7.3)

Por la ley de Hooke, el resorte mismo ejerce una fuerza restauradora F
opuesta a la dirección de elongación y proporcional a la cantidad de elongación
s y es expresada en forma simple como

F = −ks, k > 0

donde k > 0 es una constante de proporcionalidad llamada constante de resorte.

Después de que se une una masa m a un resorte, ésta alarga el resorte una
cantidad s y logra una posición de equilibrio en la cual su peso W se equilibra
mediante la fuerza restauradora ks. Nótese que W = mg, donde la masa se mide
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soporte�rígido

Figura 7.3:

en kilogramos o gramos y g es la aceleración debida a la gravedad ( 9,8 m/s2,
o 980 cm/s2).

Para construir un modelo matemático que describa el caso dinámico, em-
pleamos la segunda ley del movimiento de newton: la fuerza neta o resultante
de un cuerpo en movimiento de masa m,

∑

Fi = ma, donde a = d2x/dt2 es su
aceleración. Entonces,

m
d2x

dt2
= −k (x+ s) +mg = −kx (7.38)

o equivalentemente
d2x

dt2
+ ω2x = 0, (7.39)

donde ω2 = k/m. Se dice que la ecuación (7.39) describe el movimiento

armónico simple o movimiento libre no amortiguado.

La solución general de (7.39) se obtiene inmediatamente, esto es

x (t) = C1 cosωt+ C2sen ωt (7.40)

o equivalentemente x (t) se escribe en una forma más simple como

x (t) = A cos (ωt+ φ) (7.41)

donde A =
√

C2

1
+ C2

2
y φ es al ángulo de fase definido por

senφ = C1

A

cosφ = C2

A

=⇒ tanφ =
C1

C2

(7.42)
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El preŕıodo del movimiento descrito por (7.40) es T = 2π/ω y la frecuen-

cia de movimiento es f = 1/T.

Dos condiciones iniciales obvias relacionadas con (7.39) son x (0) = x0 y
x′ (0) = x1, el desplazamiento inicial y la velocidad inicial de la masa, respecti-
vamente.

Si x0 > 0 y x1 < 0, la masa parte de un punto abajo de la posición de
equilibrio con una velocidad impartida hacia arriba.

Si x0 < 0 y x1 = 0, la masa se libera desde el reposo de un punto |x0|
unidades arriba de la posición de equilibrio.

Ejemplo 7.25 Una masa que pesa 9. 8 N alarga 0. 2 m un resorte. En t =
0 se libera la masa desde un punto que está 0. 25 m abajo de la posición de
equilibrio con una velocidad ascendente de 0. 4 m/s. Determine la ecuación de
movimiento.

Solución.

De W = mg tenemos que m = 1. 0 kg. También, de la ley de Hooke, 9. 8 =
k (0. 2) implica que la constante de resorte es k = 49N/m. Por lo que, la ecuación
de valor inicial es:

d2x

dt2
+ 49x = 0

x (0) = 0. 25 m, x′ (0) = −0. 4 m/s.

Con ω2 = 49, o sea ω = 7, rad/s la solución general es

x (t) = C1 cos 7t+ C2sen7t.

Al aplicar las condiciones iniciales a x (t) y x′ (t) se obtiene C1 = 0. 25 m y
C2 = 0. 057 m. Por tanto, la ecuación de movimiento es

x (t) = 0. 25 cos 7t− 0. 057sen7t

Ejemplo 7.26 Un cuerpo con masa 1/2 kg está unido al extremo de un resorte
estirado 2 m debido a una fuerza de 100 N y es puesto en movimiento a partir
de la posición inicial x0 = 1 m y velocidad inicial v0 = −5 m/s . Encuéntrese la
ecuación de movimiento del cuerpo, aśı como su amplitud, frecuencia, peŕıodo
de oscilación y ángulo de fase.

Solución.
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Tenemos m = 1/2 kg y también de la ley de Hooke, k = 100

2
= 50 N/m.

Entonces la ecuación de valor inicial es:

d2x

dt2
+ 100x = 0

x (0) = 1 m x′ (0) = −5 m/s

Con ω2 = 100, o sea ω = 10 rad/s la solución general es

x (t) = C1 cos 10t+ C2sen10t.

Al aplicar las condiciones iniciales a x (t) y x′ (t) se obtiene C1 = 1 m y
C2 = −1/2 m. Aśı, la ecuación de movimiento es

x (t) = cos 10t−
1

2
sen10t

o equivalentemente

x (t) =

√
5

2
sen (10t+ φ) .

donde el ángulo de fase es φ = π + arctan (−2) = 2. 034 4 rad debido a que
senφ > 0 y cosφ < 0.

La amplitud de movimiento es A = 1

2

√
5 m.

El peŕıodo de oscilación es

T =
2π

ω
=

2π

10
≈ 0. 6283 s.

La frecuencia es

f =
1

T
=

ω

2π
=

10

2π
= 1. 5915 Hz.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Se deja caer un ladrillo (rapidez inicial cero) desde la azotea de un edi-
ficio. El tabique choca contra el suelo en 2. 50 s. Se puede despreciar la
resistencia del aire, aśı que el ladrillo está en cáıda libre. a) ¿Qué altura
(en m) tiene el edificio? b) ¿Qué magnitud tiene la velocidad del ladrillo
justo antes de llegar al suelo?

2. Un estudiante lanza un globo lleno con agua, verticalmente hacia abajo
desde la azotea de un edificio. El globo sale de su mano con una rapidez
de 6. 00 m/s. Puede despreciarse la resistencia del aire, aśı que el globo
está en cáıda libre una vez soltado. a) ¿Qué rapidez tiene después de caer
durante 2. 00 s? b) ¿Qué distancia cae en este lapso? c) ¿Qué magnitud
tiene su velocidad después de caer 10. 0 m?

3. Se lanza un huevo casi verticalmente hacia arriba desde un punto cerca
de la cornisa de un edificio alto; al bajar, apenas libra la cornisa y pasa
por un punto 50. 0 m bajo su punto de partida 5. 00 s después de salir
de la mano que lo lanzó. Puede despreciarse la resistencia del aire. a)
¿Qué rapidez inicial tiene el huevo? b) ¿Qué altura alcanza sobre el punto
de lanzamiento? c) ¿Qué magnitud tiene su velocidad en el punto más
alto? d) ¿Qué magnitud y dirección tiene su aceleración en el punto más
alto?

4. Un objeto que tiene una masa de 70 kg cae desde el reposo bajo la influen-
cia de la gravedad. La velocidad terminal del objeto es 20 m/s. Suponga
que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad.

(a) Encuentre la velocidad y la distancia recorrida al cabo de 2 segundos.

(b) ¿Cuánto tiempo le toma al objeto alcanzar el 80% de su velocidad
terminal?

5. Una masa de 20 kilogramos se une a un resorte. Si la frecuencia del
movimiento armónico simple es 2/π ciclos/s, ¿cuál es la constante de re-
sorte k? ¿Cuál es la frecuencia del movimiento armónico simple si la masa
original se remplaza con una masa de 80 kilogramos?

6. Una masa que pesa 20 N alarga 6 m un resorte. La masa se libera al inicio
desde el reposo en un punto 6 m abajo de la posición de equilibrio

a) Encuentre la posición de la masa en los tiempos t = π/12, π/8, π/6, π/4,
y 9π/32 s.
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b) ¿Cuál es la velocidad de la masa cuando t = 3π/16 s? ¿En qué dirección
se dirige la masa en este instante.

7. Una fuerza de 400 newtons alarga 2 metros un resorte. Una masa de 50
kilogramos se une al extremo del resorte y se libera inicialmente desde la
posición de equilibrio con una velocidad ascendente de 10 m/s. Encuentre
la ecuación de movimiento.

8. Una masa que pesa 32 N alarga 2 m un resorte. Determine la amplitud
y el periodo de movimiento si la masa se libera inicialmente desde un
punto situado 1 m arriba de la posición de equilibrio con una velocidad
ascendente de 2 m/s. ¿Cuántos ciclos enteros habrá completado la masa
al final de 4π segundos?
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