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Prdlogo

Los autores aprovechan su experiencia académica para escribir y presentar
el libro, Cdlculo para Ciencias, con la intencién de proporcionar un fundamento
solido de los principales temas que forman parte de los cursos de matematica
universitaria y, al mismo tiempo, senalar la trascendencia e importancia de
la matematica en la solucién de problemas que se presentan en la vida real.

Creemos que un texto de esta naturaleza es adecuado para los estudiantes
de ciencias e ingenieria, cuya relaciéon con las aplicaciones les resultard una
experiencia motivadora y alentadora. El inico requisito matematico esencial
es haber cursado calculo diferencial e integral en la universidad.

El libro esta organizado por capitulos y, en cada una de ellas se comienza
por establecer las definiciones, propiedades, teoremas de los temas a tratar
en él. Ademas de los ejemplos que ilustran y aclaran los conceptos tedricos
expuestos, se finaliza con una lista de ejercicios propuestos que ayudara a
reforzar los conocimientos adquiridos.

Los autores



Capitulo 1
Coordenadas Polares

En los cursos previos a este curso se ha utilizado el sistema de coordenadas
cartesianas como referencia para la ubicacién de puntos en el plano. Sin embargo
existen otros sistemas de coordenadas que para determinados problemas pueden
ser utilizados con mayores ventajas que el cartesiano. Uno de estos sistemas es
el de coordenadas polares que definiremos a continuacién.

1.1. Sistema de coordenadas polares

Para definir las coordenadas polares de un punto en el plano fijamos inicial-
mente en él un punto O al que denominaremos polo y una semirecta ( rayo)
horizontal fija con origen en el polo a la que llamaremos eje polar (E,). Las
coordenadas polares de un punto cualquiera del plano polar son P (r,6), donde
r : radio vector.

0 : angulo polar expresado en radianes.

P(r, &)

\4

Figura 1.1:

Es importantes destacar las siguientes observaciones:

1. La longitud del radio vector es la distancia medida desde el polo al punto
P, esto es |r| =d (0, P) = |OP].

2. El dngulo polar se mide como en trigonometria y tiene: lado inicial (eje
polar), vértice (el polo) y lado final o terminal.
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3. El &mgulo @ es positivo cuando se mide en sentido antihorario y es negativo
cuando se mide en sentido horario.

4. Si el radio vector 7 es positivo, entonces el radio vector OP se encuentra
en el lado final del dngulo #; en cambio si el radio vector r es negativo,
entonces el radio vector OP se encuentra en la extensién o prolongacién
del lado final del angulo @, pero sobre el rayo m + 6. (Ver figura 1.2)

P(r,8)

r=0 pras

\4

r=0

P(r,8)
Figura 1.2:

5. Las coordenadas polares de un punto dado no son tnicas, es decir infinitos
pares de la forma (r, ) tienen asociados el mismo punto debido a que 0 y
0 + 2nm, n € Z determinan la misma direccién. Asi también la direccién
opuesta a la determinada por el dngulo 6 + 7 es (r,6) o bien (—r,8 + )
que son dos representaciones de un mismo punto. En general,

P(r,0)=P((-1)"r,0+nm), nez.

6. Cualquier par de coordenadas de la forma (0, ) representa el polo.

Nota: Se denomina par principal al par (r,6),r >0y 0 <6 < 27.

Ejemplo 1.1 En un sistema polar grafique los puntos dados y luego encuentre

Sus equivalentes N
1 ’ 3 ; 2 ; 6 3 "4

Solucion.

= Para el punto P; <4, g) .
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(+3)

wl=

Figura 1.3:

Los puntos equivalentes son:
47 71 ) 47 —om ) _41 41 ) _47 2
3 3 3 3

= Para el punto P» (4, —%) .

Figura 1.4:

Los puntos equivalentes son:
47 _13771- ’ 47 Hi 3 _47 _E ) _47 51 .
6 6 6 6

3
= Para el punto P; (2, :) .

Los puntos equivalentes son:

CETTE 65 en
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Figura 1.5:

1.2. Relacién entre coordenadas polares y rectangu-

lares

En ciertas situaciones es necesario transformar la ecuacién cartesiana de un
lugar geométrico en la respectiva ecuacién polar y viceversa. Las férmulas que
permiten estas transformaciones se pueden determinar ficilmente si consider-
amos un sistema rectangular y un sistema polar de manera que el origen y la
parte positiva del eje X del primero se hacen coincidir con el polo y el eje polar
del segundo; y la parte positiva del eje Y con el rayo para la cual § = 7/2, tal

como se indica en la Figura 1.6

A v

X
»
>E

Y

X

Figura 1.6:

Sea P un punto cualquiera que tenga por coordenadas cartesianas (x,y) y
por coordenadas polares (r,6). Entonces, de la figura 1.6, se deducen inmedi-

atamente las relaciones siguientes:
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x =1cosb, y=rsenf ... (1)

22 +y? =02 =r=xx2+y? . (2)

tanf = Q, x#0 =0 =arctan L e (3)
x x

Ejemplo 1.2 Halle las coordenadas cartesianas de cada uno de los siguientes

o 4 s
tos: Py | 6, — Py -4, — Pyl -2, ——].
puntos 1(74)3 2( 53>y 3< ’ 6)

Solucién. 5
Para el punto P se tiener =6y 6 = Zﬂ- Luego, usando las relaciones (1)

y (2) tenemos:

2
r = 7"(:089:6005577:6(—[):—3\@

4 2
5 2
y = rsenf = 63671—7r =6 <—\[> — 32
4 2
P (—3[2, —3\/5)
. 47
De igual forma para P, conr = —4y 0 = 5 tenemos:
47 1
x 7 COS cos 3 ( 2)
4 3
y = rsenf = —Asen— — _4 <_\[> —92V/3
3 2
P, (2, 2\6)
1o T
Por ultimo para Py conr = -2y 0 = 5 tenemos:
x = rcosf =—2cos (—7(?) =2 <—\g§> =3

1
y = rsenf = —2sen (WT) = -2 <> =1
6 2

Py (\/?? —1)
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Ejemplo 1.3 Halle un par de coordenadas polares correspondiente a los puntos:

a) P (0,-1) b) P> (2,-2V3).

Solucién.
a) Usando las relaciones de transformacién (2) y (3), tenemos:

o= Va2 Hy? =402+ (1) =+1

tanf =
Por lo tanto el par de puntos en coordenadas polares son: P; (—1 E) 0

™ ’2

b) De las relaciones (2) y (3), tenemos:

ro= EyVa?4y?=+4/22 4

y _ —2V/3 o
tanf = =0=—, —
o T2 3 3

5
Por lo tanto el par de puntos en coordenadas polares son: P (4, 37r> 0
2
P (—4, 77) .
3

Ecuaciones polares

Definicién 1.1 Una ecuacion polar es una expresion de la forma
F(r,0) =0

donde F (r,0) es una funcién que depende de los pardmetros r y 0.

Cabe senalar que una ecuacién en coordenadas cartesianas tendré asociada
una ecuacién polar y reciprocamnete.

Ejemplo 1.4 Halle la ecuacion polar del lugar geométrico cuya ecuacion carte-
siana es

22— 4y —4=0.
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Solucién.
Reemplazando las relaciones (1) y (2) en la ecuacién dada, se obtiene

r?cos 6 — drsenf) — 4 = 0.

Ejemplo 1.5 Halle la ecuacion cartesiana del lugar geométrico cuya ecuacion

polar es
4

"= 14+ 2cos@’

Solucion.
Primero es conveniente reescribir la ecuacién dada en la forma

r=4—2rcos@.

Sustituyendo r = /22 4+ y2 y rcos§ = z, tenemos

+va?+y? =4 -2z

Luego, elevando al cuadrado y efectuando operaciones se obtiene la ecuacion
rectangular de la hipérbola

2% —y?/3 — 8x/3416/3 = 0.

Ecuaciones equivalentes

Teniendo en cuenta que los pares ordenados (r,6) y ((—=1)"r,0 + nr) para
cualquier n € Z representan el mismo punto, se tiene la siguiente.

Definicién 1.2 Decimos que dos ecuaciones en coordenadas polares F (r,0) =
0y G(r,0) =0 son equivalentes si cualquier punto que satisface a una de ellas
satisface a la otra.

A partir de la defincién podemos decir que dos ecuaciones equivalentes tienen
la misma grafica. Para determinar si las ecuaciones F' (r,0) y G (r,0) = 0 son
equivalentes debemos sustituir (r,0) por ((—1)" 7,6 + n7) en una de ellas para
obtener la otra.

Ejemplo 1.6 Las ecuaciones equivalentes a la ecuacion polar r = 3+ cos @ son
de la forma
(—1)"r=3+cos (0 +nm).

Es decir, r = 34+ cosf y r = —3 4 cosb son equivalentes y por lo tanto
describen el mismo lugar geométrico.
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Distancia entre dos puntos en coordenadas polares

La distancia d entre dos puntos cualesquiera en coordenadas polares P (r1,61)
y P, (r2,02) esta dada por

d= \/7“% + 13 — 2ryro cos (61 — 02).

La deduccién de esta formula se puede realizar a partir de la figura 1.7 ,
usando la ley de cosenos.

P1(’-"'1J31)
\\ d
A % Py(ry,8,)
] \\\ ///T:
X >Ep
Figura 1.7:
. . . 5% T
Ejemplo 1.7 Calcule la distancia en tre los puntos Py | —3, B y Py (5, E) .

Solucion.

d = \/(—3)2 +52 —2(—3) (5) cos (?g - ;;)

1
- 1/34+30cos§ — [34430 <2>

|
~
5
©
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1.3. Ecuaciones polares y sus graficas

1.3.1. Ecuaciéon de la recta en coordenadas polares

Proposicion 1.1 La ecuacion polar de una recta L que no pasa por el polo
estd dada por:

L:p=rcos(f—w). (1.1)

Figura 1.8:

En el tridgngulo ONP (ver figura 1.8) se verifica que
p=rcos(f —w), p>0, 0°<w<360°

donde
p : Longitud de la perpendiculaar ON
w : dngulo de la normal ON
P (r,0) : punto genérico de L

Los casos particulares de la ecuacién (1.1) son las siguientes:

1. La ecuacién polar de una recta que pasa por el polo (0, 0) es:

L:0=c, 0<c<m
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oA
w

ol

Figura 1.9:

2. La ecuacién polar de una recta que es perpendicular al eje polar y esta a

p unidades del polo es:

+p=rcos, w=0 p>0

Si p tiene signo positivo, entonces la recta L se encuentra a la derecha del

polo.
Si p tiene signo negativo, entonces la recta L se encuentra a la izquierda
del polo.
L: 1=rcos8 L: —1=rcos8
s > Ep < * > Ep

Figura 1.10:

3. La ecuacién polar de una recta que es paralela al eje polar y estd a p

unidades del polo es:

+p =rsend, w:g, p>0

Si p tiene signo positivvo entonces la recta L se encuentra por arriba del

eje polar.
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Si p tiene signo negativo, entonces la recta L se encuentra abajo del eje

polar.
T
2
A o————>Ep
| 1
E L: 2 =rsenf |
: }
! : L: — 2 =vsenéd
| l
5 > Ep '
Figura 1.11:

1.3.2. Ecuacion polar de una circunferencia

Proposicién 1.2 La ecuacion polar de una circunferencia con centro en el
punto (p,«), y radio a, a > 0 es:

C:r*+4p* —2rpcos (0 — a) = a? (1.2)

=
~
~
~

R EEREEnEEE e AN
=2
3
Z

=i}
™
]

;Ep

Oa

Figura 1.12:
Los casos particulares de le ecuacién (1.2) son las siguientes:

1. La ecuacion polar de una circunferencia con centro en el polo es:

C:r==a
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O
[

Figura 1.13:

2. La ecuacion polar de una circunferencia que pasa por el polo y cuyo centro
esta sobre el eje polar es:
C:r==2acosf
El signo es +, si el centro esta a la derecha del polo.

El signo es —, si el centro esta a la izquierda del polo.

C: r =4cos8 C: r=—4cosd

>Ep < —>Ep

Figura 1.14:

3. La ecuacion polar de una circunferencia que pasa por el polo y cuyo centro
esta sobre el eje a 90° es:

C:r=22a senb

El signo es +, si el centro esta arriba del polo.

El signo es —, si el centro esta abajo del polo.
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C: v =4end Ep

e

o

C: r=—4end

<®

@) Ep

Figura 1.15:

1.3.3. Ecuacion general de las cénicas en coordenadas Polares

Definicién 1.3 Sea Lp una recta fija en el plano y F un punto fijo no con-
tenido en esa recta. Se llama conica al conjunto de todos los punto P en el
plano, tal que la razén de su distancia de P a F y la distancia de P a Lp es una
constante positiva e. La conica es una pardbola si e = 1, una elipse si 0 < e < 1
y una hipérbola si e > 1.

La recta fija Lp se llama directriz, el punto fijo F', foco, y la constante
positiva e, excentricidad de la cénica.

Teorema 1.3 Sea e la excentricidad de una conica cuyo foco estd en el polo y
a p unidades de la recta directriz, Lp, correspondiente.
1.) Si el eje focal coincide con el eje polar, la ecuacion de la cdnica es de

forma

€p
= 13
" 1+ ecost (1.3)

Se considera el signo +, si Lp estd a la derecha del polo.
Se considera el signo —, si Lp estd a la izquierda del polo.
2.) Si el eje focal coincide con el eje a g, la ecuacion de la conica es de la

forma

ep
= — 1.4
" 1+ e senb (1.4)

Se considera el signo +, si Lp estd arriba del polo.
Se considera el signo —, si Lp estd abajo del polo.

Prueba.
La demostracion de los resultados en el teorema tienen un proceso similar,
por lo que haremos uno de ellos.
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Lp

P(r,8)

St T

g

>E
© rcosg B P

4SS " S,

Figura 1.16:

Sea P (r,6) un punto genérico de la cénica y Lp su recta directriz corre-
spondiente al foco ubicado en el polo. Desde P trazamos las perpendiculares
PB y PC al eje polar y a Lp respectivamente.

Segun la definicién general de conica, el punto P debe satisfacer la condicién

_ d(PQ)
e= 4(P.Lp)’ (1.5)

Ahora, en la figura observamos que

d(PQ)=r

d(P,Lp)=d(D,0)+d(0O,B) =p+rcosé.
Entonces, sustituyendo estos valores en (1.5), obtenemos

r
e=————.
p—+rcosf
Lo que implica que
ep

"T 1 T ecosh
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Ejemplo 1.8 Identifique la conica cuya ecuacion polar es

12
r=
2+ cosf

Luego, halle las coordenadas polares del centro y vértice y las longitudes de los
ejes y del lado recto.

Solucion.

Lp

| >r‘*
\4

m

©

IV, ¢ ':O |41
R
Figura 1.17:

Dividiendo por 2 tanto al numerador como al denominador de la a ecuacién

dada, resulta
6

Tzli-
1+§COSH

Ahora comparando con la ecuacién (1.3), vemos que la excentricidad es
e = 1/2 y por tanto, la cénica corresponde a una elipse. Ademads, de ep = 6 se
deduce que d = 12.

Los puntos extremos del eje mayor encontramos haciendo § = 0y 6 = 7.
Esto es, V1 (4,0) y Vo (12,7), lo que implica que la longitud del eje mayor es
20 =d(V1,V5) =16y a = 8.

El centro de la elipse es el punto medio (4,7) del segmento que une V; y
Va. Por otro lado, del hecho que e = ¢/a se obtiene ¢ = 4; y de la relacién
a? = b%2 + ¢? se obtiene b = 4+/3. Por tanto la longitud del eje menor es 2b = V6.

Haciendo # = 7/2 se tiene r = 6, y asi la longitud del lado recto es 12.
2

Asfmismo, de la relacién — = 12 se obtiene b = 41/3, por lo que la longitud
a

del eje menor es 2b = /6.
Ejemplo 1.9 Identifique la conica y luego grafique

6

= —
1 — senb
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Solucion.
En este caso la excentricidad es e = 1 y por tanto la conica representa una

parabola. Por otro lado, de ep = 6 se obtiene p = 6.

(S

Figura 1.18:

Ejemplo 1.10 Identifique la conica cuya ecuacion polar es

6

"= 24 4cosf’

Solucién.
Dividimos por 2 tanto al numerador como al denominador de la ecuacién

dada para obtener

3
r=-—,.
1+ 2cosf
Luego, comparando con la ecuacién (1.3), vemos que la excentricidad es e = 2.

Por tanto, la cénica es una hipérbola. Ademés de ep = 3 se tiene p = %

1.4. Trazado de curvas en coordenadas polares

En esta seccién consideremos el trazado de curvas en coordenadas polares
F (r,0) = 0. Para este propoésito se recomienda realizar los pasos siguientes:

1. Intersecciones

a) Con el eje polar

Hacemos 6 = 0 para encontrar los valores de r.
Hacemos # = 7 para encontrar los valores de r.
En general, podemos hacer § = nw, n € Z.

b) Con el eje normal (Eje a g)
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Hacemos # = 7 /2 para encontrar los valores de r.
Hacemos 6 = 37/2 para encontrar los valores de r.

En general, podemos hacer 6 = g +nm, n € Z.

2. Rectas tangentes al polo.

Estas son rectas tangentes a la curva y el punto de tangencia es el polo.
Su forma general es § = 6, (constante) y se determina haciendo r = 0 en la
ecuacion polar y luego resolviendo para 6.

3. Simetrias.
La prueba para averiguar la simetria de una curva de ecuacién polar se
resume en la siguiente tabla.

La ecuacién polar no se altera, o se transforma
en una ecuacién equivalente
a) se sustituye 6 por —6, o

Simetria con respecto al:

Ej 1 .
Je potar b) se sustituye § por 7 — 6 y r por —r
- a) se sustituye 6 por m — 6, o
Eje a § .
b) se sustituye 6 por —6 y r por —r
Polo a) se sustituye 6 por m + 6, o

b) se sustituye r por —r

En la figura ilustramos el resumen de la tabla.

m m
2 2 2
| P(r,6) |
Q(T;'-'T ) P(r,8)
' Ep
o(r,—8) Qlr,m+6)
Simetria con respecto al eje polar Simetria con respecto al eje a 90° Simetria con respecto al polo

Figura 1.19:

4. Extensién.
Consiste en despejar r en funcién de 8 ( r = f () ) y analizar la variacién
deryé.
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= Si r es finito para todo los valores de 6, se trata de una curva cerrada.

= Si r es infinito para ciertos valores de #, entonces la curva es abierta .

5. Tabulacién.
Consiste en asignar valores particulares a 6 para obtener el valor o valores
reales correspondientes de r.

6. Trazado de la grafica.
Con los valores de las coordenadas obtenidas en el paso 5 y mas la informa-
cién obtenida en los pasos anteriores se procede a bosquejar la curva.

Ejemplo 1.11 Discutir y graficar r =5 (1 + cosf).

Solucién.
1. Intersecciones.
a) Con el eje polar.

Si 6 = 0, entonces r = 10. Asi, P; (10,0).

Si @ = 7, entonces r = 0. Asi, P; (0, 7).

b) Con el eje Normal.

Si 6 = 5, entonces r = 5. Luego P3 (5, g) )
Sif= 37“, entonces r = 5. Luego Py (5, 37”) .
2. Tangentes al polo.

Hacemos r = 0 en la ecuacién dada y resulta 5 (1 + cosf) = 0. Al resolver
se tiene 0 = .

3. Simetrias.
Notemos que r = —5(1 —cosf) es equivalente a la ecuacién dada r =
5(1+cos®).

Con el eje polar.

a) Reemplazamos 6 por —6.
r=5(14 cos(—6)) =5(1 + cosf). Observamos que la ecuacién dada no se
altera, y por lo lo tanto la curva es simétrica con respecto al eje polar.

b) Reemplazar 6 por m — 6 y r por —r, ya no es necesario realizar.
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Con el eje Normal.

a) Reemplazamos 0 por m — 6.
r=5(1+cos(m—6)) =5(1—cosh).

b) Reemplazamos 6 por —6 y r por —r.

-r=5(1+cos(—6)) =5(1+ cosb)

Podemos observar que tanto en a) como en b) la ecuacién dada se altera.
Por lo tanto la curva no es simétrico con el eje normal

Con el Polo.

a) Reemplazamos 6 por 7 + 6.
r=>5(1l+cos(m+6)) =5(1—cosb)

b) Reemplazamos r por —r.

—r =5(1+cosf).

Podemos observar que tanto en a) como en b) la ecuacién dada se altera.
Por lo tanto la curva no es simétrico con respecto al polo.

4. Extension.
Es inmediato ver que el valor méximo de r es 10 cuando # = 0 y su valor
minimo es 0 cuando § = w. Veamos:

—1<cosf<1=0<14cosf<2=0<(1+cosh)<10.

Lo que implica que 0 < r < 10 para 6§ € [0,27], y por lo tanto la curva es
cerrada.

5. Tabulacién.
Como la curva es simétrica con respecto al eje polar, es suficiente tomar
valores de 6 entre 0 y .

010 |x/6|7/4|7/3|m/2|2n/3|5n/6 |
r[10]93 [85 |75 |5 [25 [067 |0
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6. Trazado de la curva.

Figura 1.20:

Ejemplo 1.12 Discutir y graficar *> = 9cos (26) .

Solucion.

1. Intersecciones

a) Con el eje polar.

Si @ = 0, entonces r = £3. Tenemos los puntos (£3,0)
Si @ = 7, entonces r = £3. Tenemos los puntos (£3, 7).

b) Con el eje Normal.

Si @ = 3, se tiene r complejo, por lo que no hay interseccién con el eje
normal.

Sif = 37”, se tiene r complejo, por lo que no hay interseccién con el eje
normal.

2. Tangentes al polo.

Hacemos 7 = 0 en la ecuacién dada y resulta 9cos?20 = 0. Al resolver se

tiene § = /4, 3w /4, 5w /4,y T /4.

3. Simetrias.

Con el eje polar.
a) Reemplazamos 6 por —6.
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72 = 9cos (2(—0)) = 9cos(20). Observamos que la ecuacién dada no se
altera, y por lo lo tanto la curva es simétrica con respecto el eje polar.

b) Sustituir § por m — # y r por —r, ya no es necesario realizar.

Con el eje Normal.
a) Reemplazamos 6 por m — 6.
72 =9cos (2(m — 0)) = 9cos (20)

b) Reemplazamos 6 por —6 y r por —r.

(—r)* = 9cos (2 (—0)) implica r2 = 9 cos (26)

Podemos observar que tanto en a) como en b) la ecuacién dada no se altera.
Por lo tanto la curva es simétrico con el eje normal.

Con el Polo.
a) Reemplazamos 0 por 7 + 6.
72 = 9cos (2 (7 +6)) = 9cos (20)

b) Reemplazamos r por —r.

(—r)? = 9cos (260) implica 2 = 9 cos (26)

Podemos observar que tanto en a) como en b) la ecuacién dada no se altera.
Por lo tanto la curva es simétrico con respecto al polo.

4. Extension.

El valor de r alcanza un méximo pra 8 = 0 ya que cosO = 1, con lo que
r = 3. Lo que implica que la curva es cerrada. Por otro lado, cuando el dngulo
20 esta comprendida entre 7/2 y 37/2, cos 260 es negativo y los valores de r son
complejos. Por consiguiente, no hay curva entre las rectas § = 7/4 y 3w /4.

La variacién de r se determina como sigue:

—1<cos20<1=-9<9c0os20<9=0<r2<9
Esto implica que
—3<r<3 y 0<0<w/4 y 3r/4<O<m.
5. Tabulacién.

Teniendo en cuenta la simétria de la curva y el intervalo de variacién de los
valores excluidos de 6, asignaremos valores a 6 entre 0 y /4.

0 |0 | #/12 | 7/6 | m/4
cos260 | 1 0.806 | 0.5 0
r +3 [ 428 | +21 0
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6. Trazado de la curva.

270

r2:9003(2t)

Figura 1.21:

Grafica de algunas curvas especiales
Rosas

La grafica de la ecuacién polar de la forma
r = acos (nd) o r =a sen(nf)

para todo n entero positivo mayor que 1 y para todo nimero a real diferente de
cero es una rosa que tiene varios pétalos que parten del polo. Si n es par tiene
2n pétalos; en cambio si n es impar tiene n pétalos.
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Ejemplo 1.13 FEn las figuras 1.22 y 1.23 se muestran algunas rosas.

Figura 1.22:

r=2cos(2(8))

Figura 1.23:

Caracoles

La grafica de cualquier ecuacién polar de la forma
r=a+b send 0 r=a +bcosf
tal que:
1. |a| < |b], @ # 0, son caracoles que tienen un lazo.

a ..
2. — =1, son cardioides.

b
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a
3. 1< 3 < 2, son caracoles con hendidura.

4. 2 < —, son caracoles convexos.

4
b

Ejemplo 1.14 En las figuras 1.24 y 1.25 se muestran caracoles con lazo inte-
rior: 0 < 3 <1

r=2+4 sin(@) r =24 sin(8)

Figura 1.24:

r=2+4 cos(6) r=2-4 cos(f)

Figura 1.25:
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Ejemplo 1.15 FEn las figuras 1.26 y 1.27 se muestran las cardioides: a = b

I =4+4 cos(0)

Figura 1.26:

r = 4+4 sin(@) r = d=4 sin(8)

Figura 1.27:
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Ejemplo 1.16 FEn las figuras 1.28 y 1.29 se muestran caracoles con endidura:

a
1< =<2
b

r=3+2 cos(B)

Figura 1.28:

270 270
r=3+2 sin(8) r=3-2 sin(d)

Figura 1.29:
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Ejemplo 1.17 Enlas figuras 1.30 y 1.31 se muestran caracoles convexos: 2 <

SallS

r= 2+cos(8) r = 2-cos(8)

Figura 1.30:

r=2+sin(8) r=2-sin(f)

Figura 1.31:
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Lemniscata

La grafica de la ecuacién polar de la forma:
r? = +a? sen (20) 0 r? = +a® cos (26)
se llaman Lemniscatas.

Ejemplo 1.18 En las figuras 1.32 y 1.33 se muestran algunas lemniscatas.

r2=-959n(2t}

Figura 1.33:
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Espiral de Arquimides

La curva representada por la ecuacién r = af, donde a es una constante, es
llamada la espiral de Arquimides.

Espiral logaritmica

La curva representada por la ecuacién r = ae®, donde a y b son constantes,
es llamada la espiral logaritmica.

En la figura 1.34 se muestran las curvas: r = 260, 0 < 0 < 271 y r = €%/6,
=27 <0 < 2m.

270
r = exp((6)/6)

Figura 1.34:
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1.5. Intersecciéon de curvas en coordenadas polares

El método para obtener los puntos de interseccion de dos curvas en co-
ordenadas polares es semejante al empleado en coordenadas cartesianas. Las
soluciones del sistema formado por las ecuaciones F' (r,0) = 0y G (r,0) = 0,
representan las coordenadas (r,0) de los puntos de interseccibn; sin embargo
debido a que las coordenadas polares de un punto no son tunicas, un punto
particular P de interseccién de dos curvas, las coordenadas polares de P que
satisfacen la ecuacién de una de las curvas no satisfagan la ecuacion de la otra,
pero satisfagan a una de sus ecuaciones equivalentes. Para evitar estas dificul-
tades, es recomendable graficar ambos curvas con referencia al mismo polo y
eje polar y considerar cada punto de interseccién individualmente.

Ejemplo 1.19 Determine los puntos de interseccion de las curvas cuyas ecua-

ciones son: r> = 2cos (20), r = —2send.
Solucién.
Denotando a las ecuaciones dadas como r? = 2cos (20) y 1o = —2send, y

luego elevando al cuadrado al segundo igualamos 72 = r3. Efectuando opera-

ciones tenemos

1 1
2 (1 — 286n20) = 4sen®0 = sen’0 = 1 = senf) = :|:§.
. . Tm 1w )
Los valores de 6 que satisfacen las ecuaciones dadas son § = —, ——. Susti-

tuyendo estos valores en una de las ecuaciones nos da r = 1. De esta foma los
puntos de interseccién entre las dos curvas son P; (1, %’) y Py (1, HT’T) .
Ahora, veamos si las curvas dadas pasan por el polo. Para esto hacemos
r =0 en cada ecuacién y tenemos:
0 = 2cos(20)=60= g Luego, P3 <Z,0)
0 = —2senf =60 =0. Luego, P4(0,0)

De esto se concluye que ambas curvas pasan por el polo. (Vedse figura 1.35)
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r2=2c0s(2t)

180

330

r=-2sen(t)

Figura 1.35:

Ejemplo 1.20 Determine los puntos de interseccion de las curvas cuyas ecua-
ciones son: r = 3senfl, r =1+ send.

Solucioén.
Igualando las dos ecuaciones resolvemos para 6, Esto es,

1
3senf = 1+ senf = senfl = 3

Los valores de 6 que satisfacen las ecuaciones son 6 = §, %’r. Reemplazando
estos valores en una de las ecuaciones nos da r = 3/2. De esta foma los puntos
: ;4 3« 3 57
de interseccion entre las dos curvas son Pj (5, 6) v P (5, F) .
Falta ver si las curvas pasan por el polo. Para esto hacemos r = 0 y se
determina @ en cada cada ecuacion.

0 = 3senf =60=0. Luego, P3(0,0).

3 3
0 = l—i-senﬁéﬁzg. Luego, Py (0,;)

Esto comprueba que ambas curvas pasan por el polo. (Vedse figura 1.36)
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r=3sen(t)

r=1+sen(t)

150 30

180 : N s e

270

Figura 1.36:

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. En un sistema polar grafique los puntos dados y luego encuentre para cada
punto tres pares de coordenadas polares equivalentes.

a(25) () 9] o (%)
1(15)

2. Exprece en coordenadas polares (r > 0) los puntos dados en corrdenadas
cartesianas.

a) (-1,1)  Db) (2v3,-2) ¢ (-1,=v3)  d)(0,=5) e) (3,0)
3. Exprece las ecuaciones cartesianas dadas a su forma polar.

a) 22 +y? =36

b) 222 4+ 2y? + 22 — 6y +3 =0
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c) x> =9y —-9=0
d) zy =14

. Exprece en coordenadas cartesianas las siguientes ecuaciones.

a) rsent = 2

b) 72 = sen (20)
_ 3

"~ 2—4cosd
d) r—rcosf =4

e) sen?0 — 4rcos?f = 0

c)r

. Determine qué conica representa cada una de las siguientes ecuaciones

polares y haga un bosquejo de la grafica identificando los elementos cor-
respondientes.

a)r—75
- 2—2cosf

8
b= et
(:)7“—73
24 4cosh

4
d>r_2—sen9

. Discutir y graficar las siguientes curvas.

a) r =4cosf

b) r = 6send cos 0
c)r=3+6cosh
d) r =2+ 4send

e) 12 = sen20

f) r=2(1—cosb)

g) r? = 4cos (20)
s

h)r=—,0

)r 7’ >0
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7. Encuentre todos los puntos de interseccién entre las siguientes parejas de

curvas.
a) r = senfl, r =cosf e) r2 = 4sen26, r =2v/2cosf
byr=xn/4, r=3 g)r=1—cosf, r=1-—send
c)r=2send, r=1 h) r —2rcosf =1, r = send
d) 2 =9cos20, r=3v2send

8. Realice el bosquejo de las curvas dadas en el ejercicio 7.



Capitulo 2
Integracion Numérica

2.1. Preliminares

Definicién 2.1 (Particién) Sea [a,b] un intervalo cerrado con a < b. El con-
junto de puntos P = {xg,x1,...,2n} C [a,b] es denominada una particion de
[a,b] si

a=T)<T1<29< ... <Tp1<Tp=2>=

y los x; no necesariamente equidistantes.

Definicién 2.2 (Norma de una particién) Se llama norma de la particion
P de [a,b], al numero

IP|| = méx{Az; /i=1,2...,n},
donde Ax; = x; — x;—1 es la longitud del subintervalo [z;—1,x;] .

Definicién 2.3 (Suma de Riemann) Sea f una funcion definida en [a,b] y
sea P una particion de [a,b] dada por

a=20 <21 <Xy ... <Tp_1<xp=02>,

donde Ax; es la longitud del subintervalo [xi—1,x;]. Si & es cualquier punto del
subintervalo [x;—1,x;], entonces la suma

> (&) A, Ti-1 <& < @
i=1

es llamado suma de Riemann de f para la participacion P.

Definicién 2.4 (La integral definida como un limite de Sumas) Si f es
una funcion definida en el intervalo cerrado [a,b] y el limite de la suma de Rie-
mann sobre la particion P

Im Y f (&) A

P||—0
1Pll=0 &

35
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existe, entonces decimos que f es Riemann-integrable en [a,b] y el limite es

denotada por
n

b
lim Zf(gi)mi:/ f(x)de.

P
IPl—0 <

Teorema 2.1 Toda funcion continua definida sobre un intervalo cerrado de la
recta real es Riemann-integrable.

Teorema 2.2 Si f es continua y positiva sobre un intervalo cerrado [a,b], en-
tonces el drea de la region limitada por la grdfica de f, el eje X y las rectas
verticales t = a y x = b es dada por

Area = /b f(z)dx.

Teorema 2.3 (Segundo teorema fundamental o regla de Barrow.) Si f
es una funcion continua en [a,b] y F' es una antidervada cualquiera de f en |a,b],
entonces

b
/ Fz)de=F () - F(a).

Teorema 2.4 (Teorema del valor medio para integrales.) Si f es una fun-
cion continua en [a,b], entonces existe un nimero ¢ en (a,b) tal que

b
== [ f@a.

El valor f (c) se llama valor promedio de la funcién en el intervalo [a,b].

Ejemplo 2.1 FEncuentre todos los valores de ¢ que satisfacen el teorema del
valor medio para integrales, para la funcion f(x) = sen(x) + %sen (3z) en el
intervalo I = [0, 2.5].

Solucién.
La grafica de f que se muestra en la figura 2.1 indica que podria haber tres
valores de ¢ que satisfacen el teorema del valor medio para integrales.

Una antiderivada de f (z) es F (z) = — cos (z)— cos (3z) . El valor promedio
de la funcién en el intervalo I es
1 2.5 F(2.5) — F(0)
= d e ——
/() 550/, J@d 2.5
1. 4
= 1.873740 = 0.749496.

2.5
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Ay
05 -y = fl)
0.6
0.4
0.2
0 0.5 1.0 15 2.0 25 X

Figura 2.1:

Al resolver la ecuacién f (¢) = 0.749496 en el intervalo I, encontramos tres val-
ores ¢; = 0.440566, co = 1.268010 y c3 = 1.873583. Asi, el drea del rectangulo
de base b —a = 2.5 y altura f(¢;) = 0.749496 es f (¢;) (b—a) = 1.873740.
El drea del rectdngulo es lo mismo que la integral de f (z) en el intervalo I,
que a su vez es el drea de la regién limitada por la curva y = f (z) sobre dicho
intervalo I.

Ejemplo 2.2 Se inyecta una dosis de 3 miligramos de cierta droga en el tor-
rente sanguineo de una persona. La cantidad de droga que queda en la sangre
después de t horas estd dada por f (t) = 3e=0-32,

a) Encuentre la cantidad promedio de la droga en el torrente sanguineo du-
rante la seqgunda hora.

b) Determine el hora aprozimada en que ocurre la cantidad promedio de la
droga en el torrente sanguineo, sabiendo que se inyecto a las 10:00 am.

Solucién.
a) Debemos encontrar el valor promedio f (¢) en el intervalo [1,2]. Por el
teorema del valor medio para integrales, la cantidad promedio es

1 2 0.32¢t
= —0.82t gy
f(c) 51/, 3e

3 —0.32t|2
(—032)6 b

= 1.8643.

La cantidad promedio de la droga en el torrente sanguineo es de aproxi-
madamente 1.864 3 miligramos.
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b) El tiempo, t = ¢, se determina al resolver la ecuacién f (¢) = 1.864 3. En
efecto,

3e73%¢ = 1.8643
1 | (1.8643

— ~1.486 € [1,2
032\ 3 > [1,2]

Por lo tanto, la hora aproximada en que ocurrié la cantidad promedio de la
droga en el torrente sanguineo fue a las 11.00 horas con 49 min aproximada-
mente.

Errores

Los errores numéricos surgen del uso de aproximaciones para representar
operaciones y cantidades matemaéticas exactas. Estas incluyen los errores de
truncamiento y los errores de redondeo

Error de truncamiento

La nocién de error de truncamiento generalmente se refiere a errores intro-
ducidos cuando una expresién matemadtica mas complicada se reemplaza con
una férmula mas elemental. Esta terminologia se origina en la técnica de reem-
plazar una funcién complicada con una serie de Taylor truncada.

Error de redondeo

Los errores de redondeo surgen normalmente al usar una calculadora o com-
putadora para calculos con ntumeros reales, esto se debe a que la aritmética
de la maquina sélo utiliza niimeros con una cantidad finita de cifras, es de-
cir los calculos se realizan inicamente con representaciones aproximadas de los
nimeros verdaderos. Por ejemplo, los niimeros 7, e 0 v/3 no pueden ser repre-
sentados exactamente por la computadora.

En la siguiente definicién se describen dos métodos para medir errores de
aproximacion.

Definiciéon 2.5 Supongamos que z* es una aproximacion de x. El error ab-
*
. . , Tr—x
soluto de la aproximacion es E, = |x — x*| y el eror relativo es R, = ||||,
x
siempre que x # 0.
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Por ejemplo, si x = 2. 71828182, x* = 2. 7182, entonces

E, = |z — 2% =2.71828182 — 2.7182 = 8.182 x 107°

o —a*|  2.71828182 — 2.7182 .
R, = — —3.0100 x 105,
* = T 2. 71823182 8

El Teorema de Taylor

La mayoria de los estudiantes habrén encontrado series infinitas (particular-
mente series de Taylor) en su estudio de calculo sin haber adquirido necesari-
amente una buena comprension de este tema. En consecuencia, esta seccion es
particularmente importante ya que es punto de partida para el andlisis numérico
y merece un estudio cuidadoso.

Teorema 2.5 (Teorema de Taylor.) Supongamos que f € C"*[a,b]'. En-
tonces para cualquier xo y = en [a,b], existe un punto & (x) entre xo y x tal
que

f(z) =Py (z) + Ry (2)

donde
"1
Py (@)=Y 15 f® (o) (& — wo)"
k=0
Yy
1

Ry, (x) FOY () (= mo)™

- (n+1)!

En este caso, P, (x) es el n— ésimo polinomio de Taylor para f alrededor
de xg, y Ry () se llama el término del residuo (o error de truncamiento)
asociado a P, (x). La serie infinita obtenida al tomar el limite de P, (x) cuando
n — 00, es la serie de Taylor para f en torno a xg.

'"Denotamos por f € C"![a,b] el conjunto de todas las funciones f tales que f y sus
primeras n + 1 derivadas son continuas en [a, b] .



2.1. Preliminares 40

Ejemplo 2.3 Obtenga el polinomio de Taylor de tercer grado Ps(x) para la
funcion f (z) = (x — 1) Inx alrededor de xg = 1. Luego,

a) use P; (0.5) para aproximar f (0.5).
b) encuentre una cota superior para el error |f (0.5) — P3(0.5)| por medio
de la féormula de error y comparela con el error real.

Solucion.
El polinomio de tercer grado de Taylor alrededor de xg es

1 1
Py (x) = f (x0) + f' (wo) (z — x0) + 5.f" (x0) (@ — w0)? + g/ (@) (z = z0)° .
Calculando las derivadas respectivas

r—1

f'(z)=——+Inz " (z) = —2073 — x72
x
1 1
" e (4) = 6r—44+92273
@)=t D@ =6 b2
y luego reemplazando en xy = 1, el polinomio es
1)
Py(z) = (- 1)* - %

a) P3(0.5) = 0.3125 aproxima a f (0.5) = 0. 3465.

b) El error real es |f (0.5) — P53 (0.5)| = 0.034.

Usando la férmula del error en £ = 0.5 y con £ entre 0.5 y 1 tenemos:
FOE) =6 +2670 =&+ &

(4)
Ry (0.5) = | 4!(5) (05-1)"
< 1 6 2
= 164 &4 + &
< 161(4,) 6(16) + 2 (8)]
= 0.29.

Ejemplo 2.4 Sea f(z) =Ilnz y xo = 1.

a) Encuentre el polinomio de Taylor P, (x) para f (x) respecto a xy.

b) Encuentre el valor necesario n de P, (x) para aproximar f (2) dentro de
1074 en [1,2].
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Solucion.
Calculando las derivadas

fi(z) = xila f(x) = —1'72, f(3) = 2:5737 X f(k) (z) = (_1)k_1 (k- 1)!xika

k > 1, tenemos:

a)
1 2 1 3 n—ll n
Pa@) = (@-1) =5 @=1+ g @-1 = ()" @ =1)
"1
= Zg(—Uk_l(’f D! (z — 1)~
k=1
b)
1 n —(n n
Ry (z) = m(—l) nl &0 (z — 1)t
-1)" —(n n
_ §z+)1§ (41) (g _ 1y
Luego,
1 —(n n
()] = — €04 (@ 1)
1 —(n n
= arit (D) (@ — 1"
1
< _1n+1
- n+1(x )
esto es por que 1 < £.
Para x = 2, se quiere
IR, (2)] < . 1074

o sea n+ 1> 10%* Lo que implica que para lograr esa precisién se requerira un
polinomio con 10* términos.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Sea f (z) = 3.
a) Determine el segundo polinomio de Taylor P; (x) en torno a xo = 0.

b) Encuentre una cota superior de Ry (0.5) y el error real al usar P» (0.5)
para aproximar f (0.5).

c¢) Repita el inciso (a) usando xp = 1.

2. Sea f(z) = (2+z)"2.
a) Halle el polinomio de Taylor Ps (x) de f (x) alrededor de zp = 2.
b) Use P (r) para hallar una aproximacién a /3.

c) Si z € [1,3], encuentre una cota de |R3 (z)| .

3. Sea f(x)=Inzxy xog=1.

a) Encuentre el polinomio de grado n de Taylor P, (x) para f (x) respecto
a IgQ.

b) Encuentre el valor necesario n de P, (z) para aproximar f (2) dentro
de 1074 en [1,2].
4. Determine el segundo polinomio de Taylor P, (x) para la funcién f (z) =

e® cosx en tornoo a xg = 0.

a) Use P, (0.5) para aproximar f (0.5). Determine una cota superior para
el error

£ (0.5) = P, (0.5)]
por medio de la férmula para el error y compaérelo con el error real.

b) Calcule una cota para el error | f () — P ()| al usar P, (x) para aprox-
imar f (z) en el intervalo [0, 1].

c¢) Aproxime fol f (z) dz por medio de fol Py (z)dx

d) Calcule una cota superior para el error en (c¢) mediante fol |Ry ()| dz y
compérela con el error real.

5. Repita el ejercicio 2 con zp = /6.
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2.2. Integracion numérica

La integracién numérica es una erramienta fundamental que se usa en las
ciencias y la ingenieria para obtener valores lo mas aproximado posible de inte-
grales definidas f; f (z) dz que no pueden calcularse analiticamente. Es decir,
se necesita cuando:

1. La funcién f (x) sélo se conoce en puntos concretos.

2. No se conoce la primitiva de la funcién f (x).

4. Aunque se conozca la primitiva de la funcién, su célculo es tan costoso
que es mejor usar un método aproximado para calcularla.

5. Otras causas.

En esta seccién revisaremos las sumas de Riemann como una forma de
aproximar una integral definida y posteriormente presentaremos las férmulas
de integracién de Newton - Cotes.

2.2.1. Aproximacién de una integral por sumas de Riemann
Suponga que f estd definidaen [a,b] y P = {a = xo, x1,22, -+ ,Tp—1,Zn = b}

—a
es una particién regular de [a,b], esto es, A,, = —— para toda i. Entonces la
n

suma de Riemann estd dada como

b—a

n

Sp = Y FE&),  wmia<&<a
i=1

Consideraremos tres casos en el que el punto §; es el extremo izquierdo,

extremo derecho o punto medio del subintervalo [z;_1, z;] . (Vedse la figura 2.2)

Ay Ay A

f

A/

»
X

a b @ b

Punto izquierdc Punto derecha Punto medic

Figura 2.2:
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Suma de Riemann del punto izquierdo.

Si&=zi1=a+(i—1)

,t=1,2---  n, entonces

5=t @ =0 s (a0 22t e

Suma de Riemann del punto derecho.
b—a

Si§i=z,=a+1 ,t=1,2--- n, entonces

n n

=t s = (000 e

=1

Suma de Riemann del punto medio.
Sig = leTm =a+ (z—%) Ta’ i=1,2---,n, entonces

Snzb;aif(fihb;aif(mr(i—;)b;a>. (2.3)

=1

3
Ejemplo 2.5 Aproxime las integral deﬁm'da/ (:L'2 + 2)_1 dx, por medio de las

1
sumas de Riemann del punto isquierdo, derecho y del punto medio con n = 4.

Solucion.
Sea f(x) = (x2+2)_1. Tenemos a = 1, b = 3 y n = 4, por lo que
h—
A, = ® — 0.5. Los valores de i1 =14+ — 1) % y f(xi—1) parai =1,2,3,4
n

se recogen en la siguiente tabla:

] 1 2 3 4
Ti—1 .’17():1 .CC1=1.5 33322 .’174:2.5
f(xzi—1) | 0.3333 | 0.2353 0.1667 | 0.1212

Mediante la suma de Riemann del punto izquierdo tenemos la siguiente
aproximacién
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3

/1(m2+2)‘1dx ~ 0.5(f (20) + f (e1) + f (a3) + f (22))
0.5(F (1) + F(L5)+ F(2)+7(3)
0.5 (O. 3333 +0.2353 +0.1667 + 0. 1212)
0.4228.

Para la suma de Riemann del punto derecho, con z; = 1+ z% y f(x;) para
1=1,2,3,4 , tenemos la siguiente aproximacion.

3
/1 (@®+2) " de ~ 0.5(f (21) + f(22) + f (w3) + f (22)

= 05(f(1.5)+ [(2)+ [ (2.5)+ [ (3))
~ 0.5(0.2353 + 0,1667 + 0. 1212 + 0. 0909)
~ 0.3071

Ti—1 + x;

Por tdltimo para la suma de Riemann del punto medio, con §; = 5

y f(&) parai=1,2,3y 4, tenemos

[t < (255 o (52 or(252) r(52)
1

0.5(f (1,25) + £ (1.75) + £ (2.25) + [ (2.75))
0.5(0.2807 4+ 0.1976 + 0. 1416 + 0. 1046)
0.3623.

Q

Vistos los resultados, la aproximacién por sumas de Riemann de punto medio
resulto ser la mas cercana al valor real 0. 364 02 obtenido con el teorema funda-
mental del célculo.

2
Ejemplo 2.6 Aproxime las integral definida / cos z2dz, por medio de las
0

sumas de Riemann del punto derecho con n = 8.

Solucién.

1
Sea f (z) = cosz?. Tenemos a =0,b=2y n =238, por lo que A‘T:Z
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Mediante la suma de Riemann de punto derecho tenemos la siguiente aprox-
imacién
2 n 8
b—a b—a 1 1
2 , .
cos x dx f(a—i—z >: f<z>
= 0,25[f(0.25)+ f(0.5)+ f(0.75) + f (1)

+f(1.25) + f(1.5) + £ (1.75) + f (2)]
= 0.25 [cos (0.25)% + cos (0. 5)% + cos (0. 75)? + cos (1)?

Q

+ cos (1,25)% + cos (1,5)% 4 cos (1. 75)* + cos (2)?
0.2707.

Q

2.2.2. Férmulas de integracion de Newton-Cotes

Debidas a Newton y Roger Cotes, Inglaterra, 1682-1716.

Las formulas de Newton-Cotes son los tipos de integraciéon numérica clasicas.
Consiste en la estrategia de reemplazar una funcién complicada o datos tabu-
lados por un polinomio de aproximacién que es facil de integrar, o sea

I:/abf(:v)d:c%/aan(:c)dx,

donde P, (x) es un polinomio de grado n.

Existen formas cerradas y abiertas de las férmulas de Newton-Cotes. En
este texto, se recogen solamente las férmulas cerradas? al utilizar polinomios de
aproximaciéon de grado n = 1,2 y 3; y que se resume en el siguiente teorema.

Teorema 2.6 Supongamos que x = xo+ kh (k= 0,1,2,...,n ) son nodos
igualmente espaciados y sea fr = f(xg) para cada k = 0,1,2,...,n. Las tres
primeras formulas cerradas de Newton-Cotes son:

1. Regla del Trapecio
X1 h
| f@dom G0+ £, (24)
o

2. Regla 1/3 de Simpson

| r@dem (e ani g, 25

2Las formas cerradas son aquellas donde se conocen los datos al inicio y al final de los
limites de integracién.
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3. Regla 3/8 de Simpson

/ f(z (f0+3f1+3f2+f3) (2.6)

Prueba.
La regla del trapecio corresponde a n = 1. (Vedse la figura 2.3)

AY

Py

EA

Figura 2.3:

Sea f una funcién definida en el iintervalo [xg,z1] tal que fo = f(x0) y
fi = f(z1). Entonces el polinomio de interpolacién de grado uno, que une los

punos (zo, f (x0)) y (21, f (1)) es

Py (z) = fi

0 1 .
ro — X1 Tr1 — X0

Tr — 1 r — X0

Como fo v fi son constantes al momento de integrar, tenemos

[ = [ nerse [T (0= e ni= o
= fo <m_1x0> /11 (m—ﬂfl)d‘r—i_fo (x_lxo)/l’l (m_xo)dx

xT

= 5 (ot )
= g(fo-i-fl)-

El caso n = 2 corresponde a la regla de Simpson (vedse la figura 2.4).
En este caso el polinomo de interpolacién de grado dos, es

B (x —z1) (x — x2) (x — zp) (x — x1) (x —x0) (x — x1)
B@=f (zo — 1) (z0 — 2) o (21— o) (w1 —a2) (w2 — w0) (w2 — 21)
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Figura 2.4:

Puesto que fy, f1 v f2 son constantes al momento de integrar, se tiene

/mf(x)dx N fo/m (l’—l‘l)( _-’L’) dx—l—fl T2 ($—$0)(x—xl) i

zo — 1) (2o — 22) 2ol (21 — 20) (71 — T2)

+f/ (x — x0) (x — x1) s

(1‘2 — Zo (1'2 - $1)

Ahora hacemos el cambio de variable x = zg + th de modo que dx = hdt.
Como los nodos xj, = xg + kh estan equiespaciados, podemos escribir zj, —x; =
(k—j)hyx—axr = h(t—k); y luego introducimos esto para simplificar las
integrales y asi

x2 @ 2 9 B 2 B hfz B
/ZO f(z)dx 5 /0 (t* =3t +2)dt hfl/o( t)dt + —= 5 /0 (t* —t) dt
= g(f0+4f1+f2)-

Q

La prueba para n = 3, se realiza en forma similar a partir del polinomio
interpolador de Lagrange de grado tres.

Corolario 2.6.1 (Precisién de las férmulas de Newton-Cotes. ) Supongamos
que f es suficientemente derivable, entonces el término del error de truncamien-

to, E, de las formulas de Newton-Cotes contienen una derivada de orden supe-

rior evaluada en un cierto punto § € (a,b) .

1. La regla del trapecio tiene un grado de precision den =1y si f € C?[a,b],
entonces

[ r@dr=5 )+ E
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donde E = —}f—;f@) (&), xo < & < x1. Ademds, el valor absoluto del
error de truncamiento satisface la relacion:

3
Bl < [mix| /" @)], wo<a<m

. La regla de Simpson 1/3 tiene un grado de precision de n = 3 y si f €

C*a,b], entonces

/mf(az)dx:Z(f0+4f1+f2)+E7

donde E = _%f(‘l) (&), = < & < mg. Ademds, el valor absoluto del
error de truncamiento satisface la relacion:

5
B < b [mi|r 0 @], w0 <w<an

. La regla de Simpson 3/8 tiene un grado de precision de n =3 y si f €

C*la,b], entonces

/wsf(m)dxz?(fo+3f1+3f2+f3)+E,

donde E = —% W (&), z0 < € < x3. Ademds, el valor absoluto del
error de truncamiento satisface la relacion:

h5
|E| < 3870 [méx‘fw (m)H , wo <z <us.

Por lo cumin, se prefiere la regla de Simpson 1/3, ya que alcanza una exac-

titud de tercer orden con tres nodos en lugar de los cuatro nodos requeridos en
la versién 3/8. Sin embargo, la regla de Simpson 3/8 es 1itil cuando el niimero
de subintervalos es impar.

1
Ejemplo 2.7 Aproxime la intgeral / e dx por medio de las formulas de
0

Newton Cotes.

la forma x, = g + kh , donde h =

Solucién.
Es importante tener claro que dado el primer nodo xg, los siguientes son de

T — X0

para k =1,2,3.
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Sea f (z) = e~ "
a) Para la regla del trapecio.
Con g =0y x1 =1 se tiene h = 1. Entonces

1
/e_:‘de = 2(fo+f1)
0

1
= 3 (14 e ") ~0.68394.
b) Para la regla de Simpson 1/3.
Tenemos zg = 0, x1 = 0.5, xg—lyh———O 5. Luego,

1
h
/erde ~ 5(f0+4f1+f2)
0
_ 1 —1/4 1) o
- 6<1+4e te )~0.74718.

c) Por 1ltimo, para la regla de Simpson 3/8, con x1 = 3, 2 = %, r3=1y
h= %, tenemos

1 3h
/ el ~ L (fo+3f1+ 32+ o)
0
1
= < (1 3¢9 {36749 ¢ e_1> ~ 0.74699.

Ejemplo 2.8 Proporcione una cota para el error absoluto al aproximar la in-

1
tegml/ e da por regla del trapecio.
0

Solucion.
El término del error para la regla del trapecio incluye la segunda derivada

del integrando.
f(x) = —2ze ™ y " (x) = 2¢" (227 —1).

Ahora, nos preguntamos jque tan grande es f” (z) en [0, 1]?. Es claro que f” (x)
es creciente en este intervalo, de modo que su valor absoluto alcanza su valor

mayor en x = 0, es decir, méx |f” (x)| = | f” (0)| = 2. Entonces
|E| = szf,, O < L max |/ ()] = L (2) ~ 0.1666
12 12 12 ' ’

Por lo tanto, el error que se comete no es mayor que 0. 1666.
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Ejemplo 2.9 Para algunas funciones elementales en el intervalo [0,2] se re-
sumen los resultados de la integracidn numérica de f (x) con tres decimales, en
la siguiente tabla:

f(x) z? x? e* Vita? (z+1)7"
Valores exactos | 2.667 6.400 6.389 2.958 1.099
Trapezoidal 4.000 16.000 8.389 3.326 1.333

1/3 de Simpson | 2.667 6.667  6.421 2.964 2.964
3/8 de Simpson | 2.667 6.519  6.403 2.960 1.105

2.2.3. Las reglas compuestas del Trapecio y de Simpson

La regla compuesta del trapecio se obtiene al repetir la regla del trapecio
para un dominio dividido en un nimero par o impar de subintervalos; y la regla
compuesta de 1/3 de Simpson es una aplicacién repetida de la ecuacién (2.5)
para un dominio dividido en un nimero par de subintervalos. (Véase las figuras
2.5y 2.6)

Teorema 2.7 Suponga que se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos [Ty, Tj11]

b—a . .y
de anchura h = —— mediante una particion reqular cuyos nodos son xp =

n
a+ kh, para cada k =0,1,--- ,n. Entonces la regla compuesta del trapecio
para n subintervalos puede escribirse como

b
/ f(z)dx = (fo +2f1+2fo 4+ 2fn1+ fn)

DO |

| S

= D 1+ fil
k=1

_ g[fo+fn]+h2fk=T(fah)-

Teorema 2.8 Suponga que se divide el intervalo [a,b] en n = 2m subintervalos

—Qa . N
[Tk, Tp41] de anchura h = —— mediante una particion regular cuyos nodos

m
son xp = a + kh, para cada k = 0,1,--- ,2m. Entonces la regla compuesta
1/8 de Simpson con 2m subintervalos puede escribirse como
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Ay

R

a=x; X1 Xz - X1 X, e Xy Xp=0Db

Figura 2.5:

b
/f(fff)dw = g[f0+4f1+2f2+4f3+”'+2f2m—2+4f2m—1+f2m]

— g > fok—2 + Afok—1 + for]
k=1

= [fo-i-fzm ?hZfzk+*Zf2k 1=5(f,h).
= -

Ay

SN

Y

x; Xoe1 Xon Ko Xp=b
Figura 2.6:

Analisis de error

Ahora nos ocuparemos en analizar el error en el que se incurre al usar la regla
compuesta del trapecio y la regla compuesta de Simpson 1/3 para estimar una
integral. El siguiente teorema da las férmulas para estimar los errores involu-
crados, y ademas nos permiten estimar el nimero de subintervalos necesarios
para alcanzar la precision deseada.
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Teorema 2.9 Si f” existe y es continua sobre el intervalo [a,b] , entonces el

b
error Ep en la aprorimacion de I = / f (x)dx por la regla compuesta del
a

trapecio T, es

h—
Et:IfT:fTahzf”(g), a<é€<b.
Si f(4) existe y es continua sobre el intervalo [a,b] , entonces el error Eg en

la aprorimacion de f;f () dx por la regla compuesta de 1/3 de Simpson, S, es
b—a
Eg=I—-8=———p*f® .
s S o S @), a<E<d

Observacién.
El valor absoluto del error satisface la relacion

|Ep| < [)ITahQ (méx |f" (z)|]], a<z<b

|Eg| < bl_TOath [méx‘f(4) (x)H , a<z<hbh.

2
1
Ejemplo 2.10 Aproxime la integral deﬁnida/ mdac por medio de la regla
o T

compuesta del trapecio con n = 4.

Solucioén. - X
,azO,bz?yn:4.Entoncesh:;:—y

T =
enemos f () P 1 5

Q

2
| te = jUr2ne2n2hin f)

2+ 4
1 1+8+2+ 8 +1
4\4 17 5 25 8

0.3914.

&

Ejemplo 2.11 Aplique la regla compuesta de Simpson 1/3 con el valor indicado
de n para aprorimar las integral

21
/ ——dr, n=4
0 .’172+4
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Solucion. 9_0 1
Conn=4setiene h = —— = 3 Entonces

4

Q

2
| srgte & Gl ah+ 2t )

244
1/1 4 1 4 1
= (x4 = 9 (2 4 = :

~ 0.3927.

En el siguiente ejemplo, en lugar de especificar n y preguntar por el error,
damos el error deseado y preguntamos que tan grande debe ser n.
Ejemplo 2.12 Determine el valor de n de modo que la regla compuesta del
1
trapecio aproximard a la integral / e dx con un error, Es, que satisface
0

|Es| < 3 x 1074

Solucioén.
b

La férmula del error es Ep = —

—a
h2 1" .
-, 2
En este ejemplo f (z) = e, f'(z) = —2ze™ y f’(z) = (42® —2) e,
Como |f” (z)| < 2 sobre el intervalo 0 < x < 1, el error en valor absoluto

2 . _ .
|Er| < %. Para tener un error de como méximo % x 107* se requiere

h2
5 S<3% 1074, osea h < 0.01732.

| =

1-0 1
Desde que h = —— = —, resulta que n > 58. Por lo tanto, 59 o mdas nodos
n

produciran la precisién deseada.

Ejemplo 2.13 Determine el valor de n de modo que la regla compuesta de

4
Simpson 1/8 aproximard a la 'mtegml/ dx con un error, B, que satis-
1 T

face |Es| < 0.00001.

+1

Solucién.
El término del error para la regla compuesta de Simpson 1/3 incluye la
cuarta derivada del integrando, esto es f@® (z) = 24 (14 2)7°.

Es claro que f (z) es decreciente en este intervalo, por lo que max |f ) (z)] =

|f® (1)) =24 (279).
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b—a
180

Bs| = ]

35 3% (24 81
4 (4) < 4 (4) e — — = —
Wy (5)‘ = 18004 max‘f (1")‘ 1800+ (25> 80n?

Como se quiere |Eg| < 0.00001,

< 0.00001
80nt —

9
de donde n* > 000001 ~ 101. 250 implica que n > (101.250)1/4 ~ 17.8. Por
lo tanto, n > 18 produciran la precisién deseada.

Ejemplo 2.14 Mientras Luis conducia desde Trujillo a Chimbote, su hijo ob-
servo la velocidad del automowvil cada 10 minutos. Los resultados se muestran en
la siguiente tabla. Utilice la regla compuesta del trapecio para aproximar cudnto
viajaron.

Tiempo(min) 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Velocidad (km/h | 0 55 57Y 60 7O 7O 7O Y0 19 O 59
Tiempo 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210
Velocidad (km/h | 63 65 62 0 0 0 22 38 3 25 0

Solucién.

Sea v (t) la velocidad del automovil en el instante ¢, donde ¢ se mide en
horas, contada a partir del inicio del viaje. Si conociéramos v (t) para cada
t en el intervalo [0, 3.5] podemos determinar la distancia recorrida al evaluar
la integral f03'5 (t) dt. Debido a que sélo conocemos v (t) para 22 valores de

v

t; t = %, k =0,1,---,21, dividimos el intervalo [0,3.5] en subintervalos de
longitud A; = % = h . Entonces, aplicando la regla compuesta del trapecio,
tenemos:

20

vy + 22% + v21
i=1

= E[0+2(55+57+60+70+70+70+70+19+0+59
+63+65+624+0+0+0+22+ 38+ 35+ 25)+ 0]
= 140.

Q

T

/0 v (t)dt

Por lo tanto, ellos condujeron aproximadamente 140 km.
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Ejemplo 2.15 Se recolectaron los siguientes datos para una seccion transversal
de un rio (y = distancia de una ribera, H= profundidad y U = velocidad):

y(m) o1 3 5 7 8 9 10
H(m) |0 1 15 3 35 32 2 0
U(m/s) |0 01 012 02 025 0.3 015 0

Use integracion numérica para calcular:

a) la profundidad promedio,

b) el drea de la seccién transversal y

c) el caudal.

Nota: el drea de la seccién transversal ( Ac ) y el caudal ( @ ) se calculan
con las férmulas

Aczfoymy)dy Qz/oymyw(y)dy

Solucién.

a) Aplicaremos el teorema del valor medio para integrales y luego aproxi-
maremos la integral combinando la regla del Trapecio, Simpson 3/8 y Simpson
1/3. Esto es,

1
Yyr — Yo

y7 1 3 1
H(y)dy ~ — |Tjo + 3o+ 3579 + Tipao

70 7Tom —
prof p , 10

donde yg =0, y; = 10, y

h 1 1
T[O,l} = §(H0+H1) = 5(04‘1):5.
3 3h
gS[l,ﬂ -y (Hy + 3Hy + 3H3 + Hy)
2
- 3;)(1+3(1.5)+3(3)+3.5) _13.5.
1 h
55[7,9} = 3 (Hy +4H5 + Hg)
1
= g(3.5+4(3.2)+2):6.1.
h 1
T910) = 5 (He + Hy) = 3 (2+0)=1.
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Sustituyendo los valores obtenidos, tenemos:

1 /1
. ~ —|=-+13.5+6.1+1
prof. prom 0 <2 + + + )

= 2.11m.

b) Aplicando nuevamente el teorema del valor medio para integrales, el area
de la seccién transversal es:

y7
Ac = H (y)dy = (prof. prom) (y7 — o)
Yo
— 2.11(10)

= 21.1 m>.

¢) Usando la férmula del caudal y combinando las regla del trapecio, Simpson
3/8 y Simpson 1/3, tenemos:

yr 3
Q= H(y)U(y)dy ~ [T[OJ] + §5[177] + Spr.9) + T, 10]
Yo

donde yg =0, y7 =10, y

Toy = g (HolUo + HiUy) = % (0(0) +1(0.1)) = 0.05
25[1,7} = % (H1Uy + 3HUp 4 3H3U3 + HyUy)
- 322) (1(0,1) +3(1.5) (1,2) +3(3) (0,2) + 3,5 (0.25)) = 6.1313
%Sm] _ g (HuUs + 4HsUs + HgUs)
- % (3.5(0.25) + 4(3.2) (0.3) + 2 (0. 15)) = 1.6717
Tig0) = g (HeUs + H7Ur)
1

= 5(2(0.15) +0(0)) =0.15

Sustituyendo los valores obtenidos, tenemos:
yr

Q = H(y)U (y)dy
Yo
~ (0.05+6,1313 + 1.6717 + 0. 15)

8.003 m?/s.
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EJERCICIOS PROPUESTOS 2.2.1

En los ejercicios 1-5, utilice los métodos de sumas de Riemann del punto
izquierdo, punto derecho y del punto medio para aproximar la integral definida.
Luego, utilice el segundo teorema fundamental del cédlculo para determinar el
valor exacto de cada integral.

4
1
2 X
3
1
1 X

3
) / v 22 + ldx
1

w

! 7
4. / a:(a:2—|—1) dx
0

4
5. / (z +1)**dx

1

EJERCICIOS PROPUESTOS 2.2.2

1. Aproxime las siguientes integrales aplicando la regla del trapecio.

1
a)/ zOdx
0,5
0,5
b)/ 3 dx
0 r—1

15
c) / 2% Inzdx
1

1
d) / rie %dx
0

/4
f) / rsenxdx
0

w/4
g) / 3 sen2xdx
0
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. Obtenga una cota del error en el ejercicio 1 aplicando la férmula de error

y compaérela con el error real.

. Repita el ejercicio 1 aplicando la regla de Simpson 3/8.

. Repita el ejercio 2 usando la regla de Simpson 1/3.

EJERCICIOS PROPUESTOS 2.2.3

. Aplique la regla compuesta del trapecio con los valores indicados de n

para aproximar las iguientes integrales

2
a)/ xlnxdr, n=4
1

2
b)/ 3e®dr, n=4

-2

)/2 2 g 6
(¢ —_— =
0x2+4$’ n

d)/ r?cosxdr, n=6
0
2
e)/ e*sen3rdr, n =8
0
3
x
f —d =8
)/1 24t "
b1

——dx n=2~8
g)/3 =

2
. 2 :
. Aproxime 22~ dz, por medio de:
p , P
0

a) la regla compuesta del trapecio, para h = 0. 25.

b) la regla compuesta de Simpson 1/3, para h = 1/4.

. Determine el ntimero n y el tamano de los subintervalos h de manera que

la regla del trapecio con n subintervalos nos permita obtener la integral
dada con una precisién de 521079,

2
/ ze *dx
0
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4. Determine el nimero n y el tamano de los subintervalos A de manera
que la regla de Simpson 1/3 con n subintervalos nos permita obtener la
integral dada con una precisién de 107

2
a) / e*sen3xdx
0

b)/ z? cos zdz.
0

2
1
5. Aproxime la integral definida / mdx por medio de la regla com-
0o
puesta del trapecio con n = 4.

2
6. Aproxime la integral definida / (e_xsen (bx) + 1) dxz por medio de la
0

regla compuesta de Simpson 1/3 con 15 nodos; determine también una
cota del error cometido.

7. Determine los valores de n y h que se requieren para aproximar

2
1
/ dr
0 .'17"‘4

con una exactitud de 107° y calcule la aproximacién.

a) Aplique la regla compuesta del trapecio.

b) Aplique la regla compuesta de Simpson 1/3.

8. Cada 12 minutos entre las 5:00 pm y 7:00 pm, se midié la razén ( en
galones por minito) a la cual fluia el agua del depésito de agua, para uso
doméstico de un determinada pueblo. Los resultados se muestran en la
siguiente tabla. ;Cuanta agua fue utilizada en ese periodo de 2 horas?

Tiempo 5:0  5:12 5:24 5:36 5:48 6:00
Flujo(gal/min) | 65 71 68 78 105 111
Tiempo 6:12 6:24 6:36 6:48 T:00
Flujo (gal/min) | 108 144 160 152 148
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9.

10.

La concentracion de salida de un reactor se mide en distintos momentos
durante un periodo de 24 horas:

t (h) [0 1 55 10 12 14 16 18 20 24
c(mg/L)|[1 15 23 21 4 5 55 5 3 12

El caudal de salida en m3/s se puede calcular con la férmula:
27
Q (t) =20 + 10sen (24 (t— 10))

Use el mejor método de integracién numérica para determinar el promedio
ponderado de concentracién de salida del reactor durante el periodo de 24
horas,

Q@) c(t)dt
Q@) dt

La figura 2.7 muestra la profundidad, en metros, del agua en un rio, medida
a intervalos de 10 metros por la anchura del rio. Si el rio fluye a 4 km por
hora, durante un dia. ;Cudnta agua (en metros ctbicos) estd pasando por
el lugar en donde se tomaron estas medidas? Utilice regla compuesta de
Simpson 1/3.

Cc =







Capitulo 3

Funciones Gamma y Beta

La funcion Gamma fue descubierta en 1729 en una correspondencia entre
un matematico suizo en San Petersburgo y un matemaético aleman en Moscu:
Leonhard Euler (1707-1783), que por aquel entonces tenfa 22 anos y que se
convertiria en el mejor matemético del siglo XVIII, y Christian Goldbach (1690-
1764), famoso por un problema de teoria de niimeros muy facil de enunciar pero
que ha resultado, al menos por el momento, imposible de resolver.

Estas funciones tienen diversas aplicaciones en mateméticas, fisica y es-
tadistica, y son objeto de estudio en ramas avanzadas de estos campos debido
a sus propiedades interesantes y conexiones con otras funciones y teorias.

3.1. Funcién Gamma de Euler

Definicién 3.1 La funcién Gamma de Euler T : Rt — R es definida por
I (2) = / Tty (3.1)
0
Esta integral es convergente para x > 0.
A continuacién probaremos una generalizacién de la identidad n! = n (n — 1)!.
Proposicién 3.1 (Relacién de recurrencia) Se verifica:
Fx+1)=2al(x), z>0.

Prueba.
Integrando por partes en (3.1) en = + 1, tenemos

[e.e] o0
'(x+1)= / tYe tdt = [—t“"e_t}go + x/ t"le7tdt = 2T (z), 2 >0.
0 0

La relacién anterior se extiende de forma inductiva para todo n € Z*.

F'z+n)=@@+n-1)(z+n—-2)---(z+ 1)zl (x). (3.2)

63
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Corolario 3.1.1 Se verifica:
I'n+1)=mn!,
para todon € Z7T.

Prueba.
Compruébese que I' (1) = 1 en (3.1) y apliquese (3.2).

Propiedades

(1) F(x)F(l—x):#(ﬂx), O<z<l.

La prueba de estos resultados requiere de conocimientos de calculo avanzado.

A manera de ilustracion de las proposicién 3.1 y la propiedad 2, tenemos:

r-n r(Z) - r(2) - p (D)

2 2 2 4 2 8

oo
Ejemplo 3.1 Calcule/ zte 2 dy.
0

Solucién.
Haciendo t = 2z, tenemos inmediatamenete

00 %) 4
/ zte 2% dz. / (t> et (dt>
0 0 2 2

[ee]
tretdt.

32 Jo

Identificando 4 = x — 1 se deduce que x = 5. Lo que implica que

4 1
dx. = —=I'(5
/Oace x 32()
1 3
= —_— ':7
32(4.) 1

Ejemplo 3.2 Calcule / (5:B3 — £L'2) e 2% dy.
0
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Solucioén.
Espresando en una suma de integrale y luego haciendo 2z% = t, tenemos:

o0 2 o0 2 o0 2
/ (5;133 — :z:2) e dr = 5/ 22 dx +/ 222 dy
0 0 0

i’ dt\ V2 [
= 5[ zet(— )+ e tat
[ (5) 5
5 [ 2 [
= / te_tdt—k\[/ 2 tdt
8 Jo 8 Jo
En la primera y segunda integral del lado derecho identificamos z — 1 =1

yx—1=1/2, es decir x =2 y x = 3/2. Por lo tanto, aplicando la definicién,
tenemos:

e 2
/0 (51,3 _ 1'2) 67212d$ _ gl—\ (2) + \g»]i <;)
5 V27
- 3716

Ejemplo 3.3 Calcule/ Vi — Te~ (@D gg.
1

Solucion.
Haciendo t = (z — 1)3, vemos que t — 0, cuando x — 1 y también t — oo
cuando x — co. Entones

00\/71 —(x—1)3d _ Ootl/6 —t 1 d
. x— le T = ; e e U
o 1
= 1/ 12etgy = Lp (L) V7
3 Jo 3 \2 3
1

Ejemplo 3.4 Calcule/ 23 (—Inz)" V% dz.

0+

Solucion.
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Tenemos:

1
/ 2 (—lnz) Vdx = / —3u _1/2 —e "du), donde u = —1Inx
0 o)

+

U ée S
1 -

5 t 26 dt, donde t = 4u
()

2 2

1

A

3.2. Funcién Beta de Euler

Definicién 3.2 La funcién Beta de Euler B : RT x Rt — R es definida por

8(p.q) = /O (1 — 2)7 da, (3.3)

Esta integral es convergente para p, ¢ > 0.

Propiedades

(1) B(p,q) =B(q,p), Yp,q>0

(2) B(pq) = W,Vp,q >0

Prueba.

(1) Mediante la sustitucién = = 1 — t, es facil ver que
1

B (p,q) 2/0 (1 — )P dt = B (q.p).

(2) Su demostracién requiere de conocimientos de célculo avanzado.

Proposicién 3.2 Se verifica:
LR 2q—1 1
sen P70 cos” T 0dh = §B (p,q)
0

para todo p,q > 0.



67 3.2. Funcion Beta de Euler

Prueba.

Haciendo z!/2 = sen#, se sique que z = sen?6 y dz = 2senf cos 0df. Susti-
tuyendo en (3.3) y teniendo en cuenta (z - 0t =60 - 0yz —1" =60 = F)
tenemos inmediatamente lo que se queria probar.

dz.

1
1—=x

Ejemplo 3.5 Calcule/
J p ) o

Solucién.
Tenemos:

/11_93 \[/ —1/2
0

Identificando p — 1 = —=1/2 y ¢ — 1 = 1, se tiene p = 1/2 y ¢ = 2. Luego,
aplicando la definicién (3.3) y la propiedad (2), tenemos:

[ = e (3?)
VET()T@) VB Jm

2 () 2i(VA
23
e

2
Ejemplo 3.6 Calcule / v/ 8x3 — 28dz.
0

Solucion.
Tenemos:

2 2
/ V/8x3 — 2bdr = / x /8 — x3dx
0 0

1
= i/ w3 (1 - u)1/3 du, donde z* = Su.
0

Haciendo p —1 = —-1/3y ¢ — 1 = 1/3 encontramos p = 2/3 y ¢ = 4/3. Luego,
aplicando la definicién (3.3) y las correpodientes propiedades, tenemos:
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-5 @f)é)(é) =gt @ : @
- 5 (5)r(-3) -5t
_ 167v3

27

0

Ejemplo 3.7 Calcule / (z +1)° (32)? da.
-1

Solucién.
Tenemos:

0 1
/ (z+1)°(3z)?de = 9/ u® (u—1)?du, donde z+1=u
0

-1

= 95(7,3)
(L3 612
=9 T (10) or
1

28

Wl

Ejemplo 3.8 C’alcule/ sen®8 (14 cos26) do.
0

Solucion.
Tenemos:

2 3
/ sen’0 (1 + cos20) df = 2/ sen’®@ cos® 0do.
0 0

Haciendo 2p — 1 =5y 2¢ — 1 = 2 obtenemos p = 3 y ¢ = 3/2. Luego,

us

/2 sen*0 cos®0dd = S (3, 3)
0




69 3.2. Funcion Beta de Euler

Ej lo 3.9 Clalcul /OO 16 d
emplo 3. ——dx.
jemp alcule =y T
Solucioén.
Tenemos:

> 16 3 1 sec? 6
—— dr = 16 df, donde 2% = 2tan6
/0 xt 44 * /0 4tan? 6 +/2tanb v

= 2\@/2 sen*%H.cos% 0deo.
0

Haciendo 2p — 1= —1/2y 2¢ — 1 = 1/2 obtenemos p = 1/4 y ¢ = 3/4. Luego,

/31 1 /13
/0 ATl = M[zﬁ <4’4ﬂ

EJERCICIOS PROPUESTOS 3.1

Evaltie las siguientes integrales.

00 1
L. / zde " dx 6. / (Inz)* dx
0 0
i 2\ —5a2 1 1\3
2. / (a: + 3z )e dx 7 / 23 <ln ) da
0 0 T
© o~V 1
3. / 53s dx 8. / 22 In® zdx
0 0
4. ; e dx 9. /OO (x2 _ 1) o=t =22 g,
—1
o 4 —IZ oo 2
5. . (I‘ “F 1) e dﬂf 10 / ‘,I/,2€—4;I: dl‘

|
3
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70

EJERCICIOS PROPUESTOS 3.2

Evalie las siguientes integrales.

1
1. / 2t (1—2)®da
0

[\V]

4
. / 232 (4 — 2)°? da
0
1

1_
. 1/ xd:c
0 3z

2 2
4. d
/0 V2—=x v

w

a $2
5. ——dx
/0 V25 — 22

|
0

e 16
8. / — = da.
o (z*+1)

a
./334\/16x2dx
0

1
' /1 Vi+r—z2—23

-,

x
1+ 26

dx

1

dx

(z+1) V=23 — 322 — 3z + Tdx



Capitulo 4
Aplicaciones de la integral

definida

La integral definida tiene aplicaciones en areas tan diversas como matematicas
puras, ingenieria, fisica, economia, estadistica y muchas otras disciplinas. Es una
herramienta poderosa y verstil que se utiliza para resolver problemas de calculo
de &reas, volumenes, longitudes de curvas, trabajo realizado por una fuerza,
centro de masa de una lamina y muchas mas.

4.1. Area de regiones planas en coordenadas rectan-
gulares

En esta seccién extenderemos el concepto de area a regiones limitadas por
la grafica de funciones integrables. Para esto consideraremos sélo una particion,
un rectangulo genérico, que represente a cualquier elemento de la particion de
la regién plana.

Teorema 4.1 Si f y g son funciones continuas en [a,b] y g(x) < f(x) para
todo x en [a,b], entonces el drea de la region, R, comprendida entre las grificas
de f y g; y las rectas x = a y x = b es dada por

b
A= [ (@) - g @) s, (4.1)

Prueba.

La verificacion de este resultado se puede realizar considerando una particién
regular de [a,b] tal que divide el intervalo [a,b] en n subintervalos, cada uno
de ellos de ancho Ax. Entonces, como se muestra en la figura 4.1, el area del
rectangulo genérico de ancho Az y alto f (z;) — g (x;) donde z; esté en el i-ésimo
subintervalo, es

AA; = [f (i) — g (2:)] Az

71
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Ay

Figura 4.1:

Al sumar las dreas de los n rectdngulos y luego al tomar limite, se obtiene:

ZAA%' = Z [f (zi) — g (z:)] Az
=1 i=1

JL%Z;A& = lim 2 [f (i) — g ()] Aw.

Asi, el drea de la region R, es

n

b
Area= Jim 3217 ()~ g @] 0 = [ 17 0) —g @) ds
Ejemplo 4.1 Calcule el drea de la region comprendida entre la grdfica de las
funciones f (z) =2®>+2 y g(x) =2z; y las rectas v =0 y x = 1.

Solucion.
La regién se muestra en la figura 4.2.

Ay
V= 2x

3-‘:x2+2\\
ax }
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Al considerar un rectdngulo genérico perpendicular al eje X de drea dA =
(f (z) — g (x)) dx, e integrar desde x = 0 hasta x = 1, tenemos:

Ejemplo 4.2 Calcule el drea de la region comprendida entre las grdficas de las
funciones

1, 2 14 2, 4 22
=z + - x = .

f () 3 3730

Solucién.

La regién se muestra en la figura 4.3.

Ay

y2 = g(x)

Figura 4.3:

Los puntos de interseccién entre las curvas encontramos resolviendo la ecuacién
cuadratica f(z) = g(z), que produce 22 + 2z — 8 = 0, cuyas soluciones
son £ = —4 y ¢ = 2. Observe que ambas funciones son negativas, es decir
9(2) < f(2) <0en[-4,.

Al considerar el rectdngulo genérico de area dA = (f () — g (x)) dz e inte-
grar desde x = 4 hasta © = 2, se obtiene
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En lo sucesivo, solamente por cuestiones de comodidad, omitiremos de colo-
car las unidades del érea.

Ejemplo 4.3 Calcule el drea de la region limitada por las grdficas de las fun-
ciones

f(x) = -2+ 62> -8z, g¢(x)=4dx—2z>

Solucioén.

La regién se muestra en la figura 4.4.

=

Figura 4.4:

Los puntos de interseccién entre las curvas se obtiene de la ecuacién f (z) =
g (z), que produce z3 — 722 + 12z = 0, cuyas soluciones son: z = 0, z = 3, y
x = 4. Por otro lado, como f(z) < g(z) en [0,3] y g(x) < f(x) en [3,4], el



75 4.1. Area de regiones planas en coordenadas rectangulares

area de la region es

A

3 4
| la@-r@ldet [ 1f @) -9 @)z
0 3

3 4
/ (w3 — 7%+ 1256) dr + / (—:c3 + 72% — 123:) dx
0 3

3 4

4 3 o L4 3 ,
45 7
o412
n
6

Ejemplo 4.4 Calcule el drea de la region comprendida por la grdfica de la fun-
cion f (z) = |x2 — 1| y la recta L que pasa por el punto (0,1) y forma un dngulo
de 135° con el eje X.

Solucién.

La regién se muestra en la figura 4.5.

b Y

N/
N

x
Figura 4.5:
Es facil de obtener que la ecuaciéon de la recta L es y = —x + 1, y por
consiguiente la interseccion entre las curva y = f (z) y la recta L ocurre cuando
x=—2,2 =0y x=1. Por tanto, segiin las caracteristicas de la region, el area

es obtenida con dos integrales:
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o

1
(y2 —yl)dm+/ (y1 — y2) d
0

e

[(—z+1)— |x2 - 1] d:c—i—/ [|:172 —1] - (—z+1)],dx
0

[

0

[(—xt 1) — (22— 1)] dx+/ (cat 1)~ (1—2?)]de +

-1

—_

—
—~

1 —x2) —(~z+1)] do

+

| ot
+

D=

Il
SHl B .'0\\" —

=) %

Ejemplo 4.5 Calcule el drea de la region comprendida entre las grificas de

x
f(:c):; yg(x):m;pamle.

Solucion.

En la Figura 4.6 se muestra la regién.

A.r',l
f

Figura 4.6:

Nétese que g (x) < f(z) en [1,00). Por lo que al considerar el rectangulo
genérico perpendicular al eje X de drea dA = [f () — g (z)] dx, el area, A, de
la regién queda formulada como una integral impropia que es convergente.
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oo
A = / (1— 2:(: )daj
1 z x°+1
1 b
= lim [lnx—an(x2+1)]

b—oo 1

b
Vb2 +1
1
= 1n1+§1n2
= Inv2.

Ejemplo 4.6 Determine el drea de la region limitada por la grdfica de

= lim [ln

b—o0

1

fx)=34+In(x—1) y suasintota; y larecta y=ux+1.

Solucién.
En la figura 4.7 se muestra la region.

A

yv=x+1

y=3+mnlx-1)

Figura 4.7:

Es inmediato ver que 11’m+ f (z) = oo y por tanto la recta x = 1 constituye
z—1

una asintota.
El rectangulo genérico perpendicular al eje X tiene area

dA=((z+1)—B+In(x—1))dz.
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Entonces, cuando = varia desde x = 1 hasta x = 2, tenemos:

A = /2[x+1—(3+1n(x—1))}dx

2
= lim [+1—B+In(z—-1))]dx
e—0t 14¢
72 2
= lim [z(xl)ln]xl]
e—0t 2 1+e
1 2
= lim [O—(W—(l—ka)—alna)]
e—07t 2
1
= 5

Ejemplo 4.7 Calcule el drea de la region limitada por las curvas:

93—5‘—3

y = 2%, y = 2% — 8z + 16, Y= 5

Solucién.
En la figura 4.8 se muestra la region.

AY

4+

Figura 4.8:

EE 4

Sean y; = 2%, yy = (x — 4)2 e Yz = |:17 — %| — % La interseccién entre
las curvas se obtiene de las ecuaciones y; = y3. y1 = y2 € y2 = y3. Estos son,
(0,1), (2,4) y (4,0) respectivamente.

Al considerar el rectdngulo genérico perpendicular al eje X, tenemos

2 4
A—/ (yl—y3)d$+/ (y2 — y3) dz.
0 2



79 4.1. Area de regiones planas en coordenadas rectangulares

Como
() = —r+1 |, <
ys - x—4 x>

)

IN[SNTTe

entonces

/2
5/2
B I (G R
oz T2, 3 2
2
4
. <x—4>3_<x—4>2]
3 2
5/2
_ 3 139
- In2 6 4

Teorema 4.2 Si f y g son funciones continuas en [c,d] y g(y) < f(y) para
todo y en [c,d], entonces el drea de la region, R, comprendida entre las grificas

de f yg; ylas rectas y =c e y = d es dada por

d
A =/ [f (v) — g (y)] dy. (4.2)

En la figura 4.9 se muestra el elemento rectangular genérico cuya &rea es

dA = [f (y) — g (y)] dy.

A Y = gh‘) f' . }
= g\y x=fly
" N
R
dy /A L\
C \ \ )
0 X

Figura 4.9:
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Ejemplo 4.8 Calcule el drea de la region limitada por la pardbola x = y*> — 3
y la recta y = —x — 1.

Solucion.
En la figura 4.10 se muestra la regién y los puntos de interseccion entre las
curvas.

AY

Figura 4.10:

El rectangulo genérico perpendicular al eje Y tiene drea dA = [(fy -1) - (y2 — 3)] dy.
Por tanto, cuando y varia desde y = —2 hasta y = 1, tenemos

A= [y o9

Noétese que tambien es posible considerar el rectangulo genérico perpendicular
al eje Y. En este caso requiere dos integrales ya que la frontera superior cambia
a partir de x = 2. Veamos los calculos-

2 3
A = /_1[(x—1)+\/3—x}d:c+/2 [\/3—:c+\/3—a:]dx
2

[(:E—l)—l—\/?)—x}dm—|—2/23\/3—xdx

-1

Il
B © \
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Ejemplo 4.9 Calcule el drea de la region comprendida por la curva (y—1)3 = x,
la rectay = 2 y la recta L cuya ordenada en el origen es igual a 11 y de pendiente
m = —1.

Solucioén.
En la figura 4.11 se muestra la region.

Ay y=-x+11

G S G

Figura 4.11:

Es inmediato ver que la recta L tiene por ecuaciéon y = —x+11. El rectangulo
genérico pendicular al eje Y tiene drea dA = [(11 —y)—(y — 1)3] dy. Por tanto,
cuando y varia de desde y = 2 hasta y = 3, el drea de la region es:

A=/23<(11—y)—(y—1)3)dy

3
_ Hy_yj_(y—l)4
2 1
2
19
T

Ejemplo 4.10 Calcule el drea de la region limitada por las curvas:
r=y*(4d-y), Vet+d=-3y (z+4)°=4y.

Solucién. La regién se muestra en la figura 4.12, asi como los puntos de
intereseccion entre las curvas son (—4,0),(0,4) y (5,—1).



4.1. Area de regiones planas en coordenadas rectangulares 82

ba E*A 4

Figura 4.12:

Sean 1 = 4y?> —y®, 1o =9y’ -4, y x3=—4+ 2,/y . Al considerar el
rectangulo genérico perpendicular al eje Y, tenemos

0 4
A = /_1(x1—x2)dy+</0 xl—x3>dy
0 4
= /1 [4y2—y3—(9y2—4)]dy+/0 [4y? — y® — (-4 +2/y)] dy
= /0(4—51/2—ys)dy+/4(4y2—y3+4—2x/§)dy
—1 0

4

53 ot 0 4yt 4y3/2
- [41/‘3‘4]1* R ]0
31 80
-2ty
1
= 0

Ejemplo 4.11 Calcule el drea de la region limitada por las curvas:
x

y=e* x=19>—-3y+2 y la recta y=S3.

Solucidn. La region se muestra en la Figura 4.13.
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Ay

| B

[ ]

7
£l 4

Figura 4.13:
Al considerar el rectangulo genérico perpendicular al eje Y, se tiene dA =

[(y2 — 3y + 2) —(=In y)] dy. Por lo tanto, cuando y varia desde y = 1 hasta
y = 3, tenemos

3
A ::L[ [y =3y +2— (—Iny)] dy

3 2 3
Yy 3y
. _2 49 ny —
[3 5 +2y+ylny y1
4
= 3In3——.
HeT s

Ejemplo 4.12 Calcule el drea de la region limitada por las curvas:

x:y—yQ, y:4x2—4$, y=1—=x

para x > 0.

Solucioén.
La region se muestra en la figura 4.14 y puede ser visto como la unién de
dos regiones.
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Figura 4.14:

En este caso, para la region R; consideramos el rectangulo genérico perpen-
dicular al eje Y, mientras que para la region Ry consideramos perpendicular al
eje X. Asi, el drea es A = A + As, 0 sea

A = /01 [(—y+1)—(y—y2)]dy+/01 [0—(4x2—4x)]dx

1 1
= / (?J2 —2y+ 1) dy + / (—4522 + 4m) dx
0 0

3 1 3 1
Yy 2 4z 2
= |5 Y +y}+[—+2x]
{3 0 3 0
_1,2
33
= 1.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1 — 10 calcule el area de la regién limitada por las curvas.

l.y=—-2% y=2—23

2. y=a"-1, y=|z]

2

3. y=3x — x*, y =3z2 — 23
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4ox=—6(y—17° z=yy-1y-7)
5. y=vr—1, y=x-1
6. m:¢7 z=0, y=3
16 — y2
7. x = |y274|7 r=2y+4
8. x=1y>-3y+1, z+y—1=0
9. y:w—|m2—1|, y=x—3
10. y = ‘xQ—l‘—x, y=—-22+5
En los ejercicios 11—16, calcule el area de la regién limitada por las curvas.
11. 22 — 4o —4y+16=0, 2y+2—-20=0
12 2—e¥=0, 22—3z+y+2=0, z=3
13. 23 — 22+ 22y — 9> =0, z=4
4. 4> +22-10=0, z—|y/+1=0
15. xQ—y(y—4)2:0, 22 —y = 0 donde z > 0.
16. 3z +VA—y=0, 22(x—4)—y=0, (y—4)°>—4z=0
En los ejercicios 17— 20, calcule el area de la regién limitada por la grafica
de la funcién y la recta tangente a la grafica en el punto dado.
17. f(z) =23 (1,1)
18. f(x) = % (1,1)
142z
19. h(z) =2% -2z, (-1,1)
20. g(z) = ﬁ, (3,1)
En los ejercicios 21 y 25, calcule el drea de la region comprendida por:
21. la curva zy? — 9z — 8 = 0 y su asintota.
22. la curva e”*y/r —y = 0 y su asintota.
23. la curva 2%y — y/z = 0 y su asintota.
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24. la curva y = 23 (4 — 3:2)1/2 , para x > 0, y su asintota.

25. lascurvazy—1=0 y x(y2+1)—y:O, para y > 1.

4.2. Area de regiones planas en coordenadas polares

Figura 4.15:

Consideremos la regién limitada por la curva r = r (#) y las semirectas de
ecuaciones § = o y 8 = 3, tal como se ilustra en la figura 4.15. Si tomamos
una particién 0y = a < 01 < 0y < --- < 6, = [ del intervalo [a, ], y en cada
subintervalo genérico [0y_1, 6| eligimos un punto arbitrario ¢, entonces el drea
encerrada por la curva y los rayos § = o y 8 = [ se puede aproximar por la

suma
n
Z area (Sg) ,
k=1

donde Sj, es el sector circular de radio 7 (tx) y dngulo 6 — 0x_1. Sabemos que
el drea del sector circular Sy es dada por

drea (Si) = % i (12 (O — 05 1) -
Entonces
S drea(Si) = Z%[( WP (0~ 611)
k=1 =1
= % Z 2 (0 — Op_1) -

k=1

Suma de Riemann de la funcién 72(6)
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Aplicando limite, cuando n — oo, tenemos

/QﬁTQ(e)de.

La siguiente definicién resume este hecho.

N —

lim Zdrea (Sk) =
k=1

n—0o0

Definicién 4.1 Sea r =1 (0) la ecuacion en coordenadas polares de una curva
y supongamos que r es continua en [«, B]. El drea de la region S limitada por
la curva y las semirectas de ecuaciones § = « y 6 = 3 es definida por

1 B
A:Q/r%mw.

Si la region S es limitada por dos curvas, como lo muestra la figura 4.16,
entonces el area es:

Figura 4.16:

Ejemplo 4.13 Determine el drea de la region: exterior a r = 4sen (20) e inte-
rior a r = 4 cos 6.

Solucion.

La region se muestra en la Figura 4.17. El rayo en la cual ocurre la intersec-
cién entre las curvas se obtiene de la ecuacién 8 senf cosf = 4cosf; esto
es § = —m/6, /6.
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Figura 4.17:

Noétese que la region es simétrica con respecto al eje polar, por lo que es
suficiente integrar de 0 a 7/6 y multiplicar por dos.

A = 2 [; /07?/6 (r% - r%) d9]
/6
= 2 [;/0 [(4 cos0)* — (4sen (20))2} d@]
= /W/G (16 cos® § — 16sen” (20)) dO
0
/6
= 8/0 (cos (26) + cos (46)) do

- [4sen(20)+86n4(40)}
= 3V3.

Ejemplo 4.14 Determine el drea de la region: exterior a r = 1—cos 6 e interior
ar=1-—send.

/6

0

Solucion.
La region se muestra en la figura 4.18. El rayo en la cual se intersectan las
curvas se obtiene de la ecuacion 1—cosf = 1—senfl. al resolver se obtienen

0 =m7/4, 57 /6.
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90

r=1-cos(f)

270

Figura 4.18:

De acuerdo a la informacién de la figura no se observa simetria de la regién,
por lo que el area de la region es:

1 /4 ) ) 1 2m ) )
A = = [(1 — senf)” — (1 — cosf) ] o + - [(1 — send)” — (1 —cos0)”| df
2 Jo 2 Jsm/a

1

/4
= 2/ (—c0529+20050+sin29—2sin0)d9
0

1 27
+/ (—COS20+20089+SiH20—2Sin9)d9
2 5m/4

5 5
= V2-S+V24s

4 4
= 2V2.

Ejemplo 4.15 Calcule el drea de la region: exterior a la circunferencia r =
3senf e interior a la cardioide r = 1 + senf.

Solucion.
La region se muestra en la figura 4.19. El rayo en la cual ocurre la intersectan
de las curvas se obtiene de la ecuaciéon 1+ senf = 3senf, esto es § = /6 y

0 = 57/6.
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r=3 sin(g)

- ' - 3 \
‘ L ¢
1 E ) £ '
! - '

180 f------- foemon-- p 0
' . '
' | '

Figura 4.19:

Como la regién es simétrica respecto al eje /2, y la tengente en el polo para

la cardioide es §# = —7/2, entonces el area de la regién es:
_1 /6 1 /6
A = 2 / (14 senf)? df — / (3send)? db
12 )2 2 Jo
1 1 /6 9 /6
= 2 [30200805671(20)] 9[9%”(9)}
2 4 e 22 4,
S N R T L e
B 2 8 16
_ T
= T

Ejemplo 4.16 Calcule el drea de la region : exerior ar = /2sen (20) e interior
ar? = 3cos(20).

Solucion.
La region se muestra en la figura 4,20, El rayo en las cuales se intersectan las

. .. 2
curvas se obtienen de resolver para ¢ de la ecuacién (\/isen (20))” = 3cos (26) .
Efectuando operaciones tenemos

(2cos (20) — 1) (cos (20) +2) = 0,= cos (20) = % V cos (20) = —

Luego, de cos (26) = 3 se tiene § = £%, 6§ = +°T.
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r? = 3cos(26)

Figura 4.20:

Ahora, dado que la regién es simétrica respecto al eje polar y al eje 7,

podemos calcular el drea integrando de 6 = 0 hasta 6 = & y luego multiplicar
por cuatro. Esto es:

™

1

A=4 5 /06 (3 cos (20) — 2sen® (26)) df

™

= 2/0 (3cos (260) — 1 — cos (46)) db

= [3sen (20) — 40 + sen (49)]8/6

7 1
=—-Vv3——-m.
V73"
Ejemplo 4.17 Determine el darea de la region: interior ar = —4 cos 0 y exterior
ar=4cos(26).
Solucion.
La regién se muestra en la figura 4.21. Denotando ry = —4cosf y ro =

—4 cos (20) equivalente a 7 = 4cos(20). El rayo en la cual se intersectan las
curvas se obtienen de la ecuacién 7 = 19, cuya solucién es 6 = 27 /3, 27. Por
otro lado, las tangentes en el polo para 9 son § = +7/4, +37 /4, +57 /4, £77 /4.
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3m/4 90

r = -4 cos(6)
r=4cos(2 6)

270

Figura 4.21:

Siendo la region simétrica al eje cuando 6 = 7, el area de la regiéon sombreada

es entonces
1 3m/4 ) ) 1 T ) )
A = 2 - (7"1 —7’2) d0+ by (7”1 —7"2) dg
2 2m/3 2 3m/4

= /%/3 (r% — 7’%) de

= / (36 cos® § — 36 cos® (26)) df
2m/3

/ cos® 0df — / cos? (26) d@]
2m/3 2m/3

9 9
- 67T+§\/§+1\/§—67T

= 36

27
= —V3.
4
Ejemplo 4.18 Calcule el drea de la region: exterior a las curvas r = —2cos 6

yr ==6cosf e interior a r =2 (1 + cosf).

Solucién.
La regién se muestra en la figura 4.22. Los rayos en las cuales se intersectan
las curvas se obtienen de 2 (1 + cos#) = 6cosf. Esto es, 0 = —m/3, 7/3.
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270

Figura 4.22:

Por otro lado, vemos que la regién es simétrica al eje polar y también cuando
6 = 7, por lo que para calcular el drea, es suficiente integrar de [7/3,7/2] y de
[7/2,2m/3]; y luego multiplicar por 2. Entonces tenemos

27/3

/2 1
A = 2[;/ [(2+2C0$9)2—(6C089)} d0+2/

/3 [(2 +2cos6)? — (6cos 9)} d0]

/2

w/2 2m/3

- —/ (3200529—8C059—4)d9+4/ (1+2cosf)do
/3 /2

= 8[2sen (20) + 2senf — 36]:?3

(16—16\/5—47r)+<2;—4x/§—8>

= 8—12\f—5§.

2m/3

+4[0+ 286719]71,/2
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10.
11.

12.
13.
14.

15.

EJERCICIOS PROPUESTOS

. Encuentre el area de la regién encerrada por r = 1+ 3 cos 6 pero fuera del

lazo interior.

. Encuentre el drea de la regién: dentro de r = 2cosf y fuera de r =

3 cos (36).

. Determine el area de la regién comprendida entre las curvas:

a) r=2cosfyr=2send
b)r=1yr=2send
c)r=2yr=2(1-cosb)
d)r=2(14cosf) yr=2(1—cosb)

En los ejercicios 4 — 13 determine el area de la regién que se indica:

. extrior a la curva r = 6 cos @ e interior a la curva r = 2 + 2 cos 6
. interior a 72 = 2cosf y exterior a r = 1.

. interior a la lemniscata 72 = 6 cos (20) y exterior a la circunferencia r =

V3.

exterior a las curvas r = 2senf y r = 2 — 2cos 8 ; pero interior a la curva
r=1.

. interior a r = v/2senf y exterior a r? = cos 26.
. interior a r = 32—\/5 y exterior a 72 = —9 cos 26.

exterior a 7 = 4 cos 6, pero interior a r = 1 4+ 2 cos 6.

interior a r = 2 y exterior a r? = 8cos?f — 4 limitada por § = /3.
(Considere la regién en el primer cuadrante)

interior a r2 = 4sen26 y r2 = 4v/3 cos 26.
interior a 7 = 1 y exterior a r = 4sen# cos 6.
Obtenga el area del riso interior de la curva r = 1 4+ 2 cos#.

Obtenga el area de la regién comin de las curvas: r = 3+ 2cosf y r = 2.
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4.3. Volumen de sdlidos de revolucion

En esta seccién vamos a calcular el volumen de los sélidos de revolucién,
los cuales se obtienen cuando una regién plana esta por completo en un lado de
una recta fija en su plano y se hace rotar alrededor de esa recta. La recta fija
se denomina eje del sélido de revolucion.

Los métodos clasicos para calcular voliumenes de revolucién son: método del
disco circular, método del anillo y método de la lamina cilindrica; en cada una el-
las en lugar de aplicar de manera mecénica la formulas para obtener volimenes,
se sugiere que en cada problema vaya a través del proceso que conduce a ella.

4.3.1. Método del disco circular

Teorema 4.3 Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b] tal que
f (z) > 0. El volumen del sélido de revolucion S generado por rotacion alrededor
del eje X de la region limitada por la grifica de f, el eje X y las rectas x = a
yx =b, es dada por

b
V= 71'/ [f (2)]? da. (4.3)

Ay y = flx)

Figura 4.23:

Prueba.

Consideremos el rectangulo genérico de base dz y altura y = f (z), como se
muestra en la figura 4.23. Al rotar este rectangulo alrededor del eje X, se genera
el sélido de revolucién llamado cilindro o disco de radio y = f (z) y altura dz,
area de la base 7y? y volumen

AV = mylde =« [f (2))* da
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El volumen del sélido S que se genera al girar la regién plana alrededor del eje
X, es una suma infinita de los volimenes de las particiones y que denotamos
por definicién como

v=wlﬁﬂmfw.

Teorema 4.4 Sea f una funcion continua en el intervalo cerrado [c,d] tal que
f(y) > 0. El volumen del sdlido de revolucion S generado por rotacion alrededor
del eje Y de la region limitada por la grdifica de f, el eje Y y las rectas y =c e
y =d, es dada por

d
ver [ £ (44)
La figura 4.24 muestra la regién a rotar alrededor del eje Y.

A},’
> x=f06)

0 X

Figura 4.24:

Ejemplo 4.19 Calcule el volumen del sélido generado al hacer rotar alrededor
del eje X, la region limitada por la pardbola v = x> y las rectas y =0, x =0 y
T =2.

Solucién.
En la figura 4.25 se muestra la regién.
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Figura 4.25:

Al rotar el rectangulo elemnetal alrededor del eje X se obtiene el disco
circular de radio = y, y volumen dV = my?dz. Cuando z varia desde = 0
hasta z = 2, se obtiene un sélido cuyo volumen es

2 ) 2
V = 7r/ (ac2) da::ﬂ'/ 2tdx
0 0

_ 2T

327 4
5u.

En lo sucesivo, solamente por cuestiones de comodidad, omitiremos de colo-
car la unidad del volumen.

Ejemplo 4.20 Calcule el volumen del solido generado al hacer rotar alrededor
del eje Y, la region limitada por la curva y = 23 + 1 y las rectas x =0 y y = 2.

Solucion.
En la figura 4.26 se muestra la regiéon. Al rotar el rectdngulo elemnetal
alrededor del eje Y se obtiene el disco circular de radio = z, y volumen dV =
2
mxdy.
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Figura 4.26:

Cuando y varia desde y = 1 hasta y = 2, obtiene un sdlido cuyo volumen es

2 2 2
vV = 7r/ 332dy:7r/ <3y—1> dy
1 1
2 2/3
= Tr/1 (y = 1) dy

— 7 [2 (y — 1)5/3]2

3
= -

5

1

Ejemplo 4.21 Calcule el volumen del solido generado al hacer rotar la region
limitada por la curva y = 22e=" alrededor de su asintota.

Solucion.

En la Figura 4.27 se muestra la regién y es simétrica respecto al eje Y.

Figura 4.27:

La recta y = 0 constituye la asintota de la curva, pues lim 22e~%" = 0.
T—+00
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Al rotar el rectdngulo elemental alrededor del eje X, se obtiene un disco
circular de radio = y, y volumen dV = my?dz. Cuando x varia desde —oo a
400, se obtiene un sélido cuyo volumen es entonces

[ee] o0 9
Vv = 7'('/ yide = 27r/ zte ™2 dx
—00 0

2 oo
= 7T\[/ t?’/Qe*tdt, donde t = 222
8 Jo
_ ™2, (5)
8 2

3v2nr3/2
32

4.3.2. Método del anillo circular

El método del anillo circular se utiliza cuando se trata de calcular el volumen
de un sélido de revolucién con un agujero. Este tipo de sélidos aparecen cuando
la regién plana que gira y el eje de revolucién no estan juntos.

Teorema 4.5 Sean f y g funciones continuas en el intervalo cerrado |a,b] tal
que f(z) > g(x) > 06 f(x) <g(x) <0. El volumen del sélido de revolucion S

generado por rotacion alrededor del eje X de la region limitada por las curvas
y=f(x) ey=g(z), el eje X ylas rectas x =a y x = b, es dada por

b
Ver [ @) - g@)?] do (45)

Prueba.

dx

1 =f(x)

Figura 4.28:
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Consideremos rectangulo elemental determinado por x y las ordenadas y; =
f(xz) e y2 = g(x), como se muestra en la figura 4.28. Al rotar el rectdngulo
elemental alrededor del eje X, se genera el sélido de revolucién en forma de un
anillo, como el que se ilustra en el lado derecho de la figura, cuya base tiene un
drea A (z) =7 (yf — ¥3), y cuyo volumen es

dV =A(x)de=m (y% - y%) dzx.

Asi que, el volumen del sélido de revolucién S obtendo es una suma infinita
de los volimenes de las particiones a la que denotamos por definicién como:

V= w/:Au) d = w/ab (7 @)~ (9 2))?] d.

Teorema 4.6 Sean f y g funciones continuas en el intervalo cerrado [c,d] tal
que f(y) > g(y) >0 f(y) < g(y) <0. El volumen del sélido de revolucion
S generado por rotacion alrededor del eje Y, la region limitada por las curvas
r=fy)yr=9g(y), el ejeY ylas rectasy =c yy =d, es dada por

d
V= 7?/ [F2 () — 9 (y)] dy. (4.6)
C
Ejemplo 4.22 Determine el volumen del solido generado al rotar la region lim-
itada por las curvas y = x> e y = 4x — 22, alrededor de la recta: a)y=>5
b)y= -2
Solucion.

En la figura 4.29 se muestra la regién.

A ¥
y=5 .
4 4
i
Va
‘ 5 E
==2 [
Y W

Figura 4.29:
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Es inmediato encontrar que los puntos de interseccion entre las curvas y; =
2?2 e yo = 4x — 2% son (0,0) y (2,4).

a) Al rotar el rectdngulo elemental alrededor de la recta y = 5, se obtiene
un anillo circular que tiene volumen

dV =7 {(5 —y)?— (55— yg)ﬂ dx.

Cuando z varia desde x = 0 hasta x = 2, se obtiene un sélido cuyo volumen es

2
V = 7r/ [(5—m2)2—(5—4x+m2)2}da¢
0
2
= 7 / (82° — 362% + 40z) dx
0

= [20* —124% 4 2027)]
= 16m.

b) Al rotar el rectdngulo elemental alrededor de la recta y = —2, se obtiene
un anillo circular que tiene volumen

AV = [(yQ +2)2 (g + 2)2} dz.

Cuando zx varia desde = = 0 hasta x = 2, se obtiene un sélido cuyo volumen es
2 2 2
V = 77/ [(4x—x2+2) - (a:2+2) }dm
0

2
= 7r/ (—8:1:3 + 822 + 16:10) dx
0
N 2
=7 |:—2£U4 + gzv?’ + 8:102]
64

= .

3

0

Ejemplo 4.23 Determine el volumen del solido generado al rotar la region lim-
itada por las curvas y = —Inz ey = x> — 2z + 1, y la recta © = 2, alrededor de
la recta: a) v =—-1 b)x=3.

Solucién.
En la figura 4.30 se muestra la regiéon a rotar. Los puntos de interseccién
entre las curvas y la recta x = 2, son (1,0), (2,—In2) y (2,1).
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Figura 4.30:

a) Al rotar el rectangulo elemental alrededor de la recta = —1, se obtiene
un anillo circular que tiene volumen dV = (9 —(z+ 1)2) dy. Cuando y varia

desde y = —In2 hasta y = 1, es necesario usar dos integrales para expresar el
volumen del sélido. En efecto, denotando x1 = e e 2 = 1 + ,/y , tenemos
entonces

vV o= n/o (9—(6y+1)2)dy+7r/01(9—(\/§+2)2)dy.

—1In2

0 1
= 7r/ (8—6_2y—26_y)dy+7['/ 5—4y—y)dy
0

—1In2

11
= 67T—|—7T<81n2—;>.

b) a) Al rotar el rectdngulo elemental alrededor de la recta x = 3, se obtiene

un anillo circular que tiene volumen dV =7 ((3 — m)2 — 12> dy; pero cuando ¥y
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varia desde y = —In 2 hasta y = 1, el volumen del sélido es

V = ﬂ/01n2 ((3—9{;1)2—12)dy—i—7r/01 ((3—:L’2)2—12>dy

- 77/0 ((3—@‘9)21>dy+7r/01 ((2—\/@)2f1>dy

—1In2

0 1
= 7r/ (e2y—Gey+8)dy+7r/ (y— 4y +3)dy
—In2 0

5 9
= 67r+7r<81n2—2>.
11
= 27 (4ln2—-— ).
(4m2-)

Ejemplo 4.24 Determine el volumen del solido generado al rotar alrededor de
la recta y = —1, la region limitada por la pardbola x*> + 4y — 9 = 0, la recta
tangente L en el punto (1,b) y la recta y = 0.

Solucioén.
En la figura 4.31 se muestra la regién a rotar.

Vo A ¥

Figura 4.31:

Primero determinaremos la ecuacién de la recta tangente L a la curva
y1 = (9 — 22)/4 en el punto (1,b) . Veamos:

Al reemplazar el punto (1,b) en la ecuacién de la curva se obtiene b = 2.
Por otro lado, la pendiente de la recta tangente en cualquier punto de la curva
es y' = —x/2. Entonces, en x = 1 se tiene my = —1/2. Asi, la ecuacién de la
recta L es yo = —5 + %
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Al rotar el rectangulo elemental alrededor de la recat y = —1 se obtiene un
anillo circular cuyo volumen es: dV = [(yz +1)% — (1 + 1)2] dx para x € [1,3],

y disco circular cuyo volumen es dV = [(yz +1)2 — 12} dz para x € [3,5]. Por
tanto, el volumen del sélido generado cuando = varia de x = 1 hasta x = 5, es

Vo= w/lg [(y2+1)2—(y1+1)2} d:r+7r/: [(yz+1)2—12} dz

3 r b 2 9 — z2 2 5 r b 2
= —— 4+ —+1) — 1 —— 4+ —-+1) -1
7'('/1 [( 2+2+> ( +> dac+7r/3 <2+2+> dx

4
B /3 14+1527+27d+/5127+45d
= 71‘1 1655 81’ 2$ 16 X 7'&'3 41’ 21’ 4 X

13 +8
= —7T+ -7
5 3
21
= —.
3

Ejemplo 4.25 Determine el volumen del solido generado al rotar alrededor de
1

la recta x = —1, la region limitada por las curvas y = §m2 Yy VT ty=uy.
Solucion.
En la figura 4.32 se muestra la regién a rotar y los puntos de interseccion
entre las curvas.

=y

x=-1
Figura 4.32:

Rescribiendo las ecuaciones como z1 = /2y vy 2 = 3> — y. Al rotar el
rectangulo elemental alrededor de la recta x = —1, se obtiene un anillo circular
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cuyo volumen es

AV = [(m +1)% = (20 +1)%] dy.

Por tanto, el volumen del sélido generado cunado y varia desde y = 0 hasta
Yy =2, es:

vV o= 7r/02[(x1+1)2(x2+1)2]dy
_ 7r/02[<\/@+1>2(y2y+1)2}dy

2
= 7r/ (4y+2\@\/§—3y2+2y3—y4>dy
0

104
—T.
15

Ejemplo 4.26 Determine el volumen del solido de revolucion generado al rotar
alrededor del eje Y, la region limitada por la curva v = \/ye™¥ +2 y su asintota.

Solucion.

En la figura 4.33 se muestra la region. Es facil ver que la recta z = 2 es la
asintota de la curva dada.

— [ )
x_\I.J.g w

x=12

Figura 4.33:

Al rotar el rectangulo elemental. alrededor del eje Y se obtiene un anillo

circular, cuyo volumen es dV =7 {(w)2 - (2)2} dy.
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Por tanto, el volumen del sélido generado cuando y varia desde y = 0 hasta
+00, es:

Vo Tr/ooo (@)~ 2?] dy = Tr/ooo (Vi +2)* — 2% dy
= :/000 ye Wdy + 4/000 y1/2e_ydy]
— ir (2) 4 4T (2)]

1

4.3.3. Método de lamina cilindrica

Para muchos problemas, el método de la lamina cilindrica (corteza cilindrica)
es mas facil de aplicar que el método de los discos o el del anillo.

Teorema 4.7 Sean f y g funciones continuas en el intervalo cerrado [a,b] tal
que f (x) > g (x). El volumen del sdlido de revolucion S generado por rotacion
alrededor del eje Y de la region limitada por las curvas y1 = f (x) y y2 = g (x),
y las rectas x = a y x = b, es dada por

b
V:27r/ z[f (z) — g (z)] dx.

Prueba.

En la figura 4.34 se muestra un rectangulo elemental. Al rotar alrededor del
eje Y genera un tubo cilindrico de espesor dzx, radio en la base = x, altura=
Y1 — y2; cuyo volumen aproximado es

dV = (perimetro de la base) (ancho) (altura)
= (2mz) (dz) (y1 — y2)

Por tanto, el volumen del sélido de revolucién S obtenido cuando x varia desde
r=a hastax =05, es

b
V:27r/ z[f (z) — g (z)] de.
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X
A dx
e T h
h=y1 -, - > |- dx
1
e 2Mx

Figura 4.34:

Teorema 4.8 El volumen del sélido de revolucion S generado por rotacion
alrededor del eje X de la region limitada por las curvas x1 = f(y) y x2 = g (y)
(con f(y) > g (y) ) y las rectas verticales y = ¢ y y = d, es dado por la formula

d
v:zw/ yIf () — g ()] dy.

Observacién 4.1 Comparacion de los métodos anillo y corteza.

Para el método del anillo el rectdngulo representativo es siempre perpendic-
ular al eje de rotacion; mientras que para el método de la corteza el rectingulo
representativo es paralelo al eje de rotacion.

Ejemplo 4.27 Calcule el volumen del solido de revolucion generado al rotar la

region limitada por la pardbola y = —x% —3x +6 y la recta y = 3 — x, alrededor
de la recta x = —4.
Solucién.

En la figura 4.35 se muestra la regiéon. Los puntos de interseccién entre
y1 =22 —3x+6yys=3—xson (-3,6)y (1,2).
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Figura 4.35:

La lamina cilindrica elemental obtenido al rotar rectangulo elemental alrede-
dor de la recta x = —4, tiene radio = z + 4, altura = y; — y2, y volumen
dV = 2w (z +4) (y1 — y2) dz. Por tanto, el volumen del sélido generado cuando
x varia desde x = —3 hasta x =1, es:

1
Vo= 27r/ (x+4)(—2® —22+3)dz
-3

1
= 27T/ (—:v3 — 622 — 51 + 12) dx
-3
4 1
5
= 27 [—I — 2% — §x2 + 12x

4 -3

Ejemplo 4.28 Determine el volumen del sélido generado al rotar la region lim-
itada por las curvas y = —Inzx ey = (z — 1)2 , ¥ la recta x = 2, alrededor de la
recta T = 3.

Solucién. En la figura 4.36 se muestra la regién. Si y; = —lnx, yo =
(x — 1)2, entonces la lamina cilindrica elemental obtenido al rotar el rectdngulo
elemental alrededor de la recta « = 3, tiene radio = 3 — x, altura = y2 —y1, y
volumen dV = 27 (3 — ) (y2 — y1) dz.
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N

x=23

Figura 4.36:

Por tanto, el volumen del sélido generado cuando x varia desde x = 1 hasta
T =2 es

2
V = 277/ (3—1z)(y2 —y1) dx
1
2
= 27r/ (3-z) (2 =22+ 1~ (~Inz)) dz
1
2
= 27r/ (3lnx—7x—xlnx+5x2—:v3+3)da:
1

7, 1 1\ 5 4 ?
= 27 [39[; (Inzx) — 5:52 — §x2 (hm; — 2) + §m3 — % + 3z
1

= 27 <4ln2 — 11) .
6

Ejemplo 4.29 Calcule el volumen del solido de revolucion generado al rotar la
region limitada por las curvas x = e¥ +1 y 3y*> — 6y = x — 2 y la recta y = 2.
alrededor de la recta: a) y=—-2 b)y=3.

Solucidn. En la figura 4.37 se muestra la regién a rotar.
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Ay
o
- —
2 // y=2
-1 0 2 A E’
/ T
l_-x'i
Figura 4.37:

Sea x1 =e¥+ 1y xy =3y> — 6y + 2.

a) La ldmina cilindrica elemental obtenido al rotar el rectdngulo elemental
alrededor de la recta y = —2, tiene radio = y + 2, altura = x1 — x2, y volu-
men dV = 27 (y + 2) (x1 — 2) dy. Por lo tanto, el volumen del sélido generado
cuando y varia desde y = 0 hasta y = 2, es:

2
vV = 277/ (y+2)(xr1 —x2)dy
0
2
= 277/ (y+2)(ey+1—3y2+6y—2)dy
0

2
= 277/ (11y—|—2ey+yey—3y3—2)dy
0

%Y 4+ eV (y— 1) — " —2
5 + 26 + €Y (y ) 1 y0
= 27 (3e*+5).

1192 3yt
_%[y y

b) Cuando la ldmina cilindrica elemental rota alrededor de la recta y = 3,
tiene radio = 3 — y, altura = x; — x2, y volumen dV = 27 (3 — y) (x1 — x2) dy.
Entonces, el volumen del sélido generado cuando y varia desde y = 0 hasta
Yy =2, es:
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B —y) (x1 —x2)dy

/

2
271'/ (3—y)(ey+1—3y2—|—6y—2)dy

0

J

21 | (19y + 3e¥ — ye¥ — 15y + 3y — 3) dy
1942 3y 2
27 [y+36y+ey(y—1)—5y3+—y—3y
2 4 0
dre?.

Ejemplo 4.30 Calcule el volumen del sélido de revolucion gemerado al rotar
alrededor del eje Y, la region comprendida por la curvay = |x|e™" y su asintota

En la figura 4.38 se muestra la regién a rotar.

Ay

D

y = |xle™

Figura 4.38:

La lamina cilindrica elemental obtenido al rotar el rectangulo elemental

alrededor del eye Y, tiene radio = z, altura = y, y volumen dV = 27zydzx.
Por tanto, el volumen del sélido generado cuando x varia desde x = 0 hasta

400, es

o0
V = 277/ x |z|ydx
0

o0
= 277/ 22e " dx
0

= 27['(3)
= 4r.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1 — 4, use el método del anillo para determinar el volumen
del sélido de revolucién generado al hacer rotar la regién limitada por las curvas,
alrededor de la recta y = 4.

1.

2.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

—— y=0, =0, z=3
x+17 y ) x ) X

3

.y:%:p, y=4, x=0

En los ejercicios 5 — 7, use el método del anillo para determinar el volu-
men del sélido generado al hacer rotar la regién limitada por las curvas,
alrededor de la recta z = 5.

.y=5—z, y=0, =0, z=4

ry=95, Yy=2, y=>5 xT=9I

y=a2+2,2=0,y=0,2=2

En los ejercicios 8 — 11, use el método de la ldmina cilindrica para obtener
el volumen del sélido generado al hacer rotar la regién limitada por las
curvas, alrededor de la recta dada.

(y—2%=4—2, =0 alrededor de la recta y = 0.

2?24+ 2y=0, 1P +y?>—22x=0 alrededor de la recta y = 0.

y?+2x =0, 234 2%2—-2y=0 alrededor de la recta z = 1.

y=+z,y=0, x=4 alrededor de la recta z = 6.

En los ejercicios 12 — 22, obtenga el volumen del sélido generado al hacer
rotar la regién limitada por las curvas, alrededor de la recta dada.

y=a4+x+1, y=1, =1 alrededor de la recta = = 2.
r=e¢Y, y=x>—-2r+1, ylarectaxz =2 alrededor del eje YV’
3 3

Yy = 42 — x , Yy==x alrededor de la recta y = —3.

5U:(y—1)3, y=1—+/r, =1 alrededor de la recta x = 1.
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16

17.

18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

y=|2z2-2x-3|, y+1=0, z—-1=0, xr—4=0 alrededor de
la recta = = 1.

1
y=dr— -2t =0, y=6 alrededor de larecta y = —1.

8
y=22(x—2), y=-x(x—1)(x—2) alrededor de la recta z = 3.

y=—x?+3z, y=—x>+32> alrededor de la recta y = —2.

23 +22-2y=0, y?>+2r=0 alrededor de la recta x =0

y=cos’x, y=4,ylarectax =21 alrededor de la recta y =4

y=3—senz, z € [0,7] y larectay =3 alrededor de la recta y = —2

Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar el cisoide
3
x
y?> = —— alrededor de su asintota.
4—x
Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar la regién
comprendida por la curva y = e~ %/x + 1 y la recta y = 1, alredededor de

la rectay =0

Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar la gréfica
de la funcién f(z) = 2%¢~*"  alrededor de su asintota.

Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al rotar la region
comprendida por la curva y = zde=" 4 1, y larectay =1, alrededor de
la recta x = 0.

Sea D la regién limitada por la grafica de la funcién f (z) = 22 + 22 + 2,
la recta tangente en el punto donde la funcién f tiene un extremo y la
recta tangente a la grafica de f con pendiente 6. Determine el volumen
del sélido generado al rotar la region D alrededor de la recta: a) y = —1
b) x = 3.

Sea S, la regién limitada por: la curva C : 22 +4y—9 = 0, la recta tangente
a esta curva C en el punto (1,b) y el eje de abscisas. Calcule el volumen
del sdlido de revolucion generado por la rotacion de la region S alrededor
de la recta y = —3.

Un sélido de revolucién, S, es generado al hacer rotar alrededor del eje Y
la regién limitada por la curva y = x (4 — x) y la recta y = ax, a < 0. Si
el volumen de S es 2167, halle el valor de a.
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30. Se genera un sélido haciendo girar en torno al eje Y la regién limitada
por y = V9 — 22 y el eje X. Se perfora en el sélido un agujero a lo largo
del eje de revolucién, de manera tal que se desaloja de él es un tercio del
volumen total. Determine el didmetro del agujero.

4.4. Longitud del arco de una curva plana

Alguna vez se ha preguntado ;cudnto mide uno de los cables que cuelga
de un puente? 6 jcuanto mide el cable de la electricidad que va de un poste a
otro? Para calcular la longitud de curvas planas definidas por funciones o por
parametrizaciones se usan las integrales definidas.

Definicién 4.2 Sea f () una funcién definida en el intevalo cerrado [a,b]. Si
existe un numero L tal que

lim d(P;,_1,F;
= Jim Z (Pi-1,P)
donde:

P; = (zi,y;) son pundos de la curva y = f(x),

a=xg <1< -<xp =0b,

d(Pi—1,5) = \/(961 —zim1)” + (g — yi1)%

Az =z — w1,

|Al] = méx Ax;.

entonces el nimero L se llama la longitud de arco de la curva y = f (z)

desde el punto A = (a, f (a)) hasta el punto B = f (b, f (b)) .

Interpretacién geométrica

En la figura 4.39 se muestra la curva y = f (z) definida en el intervalo
cerrado [a, b].
La longitud de la linea poligonal determinado por los puntos P;, podemos

representar por
n

> d(Pi1, P)
i=1
Cuando los puntos de la particién x;_1 e z; se encuentra cada vez més cerca,
la norma de la particién |A|| = méx Az; se hace mas pequeno. Lo que implica
que la poligonal asociada a tales puntos se ajusta a la curva; y por consiguiente
podemos pensar que el limite de las longitudes de las poligonales asi obtenidas
representa la longitud del arco de la curva.
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Figura 4.39:

4.4.1. Longitud del arco en coordenadas rectangulares

d
Teorema 4.9 Sea y =y (x) una funcion tal que Y es continua en el intervalo

cerrado [a,b]. Entonces la longitud del arco de la curva entre dos puntos con
abscisas x =a y x = b, es dada por

L= /abds, (4.7)

2
donde ds = {1+ <jz) dx es la diferencial de la longitud del arco de la curva.

Prueba.

Figura 4.40:
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n
Consideremos la longitud ) d(P;_1, P;) de la poligonal generada por los
i=1
puntos P; = (x;,y;), a =29 < x1 < -+ < Ty, = b.
Sean Ax; = x; — i1, Ay; = y; — Yi—1, tal como se muestra en la figura
4.40. Entonces,

d(Pi-1, P;) = \/(%‘z —zi-1)’ + (Y — yie1)

= (A + (Ay)?

Ay \ 2

T

d d
Como Ay; = y; (i) — yi—1 (Ti-1) = %y(@-) (T —wi1) = @y(&) Az; para

algin &; € (r;_1,z;), por el teroerema del valor medio se sigue que

dy 2
d(Pi—1,P) = [1+ [dm (éz)] Ax;

y por tanto

n

n 2
=1

i=1

Ahora, pasando a limite cuando ||Al tiende a +oo tenemos

n n

d 2
lim Y d(Po,P)= lm Y 1+[dz(@)} Az;

A
INE

[ md

L
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Ejemplo 4.31 Calcule la longitud del arco de la curva y = 22, desde x =0
hasta x = 1.

Solucion.

d
Tenemos: d—y =2z, ds=+/1+ (2x)2d:p. Luego, al reemplazar en la férmu-
x

la (4.7) sique los siguientes:

1
L = / V1+4z2dz, haciendo 2z = tan6
0

1 1
= 3 [23:\/1 T Az? —|—ln‘\/1 T Az? —1—233H
0
1 1
~ 1.48u.

En lo sucesivo, por cuestiones de comodidad, omitiremos de colocar las
unidades de longitud.

Ejemplo 4.32 Calcule la longitud del arco de la curva

1/z3 1 1
y=—=|—=+-9, —<x<2.
2\3 =z 2
Solucién.
. dy 1/, 1 .
Calculando la derivada —— = —= | 2° — — | y luego sustituyendo en la
dx 2 x?

férmula (4.7), tenemos:

2 1 11\

[ (a(e b)) e

1/2 T

= /\/ zt 424+ )dm—/ 1(9: +12)dx
1/2 1/2 2 T

_ et 17 113 47

2 3 e 2.6 24

33
16

L
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Ejemplo 4.33 Determine la longitud del lazo de la curva 9y? = = (v — 3)2.

Solucioén.
En la figura 4.41 se muestra la grafica del lazo de la curva.

¥

OM &

Figura 4.41:

Es facil ver que los interceptos ocurren cunado z = 0 y = = 3. Despejando
la variable y en términos de x, tenemos

y = \?f(a:—3), 0<z<3

dy 1 (xz-—1
dr 2\ z )’
Dado que la curva es simétrico respecto al eje X, la longitud del lazo de la

curva es dada por:

L /\/1+ dm 93—2/\/ x2_2x+1>d93
/F [ (5 o)

dx
Teorema 4.10 Sea x = x (y) una funcion tal que a0 continua en el intervalo

cerrado [c,d]. Entonces la longitud del arco de la curva entre dos puntos con
ordenadas y = c y y = d, es dada por

(4.8)

Prueba.
La demostracién es similar al teorema 4.9.
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Figura 4.42:

Ejemplo 4.34 Calcule la longitud del arco de la pardbola y = —2+/x, desde
x =0 hasta x = 4.

Solucién.
Tenemos x = in, ycuando x = 0y x = 4 se tiene y = 0 e y = —4,
respectivamente. Luego, los cédlculos respectivos es como sigue:

Loy (&) =[G
= ;/Z\/Wdy

= S [AvaT e rom|y+ Vit
- 1n2—1n(2\/5—4)+2\/5.

L

0
—4

Ejemplo 4.35 Calcule la longitud del arco de la curva
2?2 — PP+ 3y —3y+1=0, 0<z<8.

Solucioén.

En la figura 4.43 se muestra la curva.

Despejando la variable x en términos de y, tenemos = = (y — 1)3/ 2. Cuando
r=0yx =S8, setiene y =1 e y = 5, respectivamente.
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AY

Figura 4.43:

Reemplazando en la férmula (4.8), tenemos:

h
I
\
[
+
&
H
Q.
<
Il
\
&
i
U
<

Ejemplo 4.36 Determine la longitud del arco de la curva

9x2—y3+6y2—9y:0

desde el punto A = (0,0) hasta el punto B = (6,9) .

Solucion.

1
Despejando la variable x en términos de y, escribimos x = §y1/2 (y—3);y

1

d 1
cuya derivada respecto a y es er_ 2 (\f - ) Al sustituir en la férmula

dy 2 VY
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(4.8), tenemos:

4.4.2. Longitud del arco cuando la curva es dada por ecuaciones
paramétricas

Teorema 4.11 Si una curva es definida mediante las ecuaciones paramétricas
{ x=uz(t)
y=y() ’
dy

dz
donde — y — son funciones continuas en un intervalo [t1,ts], entonces la lon-

dt 7 dt
gitud del arco de la curva con extremos Py = (x (t1),x (t1)) y Po = (x (t2) , x (t2))

es dada por
to
SR OREE
t1

Nota: La diferencial de la longitud del arco en funcién del parametro ¢ es

we(8)+ (&)

Prueba.
La prueba es como sigue:
w(t2) d ta 1 (¢
y _ / ) + y/( )
tl) d.'L' tl t

@
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Ejemplo 4.37 Calcule la longitud del arco de la curva
xz(t) =t
y(t) =37

desde t =0 hasta t = 1.

Solucion. p
LT Y _ 172
T : =1 =t/2. L
enemos 7 y 7 uego,

1 1
L = / Ja?+ (y’)2dt—/ VITidt

0 0
2 3/2}1

= —|(1+¢
3 [( +1) 0
2

= S (2v2-1).
3

Ejemplo 4.38 Determine la longitud del arco de la curva

{:c(t) =t+1
y(t) =41t

comprendida entre los puntos de interseccion con los ejes coordenados positivos.

Solucién.
Primero determinaremos los limites de integracién.

z =0 implicat=—-1Ay = 3.
y=0implicat=+2Az =3, z = —1.

Desde que los puntos de interseccion de la curva es con los ejes coordenados
positivos, eligimos 0 < 2 < 3 y por consiguiente ¢t € [—1,2].
Asi,

2
L= [ V@) )t
-1
2
:/ \/14 (2t)%dt, haciendo 2t = tan 6
1
1 2
:Z[Qt\/1+4t2—I—ln‘\/1+4t2+2tu 1
1 1 1
:Zm(m+4)_11n(¢5_z)+§¢5+m
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Ejemplo 4.39 Determine la longitud del arco de la curva:

{ x (t) = tcost

y(t) =1t sent
desde t = 0 hasta t = 2.

Solucion.
Tenemos:

v t—tsent. Y — teost + sent
— — COST — tsen — = T COS sent.
dt Todt

Efectuando operaciones correspondientes se obtiene

dz\? dy\? 9
— — | =1+t
(&)« (&) -1

Luego,

27
L = / V14 t2dt
0
1
= 5111(271’4—\/471'2—1—1)+7T\/47T2—|—1.

Ejemplo 4.40 Determine la longitud del arco de la curva

x = elsent
<t<mw/2
{ y = elcost ’ 0<t<n/
Solucion.
Tenemos:
d d
d;’tc = e'sent + € cost, dit/ = el cost — e'sent.
Luego,
dz\?  [d2
il e -9 Qt.
(&) (@) >
Por tanto,

L:/2v262tdt:\/§/Qetdt:\[2<e“/2—1>.
0 0
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4.4.3. Longitud del arco en coordenadas polares

Teorema 4.12 Si una curva es definida mediante la ecuacion en coordenadas

d
polares r = r (6), donde d—g es una funcion continua, entonces la longitud del

arco de la curva cuyos puntos extremos tienen dngulos polares 61 y 02, respecti-

vamente, es dada por
02 dr\ 2
L= 2 — | df
f ()

Sea la curva como se muestra en la figura 4.44.

Prueba.

r=r(f)

st

Figura 4.44:

La curva dada también es definida por las ecuaciones paramétricas:
x=r(0)cosf ey =r(0)send. Lo que implica que

dm_ / dy_ /
dG_T cos — rsent da—rsem?—i—rcos@

da\” dy ? N2 2
(d@) + <d(9) = (T) +ro.
Por lo tanto,

02 dz\? dy 2 02 dr\ 2
L= — — 0= 2 — | d

Ejemplo 4.41 Calcule el perimetro de la region comin a las curvas:

r=cosf), r=1-—-cosé.
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Figura 4.45:

Solucioén.

Sean r; = cosf y ro = 1 — cosf. El rayo en la cual ocurre la interseccién
entre las curvas se obtiene de la ecuacién cosf) =1 — cos 6, o sea 6 = 3.

En la figura 4.45 observamos que la regién es simétrica al eje polar, por lo
que el perimetro se puede expresar como: P = 2(La + L1), donde L; y Ly es

longitud del arco de r; y ry respectivamente.

3 dro 2 bl drq 2
P = 2 2 — | do 2 — | db
/O,/w(de) +/§ ,/r1+<d9)

= 2 :/og \/(1 — cos6)? + (senf)?df + /; \/(cos 0) + (—sen9)2d9]

3

= 2 /3\/2—20050d9+/2d9]
0 s

™

3 0 3
= 2 / 2$en<>d0—|—/ do
o 2 z

017/3 T oo
= 8 [2} +(33)

0
T
= 4+ —.
+6
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Ejemplo 4.42 Determine el perimetro de la region interior a las curvas:
r=+v3 send, r =1+ cosh.

Solucién.
En la figura 4.46 se muestra la regiéon y no observamos simetria

r= \-’5.;911(5‘)) S

Figura 4.46:

Sea 71 = v/3senf y 1o = 1+ cos 6. El rayo donde se intersectan las curvas se
obtiene de la relacién v/3senf = 1 + cos 0, esto es 6 = /3.

Por lo tanto, el perimetro de la regién es P = Ly + Lo, donde Ly y Lo es la
longitud del arco de r; y 7o respectivamente.

P = /Og \/(\/gsen9)2 + <\/§cos 9>2d9 + /7; \/(1 + cos0)? + (—send)?dl

z IS 9
= /5 V/3sen26 + 3 cos? 0d6 + / 2 cos §d0
0 us

3

= V30" +4 [sene]
2 /3
V3

= — 2.
37r—|—

Ejemplo 4.43 Calcule el perimetro de la region: interior a r1 = 1 y comin a
las curvas ro =2+ 2cosf y rs = 2send.

Solucion.
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90

120 60
! ; r=2+2 coslt)

270

Figura 4.47:

En la figura 4.47 se muestra la regién encerrada por las tres curvas.
El rayo en la cual se intersectan las curvas se obtienen de las ecuaciones
r1 =13y re =ry. Esto es,

2+ 2cosf=1 |, 2senf =1
=% L -

Por otro lado, la tangente en el polo a la cardioide es § = 7, lo cual se obtiene
al hacer » = 0. Asi, el perimetro de la regién es P = Ly + Ly + L3, donde L,
Lo y L3 es la longitud del arco de r3, 71 y ro respectivamente.

T 27
Y 2 A 2 L[ I, 2
P_/O 2+ ) de+/g 2+ () d9+2/23ﬁ\/r2+(r’2) d
™ 2m T
:2/6d9+/3d9+2\f2/2 V1 + cos 0d0
0 : =
T v
—§+§+<8—4\/§>
:%77—4\/5—1—8.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1 — 5, determine la longitud de la curva que se indica.

1.

10.

11.
12.
13.

14.

15.

. Determine la longitud del lazo de la curva: = (t) = t>—1, y(t) =

4
x 1
= — <z<
Y= 8 T g2 lszs<3
3
Ly=32(+1)2, 1/3<x<2
.x:%(y2—|—2)3/2, 0<y<4

$=%¢ﬂy—$wa 1<y<4

.leny—ﬁ, 1<y<4

. Determine la longitud total del astroide 2%/3 + y2/3 = 4.

Determine la longitud del lazo de la curva: z (t) = 3 (£* — 1), y (t) = ¢*,
t € R, entre los puntos A (0,—1) y B(0,1).

1.3
143 —t,
teR.

. Determine la longitud de arco de la curva

x = cost + cos®t
C: 0<t <27
y = sent + sent cost

a
Determine la longitud del arco de la catenaria y = 3 (e‘”/ @y e/ “) entre
los puntos (0,a) y (b,c).

En los ejercicios 11 — 15 determine el perimetro de la regién encerrada por
las curvas:

interior a 7 = 1 y exterior a r = 1 — cos 6.

comun a las curvas r = /8 y r2 = 16 cos 2.

exterior a 7 = 2cos# e interior a r = 2 + 2cosf, comprendida entre la

T
recta 0 = Z vy el eje —.
5 yeleje

exterior a r = —2senf e interior a r = 2 — 2senf, comprendida entre el

eje polar y la recta § = —%.

interior a 7 = 1 y comun a las curvas r = 2 4+ 2cosf y r = 2send.
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4.5. Area de una superficie de revolucién

En esta seccion la integral definida es usado para hallar el area de una
superficie de revolucién.

Definicién 4.3 (Superficie de revoluvién) Si la grdfica de una funcion es
rotado alrededor de una recta, la superficie resultante es una superficie de
revolucion.

Definicién 4.4 (Area de una superficie de revolucién) Siy = f () tiene
derivada continua en el intervalo [a,b], el drea de la superficie de revolucion S
generada por rotacion alrededor del eje X, del arco de la curva y = f (x) en el

intervalo [a,b], es definida por
b
A= 277/ yds,

/ 2
donde ds = 4|1 + (%) dx es la diferencial de longitud de arco.

En forma andloga, si x = g (y) tiene derivada continua en [c,d], el drea de
la superficie de revolucion S generada por rotacion alrededor del eje Y, del arco
de la curva x = g (y) en el intervalo [c,d], es definida por la férmula

d
A:27r/ xds,
C

2
donde ds = 4/ 1 + (%) dy es la diferencial de longitud de arco.

y=fx)

eje de revolucion

Figura 4.48:
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Interpretacion.

Obsérvese que cuando un elemento de arco, de longitud ds, rota alrededor
del eje X por ejemplo, engendra un cilindro circular recto de altura h = ds,
radio r = y, y superficie lateral dA = 27yds.

Ejemplo 4.44 Calcule el drea de la superficie de revolucion generada al hacer
rotar alrededor del eje X, el arco de la curva y = /x — 1 desde x = 1 hasta
T =95.

Solucién.

Figura 4.49:

En la figura 4.49 se muestra que la distancia entre el eje X y un elemento
del arco, es r = y. Al rotar alrededor del eje X, genera un cilindro circular recto
cuya diferencial de rea es

dA = 2myds.

d 1
Primera forma es considerar ds = /1 + ( ) dx, donde W _

dx 2\/:1: —

tonces el drea de la superficie de revolucién cuando x varia desde x = 1 hasta

T =05,es
A = 27T/5T\/1+[f/(1‘)]2d{1?
= 27r/ \/CLTHl-i- d.’L‘—?T/ Vax — 3dz

/ 4z —3)2d(z+1) =2 [(4413 )3/2]
! 6
(17\/ﬁ - 1) u?

1

SSERNE
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/ 2
Segunda forma es considerar ds = /1 + (%) dy. En este caso, cuando y

varia desde y = 0 hasta y = 2, el drea de la superficie es

2 2
A = 277/ r 1—|—[dl} dy
o\ dy
2 2 1 1
= 277/ y\/1+4y2dy:47r/ y2—|—4d<y2+4>
0 0
2 1\ /2 1
= 4 24 o) Ay
RGNS
8 , 1\’
(#+3)

1
= (17\/17 - 1) u?.
Obsévese que hemos obtenido el mismo resultado. Esto es por que la funcién
longitud de arco es invariante.

En lo sucesivo, por cuestiones de comodidad, omiteremos de colocar las
unidades de area.

3

I I

Ejemplo 4.45 Determine el drea de la superficie generada por rotacion alrede-

dor de la recta x = 1, el arco de la pardbola vy = x> —2x, para x en el intervalo
[1,2].

Solucion.

A 4

Figura 4.50:

En la figura 4.50 se muestra un elemento del arco, asi como el radio r = xz—1.
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Al rotar alrededor de la recta x = 1 se obtiene diferencial del drea dA =
2rrds.

dr\ 2
Sea ds = /1+ (;) dy. Entonces cuando y varia desde y = —1 hasta
Y

y = 0, el drea de la superficie generada es:

0 da\ 2 0 1 2
A = 2 -1 1+ — ) dy=2 / -1 1+<>d
”/Jx ) <dy) y=2m ) (=) ovy+1) "
+1 +1
= 277/ VvVy+1 glidy

(y+1)
- W/lmdy
- %(5\/5—1).

Ejemplo 4.46 Determine el drea de la superficie de revolucion al rotar alrede-
dor de la recta x = 1, el arco de la curva x =1+ /4y — 2.

Solucién.
En la figura 4.51 se muestra el arco de la curva, a la derecha de la recta
z =1

Figura 4.51:
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En ella tomamos un elemento del arco, que al rotar elrededor de la recta

x = 1 genera una superificie con diferencial de drea dA = 2nrds, donde
r=x—1.
)\ d 2 —
Sea ds =4/1+ <3:) dy, donde & _ 279  Entonces cuando y varia
dy dy /4y — y?

desde y = 0 hasta y = 4, el drea de la superficie generada es:

4
A = 27r/ (x—1)ds
0

4 2
9 _
= 27r/ Vay — y? l—l—%dy
0 \ 4y —y
4
= 27r/ 2dy
0

= 16m.

Ejemplo 4.47 Calcule el drea de la superficie generada al rotar alrededor de
3
1
la recta © = 4, la grdfica de f (z) = % + 1 ' e T en el intervalo [1,3].
T

Solucion.

Figura 4.52:

En la figura 4.52 se muestra r = 4 — x. Al rotar un elemento de arco de
y = f(x) alrededor de la recta x = 4 se obtiene la diferencial del rea de la
superficie

dA =27 (4 — z) ds.



4.5. Area de una superficie de revolucién 134

d d 1
Con ds = {/1+ & d:c y i g , cuando x varia desde x = 1
dx dx 422

hasta xz = 3, el area de la superficie generada es:

2
A = \/1+ >dm

T
= -2 11 3—16
= 5o .

Ejemplo 4.48 Calcule el drea de la superficie de revolucion generda al girar

vy 1,3].

alrededor del eje Y, el arco de la curva v = \/y — 3 Y €

Solucion.

dz\ 2 dx 1 1
Con ds = /1+ (dy) dy 'y aTy = m —3 y cuando y varia desde

y = 1 hasta y = 3, el drea de la superficie generada es:

/ d
—27r/x 1+ I dy

= <w—; )Gl 9
k() ()
[ (-37) 5+ ) o
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1—3, determine el area de la superficie generada por rotacién
de la curva y = f (x) alrededor del eje X.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

y=323, 0<2<3
y=1v9— 12 -3<z<3
y=e" x> 0.

En los ejercicios 4 — 7, determine el area de la superficie generada por
rotacién de la curva y = f (x) alrededor del eje Y.

yzl—xz, 0<z<1.

y:9x—x3, —V3<z<0.

En los ejercicios 8 — 10, determine el drea de la superficie generada por
rotacién de la curva y = f (z).

y=-3x, 0<zx<3, alrededor de la recta y = —3.
y=4—2%, 0<x<2, alrededor de la recta x = —2.

y=+v4—a22+2, —2<x<2 alrededor de la recta y = 5.

En los ejercicios 11 — 13, determine el drea de la superficie generada por
rotacién de la curva z = f (y).

T = (%y)2/3, 0 <y <2/3, alrededor de la recta x = 2.

y3, 0<y <3, alrededor de la recta z = 4.

Wl

Tr =
T = i (y2 —Iny?),1<y<4, alrededor del eje X.

Determine el area de la superficie obtenida al girar alrededor del eje X, el
lazo de la curva

9y = 2 (3 — x)?
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15. Determine el area de la superficie obtenida al rotar la elipse

alrededor del eje Y.

16. Determine el area de la superficie obtenida al rotar la curva

x3 1

y="5+

- l<z<
3 a4y szs3

alrededor de la recta x = —1.
17. Determine el area de la superficie generada al rotar la curva

31

X
— —_— 1<xr<4
6 o =T

y:

alrededor de la recta y = —1.

18. Determine el area de la superficie obtenida al hacer rotar la curva y = e™%,

x > 0 alrededor del eje X.

19. Determine el area de la superficie genrada al hacer girar la curva

alrededor de la recta y = 3.

1/2

_ B2,

20. Se disena un foco de luz haciendo girar la grafica de y = %x
0 <z < 1/3, en torno al eje X. Determine el drea de la superficie de la

ldmina de vidrio que sera necesario para fabricar dicho foco.
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4.6. Aplicaciones fisicas

4.6.1. Trabajo

El concepto de trabajo es fundamental en la fisica y se aplica en una amplia
gama de situaciones, desde problemas mecanicos simples hasta calculos com-
plejos en dindmica, termodinamica, electromagnetismo y muchas otras ramas
de la fisica. Ayuda a comprender cémo se transfiere y transforma la energia en
sistemas fisicos.

Trabajo realizado por una fuerza constante

Definicion 4.5 Si un objeto se traslada una distancia, d, a lo largo de una
linea recta, mientras se encuentra sujeto a una fuerza constante F' en la
direccion del movimiento, entonces la cantidad de trabajo W realizado
por la fuerza es definido como

W=F-d

La cantidad W es una medida de la cantidad de energia requerida para
llevar a cabo un proceso. Si la fuerza se mide en newtons (N) (la fuerza que se
requiere para darle a una masa de 1 kilogramo una aceleracién de 1 metro por
segundo al cuadrado) , entonces el trabajo estd en newton x metro, también
llamada joules (J)

Trabajo realizado por una fuerza variable

En muchas situaciones praticas, la fuerza no es constante, sino que varia
conforme el objeto cambia de posicién. Asi por ejemplo, la fuerza requerida para
comprimir o estirar un resorte aumenta a medida que el resorte se comprime o
se estira.

Supdngase que un objeto es trasladado a lo largo del eje X desde z = a
hasta = b por una fuerza F'(x) que varia continuamente. Sea P una particién
que divide al intervalo [a, b] en n subintervalos determinado por

a=xg<T1 <X << xp =0

Sea Ax; = x; — x;—1 para cada i, y sea & tal que z;_1 < & < x;. Entonces
en &; la fuerza es dado por F (§;); y como F es continuo, podemos aproximar
el trabajo realizado en trasladar el objeto a través del i-ésimo intervalo por el
incremento
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Luego el trabajo, W, total realizado cuando el objeto es trasladado desde a hasta
b es aproximado por la suma

w

%

S aw,
=1
=1

Esta aproximacién se puede mejorar cuando ||A|| — 0 (n — o0) . Asi, el trabajo
realizado es

Definicién 4.6 (Trabajo realizado por una fuerza variable) Si un obje-
to es trasladado a lo largo de una linea recta por una fuerza F(x) que varia
continuamente, entonces el trabajo realizado por la fuerza cuando el objeto es
trasladado desde x = a hasta x = b es

W= /bF(x) da. (4.9)

Los ejemplos que abordaremos en esta seccién utiliza la siguiente ley fisica
desarrollado por Robert Hooke (1635-1703).

La Ley de Hooke

La ley de Hooke dice que la fuerza requerida para mantener estirado o con-
traido un resorte de su longitud en estado de equilibrio es proporcional a la
distancia que se estire o contraiga de su longitud natural.
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Si un resorte se extiende naturalmente sobre su eje y se hace coincidir uno de
sus extremos con el origen del sistema, entonces la fuerza que se requiere para
estirar este extremo a una posicién x es F (x) = kx, donde k es la constante del

resorte.

Longitud natural ’\

-a

Estirado x unidades ﬂf=-,..

—x—

Figura 4.53:

Ejemplo 4.49 Considere un resorte de 15 cm de longitud. Se requieren 5N
para mantenerlo estirado hasta 17 c¢m. Calcule el trabajo de estirarlo de 17 ¢cm

a 20 cm.

Solucion.
Longitud natural (F=0) Estirado 2 cm (F=5N)
AAAAAAAAAA A A AR
L-v WWWWWie— l'w WWWN,—
' —2-
x=0
Figura 4.54:

De acuerdo con la ley de Hooke, F'(x) = kxz. Entonces, la constante del
resorte se obtiene de resolver 5N = k (0.02m) , o sea k = 250N/m. Por tanto,
F (z) = 250z

Para calcular el trabajo que se pide, hacemos uso de la férmula (4.9), esto
es

0.05 0.05
W= / 250zdx = 125 [2%] '
0.02 '

— 125 [(0.05)2—(0.02)2}
— 0.2625J.
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Ejemplo 4.50 La longitud natural de un resorte es de 20 ¢cm. Si para manten-
erlo comprimido 3 cm se necesita una fuerza de 60 N, entonces jcudl serd el
trabajo necesario para comprimir dicho resorte desde 3 cm hasta 5 cm?

Solucién.
Longitud natural (F=0) Comprimido 3 cm (F=60N)
AAAAAAAAA , — IAMAAAAA
h Hrwwzo }me >
0 -3 6

Figura 4.55:

De F (z) = kz se sigue que 60 = k (135) , 0 sea k = 200 N/m. Asi, F (z) =
2000z y el trabajo requerido se determina al integrar la fuerza, esto es,

0.05 0.05
W = 2000 / zdz =100 [2*] ) s
0.03 ’
— 100 [(0. 05)2 — (0. 03)2}
— 1.6J

Ejemplo 4.51 Un resorte cuya longitud natural es L c¢cm se estira hasta al-
canzar una longitud de 15 cm , y para mantenerlo estirado en esa longitud se
requiere una fuerza de 20 N, Si se requiere un trabajo de 3 J para estirarlo de
15 em a 20 cm, determine la longitud natural de dicho resorte.

Solucion.

De acuerdo con la ley de Hooke, F' (z) = kx. Como se requieren 20 N para

stirar 12=L) — p5=1) ~ 200
estirar 755~ m, entonces de la ecuacién 20 = k355 se obtiene k = = N/m

2000
y por tanto F' (z) = <

15— L
para x que varia desde x = T(]Lm hasta x =

) x. Luego, usando la férmula (4.9) con W =3y

15 20—L

“100

2000 A%
100
3 = (15—L>ﬁ5L xdx

100
1000 7 1
3 = — = —L].
(15 — L) (400 1000 >
Al resolver para L se obtiene la longitud natural del resorte, esto es, L = 13.75
cm.

m, tenemos:
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Ejemplo 4.52 La longitud natural de un resorte es de 20 em. Si para estirarlo
de 22 cm hasta 26 cm se requiere un trabajo de 12 J, entonces jcudl serd el
trabajo que se requiere para comprimirlo dicho resorte de 20 cm hasta 18 ¢cm ?

Solucién.
Tenemos
0,06 22 0,06 k ) )
12 = / kxdx:k[] :—[(0,06) —(0,02)]
0,02 0,02 2
k
12 = £(0.0032),

de donde, el valor de la constante es k = 7500 N/m. Asi que F'(z) = 7500z y
el trabajo requerido se determina al integrar la fuerza, esto es

0,02
W = 7500/ zdx
0

90,02
2

— 7500 [m
0
— 1.5J.

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Si una fuerza de 900 N comprime un resorte medio centimetro, halle la
constante del resorte. Si se aplica una fuerza de 600 N, ;jcudntos centimet-
ros se comprime el resorte?.

2. El trabajo realizado al comprimir un resorte 1/8 de su longitud en esta-
do natural es 7.8125 J. Si la constante del resorte es 10° N/m, halle la
longitud natural del resorte.

3. Se necesitan 15 J de trabajo para estirar un resorte de 33 cm a 34 cm y 25
J para estirarlo de 34 ¢cm a 35 ¢m. ;Cudl es la longitud en estado natural
del resorte?

4. Un resorte tiene una longitud natural de 8 c¢m. Si una fuerza de 20 N
mantiene estirado el resorte 1/2 c¢m, determine el trabajo realizado al
estirar el resorte de 8 cm a 11 cm.

5. Una fuerza de 25 N mantiene estirado un resorte en 3 ¢m. Determine el
trabajo requerido para alargar el resorte 2 ¢m mas.
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6.

10.

Se requiere una fuerza de 0.6 N para mantener un resorte de longitud
natural de 0. 08 m, comprimido a una longitud de 0.07 metros. Encuentre
el trabajo realizado para comprimir el resorte de su longitud natural a la
longitud de 0.06 m.

Un resorte tiene una longitud natural de 10 ¢m, y una fuerza de 30 newtons
lo mantiene estirado 11,5 ¢m. Determine el trabajo realizado al estirar el
resorte de 10 ecm a 12 c¢m; luego encuentre el trabajo realizado al estirar
el resorte de 12 ¢cm a 14 cm.

. Se requiere 0.05 J de trabajo para estirar un resorte desde una longitud

de 8 cm a9 cm, y otros 0. 10 J para estirarlo de 9 cm a 10 ¢m. Determine
la constante de deformacion del resorte y encuentre la longitud natural
del resorte.

Un resorte tiene una longitud natural de 6 c¢m. Si una fuerza de 1200
N lo mantiene comprido en 0.5 c¢m, determine el trabajo efectuado al
comprimirlo desde 0.6 cm hasta 4.5 cm. ;Qué trabajo se requiere para
hacer que el resorte llegue a 9 ¢m partiendo de su estado comprimido de
4.5 ecm?

Un resorte tiene una longitud natural de 25 ¢m Si se requiere una fuerza
de 350 N para mantenerlo estirado 5 ¢m, jcudl es el trabajo realizado al
estirar elresorte desde su longitud natural hasta una longitud de 32 ecm ?

4.6.2. Centro de Masa

En esta seccién estudiaremos diversas aplicaciones importantes de inte-
gracién que son relacionados a la masa.

Masa

Masa es una medida de la resistencia de un cuerpo a los cambios en el
movimiento, y es independiente del sistema gravitacional en la que se encuentra
el cuerpo. Sin embargo, debido a que muchas aplicaciones que involucran masa
ocurre en la superficie de la Tierra, masa de un objeto es igualado con su peso.
Peso es un tipo de fuerza y como tal es dependiente de la gravedad. Fuerza y
masa, son relacionados por la ecuacién

F = (masa) (aceleracion)

Sistema de medida masa | acelelacion | Fuerza

Sistema internacional | kg m/s? newton (N) = (kg)(m/s?)
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Centro de masa en un sistema unidimensional

El producto de la masa de una particula por su distancia dirigida desde un
punto (su brazo de palanca) se denomina momento de la particula con respecto
a ese punto (vedse la Figura 3). La condicién para que dos masas a lo largo de
esta recta estén en equilibrio es que la suma de sus momentos con respecto al
punto sea cero.

El momento total M (con respecto al origen) de un sistema de n masas
mi,ma,- -+ , My ubicados en los puntos x1,xs2,- - ,x, a lo largo del eje X es la
suma de los momentos individuales, esto es,

n
M = z1mq +xomo + - + Tpymy = 5 Timy
=1

Fulcro

Figura 4.56:

La condicién para equilibrio en el origen es que M = 0. Por su puesto, no
debemos esperar equilibrio en el origen, excepto en circunstancias especiales.
Pero seguramente un sistema de masas se equilibrard en alguna parte. La pre-
gunta es dénde. ;Cudl es la abscisa del punto en donde el fulcro debe colocarse
para que el sistema en la Figura 56 esté en equilibrio?.

Sea T la coordenada deseada. Entonces el momento total con respecto a él
debe ser cero; es decir,

(xr1—Z)m1+ (x2 —T)ma+ -+ (zp, —T) My, =0

rim1 +xomo + -+ XMy =TMy +Tmae + -0 - +TMy,

Al despejar a T obtenemos

n
T,
T = % — izzl o
m n
> mi
i=1

El punto T denominado centro de masa, es el punto de equlibrio.
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Centro de masa en un sistema bidimensional

Considérese n masas puntuales mj, ma, - - - , my,, situadas en los puntos (z;, y;)
coni=1,---,n en el plano coordenado. Entonces los momentos totales M, y
M, con respecto al eje Y y al eje X, respectivamente, estdn dadas por:

n n
My = E Ti;my MI = E Yimy;
i=1 i=1

Las coordenadas (Z,y) del centro de masa (punto de equilibrio) son:

n
> wimy
i=1 _
= ’y =

n
> m;
=1

n

M
% B Z;yz i
m

S
>om;
=1

E:

My
m

Centro de masa de una lamina plana

Hasta ahora hemos considerado la masa total de un sistema que se distribuye
en puntos discretos en un plano o en una linea. Ahora consideraremos una lamina
plana que es homogénea, es decir, la densidad p (masa por unidad de drea) es
constante.

Teorema 4.13 Sean f y g funciones continuas tales que g () < f (x) en [a,b],
y considere la ldmina plana R de densidad uniforme, p, limitada por las grificas

dey=f(x) ey=g(x), a <z <b. Entonces

1. Los momentos con respecto a los ejes X e Y son:

b
Mo = 5[ [P @ @),

b
My, = o[ olf@-g@)da

M
2. El centro de masa (%, ) es dado porT = —2 e 7= —, donde m
m m

es la masa de la ldmina definida por

b
m=p [ (@)~ g (@) da
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=y

Figura 4.57:
Prueba.
Consideremos una particién P = {zg,x1,--- , =y} del intervalo del intervalo
[a,b] y elijamos ¢ en cada intervalo [zp_1,x] como el punto medio, esto es,
Tp_1+x
ty = %—i—k (Véase figura 4.57).

El centro de masa del k-ésimo rectangulo Ry, estd en su centro (tg, 3 [f (tx) + g (t1)])
(lo idealizamos con una varilla delgada y consideramos que la densidad no varia
demasiado en cada punto de Ry ). Su area es f (tx) Axy y por lo tanto su masa,
m, esm = p (1) [f (t) — g ()] Aay.

Ahora, el momento de Ry respecto del eje X es igual al producto de su masa
por su distancia de su centro de masa al eje X (ndtese que esta distancia es igual

a5 [f (tk) + g (tx)] ); es decir

M (Re) = 2 (10) [ () — 67 ()] A

Sumando sobre k en la expresion anterior, obtenemos el momento respecto al
eje X de una aproximacién de la regiéon R. Conforme la norma de la particion
tiende a cero, obtenemos que el momento de R respecto al eje X es

m_/ p(t) [£ (@) - g (2)] da

Andlogamente, el momento de Ry respecto del eje Y es igual al producto de su
masa por la distancia de su centro de masa al eje Y (nétese que esta distancia
es tr ), es decir:

My (Ry) = p (tr) te [f (tk) — g ()] Az

Sumando sobre k en esta ultima expresién, obtenemos el momento respecto al
eje Y de una aproximacion de la region R. Conforme la norma de la particién
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tiende a cero, obtenemos que el momento de R respecto al eje Y es

b
M, = / p(te) o 1f (2) — g ()] da.

De manera analoga que para sistemas de particulas, las coordenadas del centro
de masa (Z,7) , se expresan en términos de los momentos:

b b
v [ rwelf@-g@lae [ S [P o @) de

T = = s yziz

b m b
/ p(t) If (@) — g ()] de / p(t) If () — g ()] de

b
donde m = / p (tr) [f () — g (z)] dx representa la masa de la lamina.

Teorema 4.14 Sean f y g funciones continuas tales que g (y) < f (y) en [c,d],
y considere la ladmina plana R de densidad uniforme, p, limitada por las grificas
dex=f(y), z=g(y), c<y<d. Entonces

1. los momentos con respecto a los ejes X eY son:

d
M, — p/ ylf ) — g ()] dy,

M, = 8 [P ]y

d
c
M,

M,
2. el centro de masa (T, ) es dado porT = —2 y 7y = —=, donde m
m m

es la masa de la lamina definida por

d
m=p/ [f (y) — g ()] da.

Observacién: Si la regién R es simétrica respecto a la recta x = x(, entonces
el centroide es (z9,7); v si la regién R es simétrica respecto a la recta y = o
entonces el centroide es (T, yp).

Ejemplo 4.53 Halle el centroide de la region limitada por las curvas

y=22—12% y=4—2> y la recta x=-3.

Solucién.
La region se muestra en la figura 4.58.
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x=-3

aal >

AN

¥ /

Figura 4.58:

La masa y los momentos son calculados de la siguiente manera.

2 2
m:p/ (yz—yl)d:v:/ (4—x2—2x—|—x2)dw:25p,
-3 -3

M, —'0/2 [(4—$2)2—(2x—x2)2]d:v:—@

T2 ), 2
y
2
M, = p/ x(4—x2—2x+x2)dm
-3
_ 100p
= =
M, M,
Luego, T = —2 = —4/3, 57 = —~ = —5/2; y por tanto el centroide de la regién
m m

4 5
es | —5,—= .
37 2

Notese que la densidad p en el ejemplo es un factor comin tanto en los mo-
mentos como en la masa; por lo que al efectuar la division se simplifica. Asi que,
el centro de masa de una ldmina de densidad uniforme depende tinicamente de
la forma de la ldmina y no de su densidad. Por esta razoén, el punto (Z,7) es
llamado centro de masa de una regién en el plano, o centroide de la regién.

En los ejemplos siguientes asumiremos p = 1 y por consiguiente m = A.
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Ejemplo 4.54 Determine el centroide de la region limitada por las grdficas de
=y Y T =2y+3.

Solucién.
En la figura 4.59 se muestra la region.

A
Y x=2y+3
3 X ="
o\_ 1 >
—1>( ? 4
7
Figura 4.59:

Es inmediato ver que la interseccién entre las curvas son los puntos (—1,1)
y (9,3). Para calcular la masa y los momentos es conveniente formular las inte-
grales con respecto a la variable y, esto es:

3
2
A = / (2y+3—y2)dy=%.
-1
3 32
M, = /}y@y+3yﬂdy:3.
1 5 2], 544
M, = 5 [(2y+3) —(y)}dy—l—g).

M,
Ast, 7= —2L =17/5,7 =
m

la regom.

M, 17 .
— = 1; y por lo tanto, (5, 1) es el centroide de
m

Ejemplo 4.55 Halle el centroide de la region limitada por las curvas
y=2z—2° y=3z>-6

Solucion.

En la figura 4.60, se observa que la region es simétrica con respecto a la
M,
recta x = 1, por lo que el centroide de la regién es (1,7), donde y = Tx
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v =3x2—6x
»
x
-3 y=2x—x"°
Figura 4.60:

La interseccion entre las curvas ocurre cuando z =0y = = 2.
El area y el momento son calculados como sigue:

A= /02 ((2x —£E2) — (3:162 —6;c)) dz
= /02 (8:15 — 4:172) dz

16

3

1

M, = B /02 ((2:v — 952)2 — (3:62 - 6;6)2) dx

1 2

= 2/ (—8304 — 402° — 32:v2) dx
0

16

~I

M, 4 4
Asi, g = 73” =z y por tanto el centroide de la region es (1, —5> .
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Ejemplo 4.56 Halle el centroide de la region limitada por las curvas y = x2,

y= Jx ylarectay=2—z.

Solucion.
En la figura 4.61 se muestra la region limitada por las tres curvas.

, Ay

Yy¥=x

Figura 4.61:

El area de la regién sombreada es

0 1
A = / (2—x—x2)daz+/ (2—x—x1/3)d:1:
0

-2
1

72 m?’o 2 34/3
= |2z - = - o — — —
["E 2 3]2+ T Ty
0
_ 0,3
3 4
49
127

Los momentos son calculados como sigue:

Mz = ;/_02 |:(2—1’)2—£U4:| da:—l—;/ol <(2—a:)2—a:2/3>d:c

17 1 1. S | 1 3 51!
= 3 [—5$5+ gfg —2$2+4m] B + B [413—2:)02 + gx?’ — 5:53]0
B 92+13
15 15

= 1.
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M, = /02.%'[(2—1')—:62]611'4-/011'[(2—.%)—331/3}d.%‘
1

5 223 0 , a3 327/3
= xr° — —— + [
S A
0
T
321
Y
= =
Luego, el centroide de la regién es (Z,7), donde
204 12
T=———~-0.6, y=—=~=1.7.
YT Y=

Teorema 4.15 (de Pappus) Sean Ry y Rs dos regiones disjuntas del plano
xy con masas my y mg y centroides (T1,y;) y (T2,Yy), respectivamente. En-
tonces el centroide (%,7y) de la region R = Ry U Ry es dada por

__ muZi+meTz . MiY; + mals

I=———"= 7=—"°==

m1 + ma mi1 +ma

Ejemplo 4.57 Usando el teorema de Pappus, determine el centroide de la re-
gion indicada en el ejemplo 4.56

Solucioén.

Consideremos las regiones Ry y Ry con x € [-2,0] y = € [0,1] como se
muestra en la figura 4.61. Entonces, tenemos los siguientes:

Para la regién R;:

0
A1=/ (2—x—x2)da::9.
_9 3

0
2
Mz = ;/ [(2—x)2—m4]dx—9.
—2

0 8
M, = /_Zx[(Q—x)—a:Q]da:——g.



4.6. Aplicaciones fisicas 152

Para la regién Ra:

AQ—/O1 (2—x—w1/3>dac:%

Mzx =

1
2
! 5
M, = /x[(?az)xl/ﬂdx:.
0

20 52
Luego, el centroide (T2,7,) de la regién Ry es <63’ 45> .

Finalmente, el centroide de la regiéon R = Ry U Ry es (Z,7), donde

Y N S TG U 1C N O
Ar + A 043 343
— — 10 (46 3 (52

_— m1y1+m2y2:§(%)+1(*5>22%1_7'
Ay + A 2+3 7

Noétese que hemos encontrado las mismas coordenadas del centroide.
EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1 — 15, halle el centroide (Z,7) de la regién limitada por las
curvas dadas.

l.a=—y, x=2y—vy

2. y=23, y==x



153 4.6. Aplicaciones fisicas

9.2 —223=0, >’ +8x—-32=0
10, y=—,y=0, z=1, z=4
X

11. y=2+4z — 2%, y=2z—1]

1 3

12, y=2— = —
4 e+l YTy

r=0

13. y2 —4y—204+4=0, z—-2y+4=0, y=0
4. y=22-4, 2=1-1—y,2=0

15, y=1—-+vVz+1, y=x—-4, y=1






Capitulo 5
Introduccion a las Ecuaciones
Diferenciales

El estudio de las ecuaciones diferenciales es una parte de la Matematica que,
quiza més que cualquier otra, ha sido directamente inspirada por la Mecéanica, la
Astronomia y la Fisica matematica. Su historia empez6 en el siglo XVII cuando
Newton, Leibniz y los Bernoulli resolvieron algunas ecuaciones diferenciales sen-
cillas que se presentaron en problemas de Geometria y Mecédnica. Esos primeros
descubrimientos, que comenzaron alrededor de 1690, ahora sirven para hacer
modelos apropiados para muchos experimentos de la vida y fenémenos de la
naturaleza en areas como biologia, quimica, fisica, ingenieria, medicina, etc.

Muchas de las leyes bésicas de las disciplinas mencionadas arriba son definidas
en términos matematicos que contienen una funcién no conocida y sus derivadas.
Aqui presentaremos algunas técnicas para encontrar soluciones de algunas ecua-
ciones diferenciales, tales soluciones son llamadas soluciones analiticas; sin em-
bargo no siempre se puede obtener la solucién de una ecuacién diferencial por
métodos analiticos, en este caso se recurre a procedimientos numéricos y que no
seran abordados en esta obra.

5.1. Definiciones y terminologias

Definicién 5.1 Una ecuacion que contiene la derivada de una o mds vari-
ables dependientes con respecto a una o mds variables independientes se llama
ecuacion diferencial.

Clasificacion segun el tipo

» Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).

Si una ecuacién sélo contiene las derivadas ordinarias de una o més vari-
ables dependientes con repecto a una sola variable independiente, se dice
que es una ecuacién diferencial ordinaria.

155
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Asi por jemplo, la ecuacién

es una ecuacion diferencial ordinaria. Aqui, y = y (z) es una funcién de-
sconocida y z es la variable independiente.

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinaria son:

Y=y -u vy =y
y + 5y =e O y' = cos (xy) (5.1)
yy// + ny = senzx y// — y2

» Ecuaciones diferenciales parciales (EDP)

Una ecuacién que contiene las derivadas parciales de una o maés variables
dependientes, respecto de dos o mas variable independientes, se llama
ecuacion en derivadas pariales.

Asi por ejemplo
Pu ,0%u 0%u 4 0?u =
— =c"— — +— ==ze
ot? 0x?’ ox?  Oy? Y

son ecuaciones en derivadas parciales.

Clasificacién segiin el orden y grado

El orden de una ecuacién diferencial es el orden de la mayor derivada
que aparece en la ecuacidn.
El grado de una ecuacién diferencial es el mayor exponente (ntimero
natural) al que estd elevada la derivada de mayor orden.
Asi por ejemplo
dy .
T + y = —x o equivalentemente (x —y)dz + xzdy =0

es una EDO de primer orden y primer grado; en cambio

d? dy\’
dxg_x<dz) — 5y = 2z,

es una EDO de tercer orden y primer grado.
Para determinar el grado de una ecuacién diferencial es necesario que esté ex-
presada en forma polinomial.
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Ejemplo 5.1 Indicar el orden y grado de la ecuacion diferencial

d2y 2 dy 5

(&) (&) -2
d2y 2_ dy 5 5
a2) "\ \a) — Y

elevamos al cuadrado y transponiendo, resulta

d2y 4 dy o
<dx2) ‘(w) =l

Por tanto, la ecuacion diferencial dada es de segundo orden y cuarto grado.

Solucion.
Reescribiendo

La forma general de una EDO de n-ésimo orden, en forma implicita, es

F (x,y,y’, e ,y(")) =0, (5.2)

donde F es una funcién de n + 1 variables. Nétese que todas las ecuaciones de
(5.1) se pueden escribir en esta forma.

Si en la ecuacion (5.2) es posible despejar y(™ | entonces se puede escribir en
la forma explicita

y" = f (wyy’ ,y(”*l)) ; (5.3)

y se dice también que estd en la forma normal.

Clasificaciéon seguin la linealidad o no linealidad

Una ecuacién de la forma y(™ = f (a:, Y,y ,y("_l)) se dice que es lineal,
cuando f es una funcién lineal de y,v/,vy", -,y Y. Esto significa que una

ecuacion lineal puede escribirse en la forma
an (@) y" + an-1 (@) y" D 4+ a1 (2)y +ag (2)y = g (@)

Note que la variable y y todas sus derivadas son de primer grado y los
coeficientes solo dependen de x.
Son ejemplos de ecuaciones lineales:

y//_3y/+y:0’ $2y//+xy/+y:xex‘

Ecuaciones no lineales son por ejemplo:

y’—xyl/zzO, y" +cosy =0, (1—|—y)y”—|—y:az2
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5.2. Soluciones

Definicién 5.2 (Solucién explicita) Cualquier funcion ¢ (x) definida sobre
un intervalo I, que posee al menos n derivadas sobre I, las cuales al ser susti-
tuidas para y en la ecuacion (5.2) o (5.3) satisface la ecuacion para todo x en
el intervalo I es llamado solucion explicita de la ecuacion sobre I.

2 1

Ejemplo 5.2 Muestre que ¢ (x) = x° — x~ " es una solucion explicita para la
ecuacion lineal

>y 2 -

Pl

Solucion.

Las funciones ¢ (z) = 22 — 271, ¢/ (z) =22 + 272, ¢" (v) = 2 — 2273 estén
definidas para = # 0. La sustitucién de ¢ (x) para y en la ecuacién diferencial
produce

2-2%) - 5 () = 2-2%) ~ (2-27) =0,

Puesto que esto es valido para cualquier x # 0, la funcién ¢ (z) = 22 — 2~}

es una solucién explicita sobre el intervalo (—o0,0) y también sobre (0, c0) .

Definicién 5.3 (Solucién implicita) Una relacion G (z,y) = 0 se dice que
es una solucion implicita para la ecuacion (5.2) sobre el intervalo I, siempre
que exista al menos una funcion ¢ que satisfaga la relacion asi como la ecuacion
diferencial sobre I.

Ejemplo 5.3 Muestre que x + y + €®¥ = 0 es una solucion implicita para la
ecuacton no lineal

d
(:cexy—i—l)ﬁ—i-yexy—i-l:()

Solucion.

Una vez que sabemos que y es una funcién diferenciable de x, podemos usar
la técnica de diferenciacién implicita. En efecto, de (z +y+ e = 0) obtenemos
al derivar con respecto a x y aplicar las reglas del producto y de la cadena,

d dy dy
- Yy :1 —_— Yy - —
dx(:v+y+e ) +o,Te (erxdx) 0

o0 sea J
(l—l—xexy)—y—l—yexy—l—l:()
dz
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Por tanto, la relacién = + y + € = 0 es una solucién implicita sobre algin
intervalo garantizado por el teorema de la funcién implicita.!

Intervalo de existencia

El intervalo de existencia de una solucién a una ecuacién diferencial se define
como el intervalo mas grande sobre el cual la solucién se puede definir y seguir
siendo una solucién. Es importante recordar que se requiere que las soluciones de
las ecuaciones diferenciales sean diferenciables, y esto implica que son continuas.

Familia de soluciones

Cuando resolvemos una ecuacién diferencial de orden n, F' (a;, vy, y(”)) =
0, usualmente obtenemos un conjunto de soluciones G (x,y, c1, ¢, - - , ¢,) donde
¢; son constantes arbitrarias o parametros. Tal conjunto de soluciones es llamado
familia de soluciones n-paramétrica.

Una solucion de una ecuacion diferencial que esta libre de la eleccién de los
pardmetros se llama solucién particular.

Una solucién que no es miembro de la familia de soluciones de la ecuacién
se llama solucioén singular.

Definicién 5.4 (Solucién general) Sitoda solucion de una EDO de n-ésimo

orden F (.’I?, Y,y ,y(”)) = 0 sobre un intervalo I se puede obtener a partir de
una familia de n-paramétros G (x,y,c1,ca,- -+ , ¢y) eligiendo apropiadamente los
paardmetros ¢;, 1 = 1,2,--- ,n , entonces diremos que la familia es la solucion

general de la ecuacion diferencial.

Nota: A nivel préactico la designacién de solucién general se aplica sélo a las
EDO lineales.

Ejemplo 5.4 La funcion y(z) = c1e® + cae™™ es una familia biparamétrica

de soluciones de la ecuacion diferencial y’ —y = 0. Algunas de las soluciones
particulares son y = 0 (cuando ¢ = co2 =0 ), y(x) = e * ( cuando ¢; = 0,
co=-1), yy(x)=-3e"4+5e"* (cuando ¢y = —3,c2 =5 )

Toda funcién de la familia monoparamétrica y (z) = cxz* es una solucién de

la ecuacién diferencial zy’ — 4y = 0 en el intervalo (—oo, 00) . La funcién

{—:c4 , <0

y(.’]]): .1174 >0

Véase cdlculo vectorial
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es una solucién particular.

2 2

Ejemplo 5.5 Una familia de soluciones de y' = x\/y es y(z) = <z +c

La solucion trivial y = 0 es una solucion singular de la ecuacion diferencial
porque mo se puede obtener partiendo de la familia y eligiendo algun valor del
pardmetro c.

Ejemplo 5.6 Compruebe que ¢ (x) = Ce™ es una solucién de la ecuacion
diferencial de primer orden
y' +2zy =0,

donde C' es un numero real arbitrario. Indique el intervalo en que la solucion
esta definida.

Solucién.

Las funciones ¢ (z) = Ce™*" y ¢/ (z) = —22Ce~*" sustituidas en la ecuacién
diferencial produce —2zCe~*" + 2zCe~*" = 0. Tanto ¢ () como ¢ () estédn
definidos en el intervalo (—o0, c0), por lo que para cada ntmero real C, ¢ (z) =
Ce™*" es una solucion de la ecuacién dada en el intervalo (—oo,00).

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Muestre que ¢ () = e” + = es una solucién explicita para
v+t =+ (1-2x)e" +22 -1
sobre el intervalo (—o0, ).

2. Muestre que zy® — zy3senz = 1 es una solucién implicita para

,  (xcosx+ senx—1)y
y =

3(x — zsinz)

sobre el intervalo (0,7/2).

En los problemas 3-5, determine si la funcién dada es una solucién a la
ecuacién diferencial dada

3.y:62$—36_z, y//_y/_QyZO

4. 6 =23 — 2, 0" — 00 + 30 = —2¢e2t
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10.

11

12

.y =3sen (2z) + e %, y' +4y = 5e7%

En los problemas 6-10, determina si la relacién dada es una solucién im-
plicita a la ecuacién diferencial dada. Suponga que la relacion define y
implicitamente como una funcién de x y usar diferenciaciéon implicita.

Pty =4, Y ==
y

2
y—lny=2>+1, =0
y—1

22 —sen(z +y) =1, Yy =2xsec(z+y)—1

, 6zy 4+ (y) seny — 2 (y)?
y' = "
22—y

sen y + xy — 3 = 2,

En los ejercicios 10-12, muestre que las funciones dadas son las soluciones
generales de las ecuaciones diferenciales indicadas.

y=+z(x—-0C), (x2+y2)dx—2a:ydy20
y=xze V1, x <ln m) Yy —y=0
Yy

y=2+CvV1+a? (1-ah)y +a(y—2) =






Capitulo 6
Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Primer Orden

En esta capitulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales de primer orden

y, = f(x,y)

o equivalentemente escrita en forma diferencial como

P(z,y)dz+Q (z,y)dy = 0.

Alternaremos entre métodos para encontrar soluciones exactas y algunas apli-
caciones que se pueden estudiar usando esos métodos. Para cada aplicacién,
derivaremos cuidadosamente los modelos mateméaticos y exploraremos la exis-
tencia de soluciones exactas.

6.1. Problemas de valor inicial

Sabemos que en la solucién general de una ecuacién diferencial, hay pres-
encia de constantes indeterminadas. Esto refleja el hecho de que una ecuacion
diferencial ordinaria tiene infinitas soluciones. En las aplicaciones, es necesario
utilizar otra informacién, ademas de la ecuacién diferencial, para determinar
el valor de la constante y especificar la solucién por completo. Tal solucién se
llama solucién particular.

Definicién 6.1 Una ecuacion diferencial de primer orden junto con una condi-
cion inicial,

y/ = f (Qf,y) ) ) (l‘o) = %Yo (61)
se llama problema de valor inicial. Una solucion del problema de valor inicial
es una funcion diferenciable y (x) tal que

1. y/(x) = f(x,y(x)) para todo x en un intervalo que contiene xy donde
y (x) estd definido, y
2.y (o) = yo.

163
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1
Asi, la funcién y () = — 7 e solucién del problema de valor inicial
x

y =7 y(0) =1.

De manera similar, un problema con valores iniciales en n-ésimo orden es
definida como

dy _ / (n—1)
dxn_f(x’y7y7"‘7y ) ) (62)
y (20) = Y0, ¥ (x0) = y1,-- -,y (20) = yn_1,

donde los valores de y (z) y de sus n — 1 derivadas en un solo punto xg, y (zo) =
v0, ¥ (20) = 1, .., y™ 1V (20) = yn_1 se llaman condiciones iniciales.
6.2. Existencia y Unicidad de Soluciones

Comenzaremos con dos preguntas muy bésicas sobre un problema de valor
inicial.
= ;Cudndo podemos estar seguros de que existe una solucién?

= ; Cudntas soluciones diferentes hay para un problema de valor inicial dado?

Enunciaremos aqui, sin demostrarlo, un teorema que define las condiciones
suficientes para garantizar la existencia y unicidad de una solucién de un prob-
lema de valor inicial de primer orden.

Teorema 6.1 (Existencia y Unicidad de Solucién) Consideremos el prob-
lema de valor inicial

Y few), v =w

0
Si f(z,y) y 8—f son funciones continuas en algun rectdngulo
Y

Q={(z,y):a<zx<b c<y<d}

que contiene al punto (xo,yo), entonces el problema de valor inicial tiene una
unica solucion y (x) en algun intervalo xg —§ < x < xg + 0, donde 6 > 0.
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Interpretacion geométrica

Ay

B T PSS

ER 4

a xp—86 x¢ xpt+d b
Figura 6.1:

Ejemplo 6.1 Considere la ecuacion y' = y + 32 ; Eziste una solucion a esta
ecuacion con la condicion inicial y (1) =27 Si es asi, sla solucion es unica?

Solucién.
Para empezar, escribimos la ecuacién en forma normal

y =y/x+ 3x

El lado derecho, f(z,y) = y/x + 3z, es continuo excepto donde z = 0.
Podemos tomar €2 como cualquier rectdngulo que contenga el punto inicial (1,2)
y evite x = 0. Una buena eleccién es definir Q por 1/2 < 2 <2y 0 <y <
4. Entonces f es continua en todo €2, por lo que se satisfacen las hipdtesis
del teorema de existencia. Podemos concluir que hay una solucién al problema

0
del valor inicial. Ademds, dado que 6—f = — también es continua en todo (2,
Y x

las hipétesis de unicidad también se cumplen. En consecuencia, sélo hay una
solucién.

Ejemplo 6.2 Considere la ecuaciony’ = y'/3 ; Existe una solucion a esta ecuacion

con la condicion inicial y (0) = 02 Si es asi, sla solucion es unica?

Solucién.

La ecuacién dada ya estd en forma normal. El lado derecho f (z,y) = y'/3
es continua en cualquier Q conteniendo a (0,0) . Lo que implica que el problema
de valor inicial dada tiene una solucién en algiin intervalo que contiene a zg = 0.

0
Por otra parte, puesto que a—f = %y’Q/?’
Y

las hipdtesis del teorema de unicidad. Por tanto, el problema de valor inicial no
tiene solucién tunica.

es discontinua en (0, 0) € €, no satisface
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los problemas 1-5, determine si el teorema 6.1 garantiza o no la existencia
de una solucién al problema de valor inicial dado. Si la existencia esta asegurada,
determine cuando el teorema 6.1 garantiza o no la unicidad de esa solucion.

Lyy=2-1, y(0)=1

2.y =ay'P y(0)=0
y=vr—y, y(2)=2
y=In(1+y*), y(0)=0

5.9 =22+y% y((0)=1

Ll

6.3. Ecuaciones de variables separables y reducibles
a separables

6.3.1. Ecuaciones separables

Una ecuacién diferencial de primer orden

dy

— = f(x 6.3

2 = @) (6.3)
es de variables separables si el segundo miembro de (6.3) se puede expresar como
el producto (o cociente) de dos funciones en la que una depende s6lamente de

z v la otra de y:

Pyt =L, (6.4

donde h (y) =1/u(y).

Podemos resolver cualquier ecuacion separable de la forma (6.4) sigiendo los
siguientes tres pasos:

1. Separe las variables: h (y) dy = g (z) dx.

2. Integre ambos lados

/h(y)dyz/g(m)dw
H(y) =G (x)+C,  C es una contante arbitraria.

3. Resuelva para la solucién y (z), si es posible.
Noétese que el paso 2 define y implicitamente como una funcién de x.
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d 2-3
Ejemplo 6.3 Resuelva la ecuacion Y _ 2o
dr  3y?—vy

Solucioén.
Al separar las variables escribimos como

(3y2 — y) dy = (2 — 3z) dx

Integrando ambos lados respecto de x, tenemos

/(3y2—y)dy = /(2—3:v)d:c

2
3
y?’—% = 2:15—5:1:2—&—0,

donde C es una constante. Esta ecuacion da la solucién general en forma implici-
ta. En este caso, es imposible resolver la ecuacién para expresar y explicitamente
como una “funcién de z.

Ejemplo 6.4 Resuelva el problema de valor inicial

dy _ 2zy
dr 14y

, y(0)=1.

Solucion.
Cuando separamos las variables, se escribe como

1
(1 + ) dy = 2zxdz.
Y

Al integrar ambos lados se obtiene
y+1In|y| = 2>+ C.

La condicién y (0) = 1, nos lleva a que C' = 1. Por tanto, la solucién particular
es dada implicitamente por

y+hnly=2>+1 o y+hly—2>2—1=0.

Ejemplo 6.5 Resuelva la solucion

dy_l—x2+y2—x2y2

dx 2
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Solucién.
Factorizando el numerador del lado derecho, vemos que es separable.

dy 1— 22+ 9% (1 —2? 1—a?
< = 2( ): 3;2 (y2+1)

dr x
Al separar las variables e integrar ambos lados se obtiene
1 1
——dy = ——1/d
/ 1 / <9c2 > !
1
arctany = —— —z+C.

X

Resolviendo para y encontramos
1
yx)=tan | —— —z+C ).
x

d
Ejemplo 6.6 Resuelva e 3z (y — 1)2/3.

Solucion
Al separar variables e integrar ambos lados, se obtiene

1

3 2
3y—1)"° = %+C,
de donde, resolviendo para y encontramos la solucién explicita: y(z) = 1 +

$2 3
(5+¢)-

Observacién. Hay que tener cuidado al separar las variables; pues las vari-
ables que sean divisores podrian ser cero en un punto y esto puede dar lugar a
que se pierdan soluciones. Podemos notar en este dltimo ejemplo, que ningtin
valor de C nos lleva a la solucién singular y (x) = 1, lo cual se perdi6 cuando se
separaron las variables.

6.3.2. Ecuaciones reducibles a separables

Ciertas ecuaciones diferenciales de primer orden no son separables; sin em-
bargo algunas de ellas se pueden reducir a separables con una sustitucion ade-
cuada.
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La ecuacién diferencial de la forma

dy
%—f(ax—kby—i-c)

se reduce a una ecuacién diferencial de variables separables con la sustitucién
z = ax + by + c. Esto es,

dz
%:a—i—bf(z).

La ecuacién diferencial de la forma

dy _, (%)

dx T
se reduce a una ecuacién diferencial de variables separables con la sustitucién
y = ux. Esto es

(u) n du
u)=u-+xr—.
g dx
A continuacién tenemos los ejemplos.
: dy
Ejemplo 6.7 Resuelva e T —y+5.
x
Solucién.
. . z dy
Haciendo z = x — y + 5, se obtiene i 1- T 1 — z. Al separar las
x x
variable e integrar ambos lados, se obtiene
1
dz = — | d
/ a1 / )
Injz—1] = —z+C
z = 1+Ce™™.

Expresando en términos de z e y, escribimos la solucién explicita como y (z) =
—Ce ™ 4+ x + 4.

d
Ejemplo 6.8 Resuelva dﬁ = (82 — 2y +5)%.
X

Solucioén.
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Con la sustituciéon z = 8x — 2y + 5, tenemos d—z = 8 — 222. Separando las
T

variables integramos

1
1 z—2
— = -2 C
4nz+2' T +

z—2 _ Cete

zZ+2

4
z = 71—06*833_2'

Expresando en términos de x e y, la soluciéon queda expresada en forma explicita

7
y(:c) = §+4x—w.
d 2 3
Ejemplo 6.9 Resuelva ﬁ - ﬂm'
Solucién.
Primero reescribiendo la ecuacién
dy T+2y+3

dr ~ 2(x+2y+3)—6

d
Haciendo z = x + 2y + 3 se tiene d—z =1+ : 3 Al separar las variables e
x z—

integrar, se obtiene

z—3
/223(12 = /d:c
1
52—%111 z—g‘ = zxC
1 3
§(x+2y+3)—fln x+2y+2‘ = z+C.

Ejemplo 6.10 Resuelva xy =1y° — 23 + 322y — 3xy? + .

Solucion.
Expresando en foma equivalente

y =% (y/z - 1)° +y/z,
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la sustitucién y = uz nos conduce a u + zu’ = x? (u — 1)3 + u. Al separar las
variables e intgrar ambos lados, se obtiene:

/(u—ll)gdu = /xdw

1 x?
N — 74_0
2(u—1)>2 2
xr
-3 = ?‘FC

(V]

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-10, resuelva las ecuaciones diferenciales de variables sep-
arables.

Ly =zy+y
2. 3y =a + 2y

3. 2%y =ylny — o/

4. yrlnz =y
dy 1—4y?
R
dx Y

6. xyy =1— 22

2

C(1—y)evy -
7. (1-y)ely' + - — =0
d
8. ﬁzyz(li’)y—xycosx)
. dy 22yt — gt
Cdr 1—ylz4a -yt
2 _ .2
~ 1
10 dfyz Yy -y -+

dr 22y —2zy+ a2+ 2y — 2z + 2
En los ejercicios 11-15, resuelva el problema de valor inicial. Indique el
intervalo de existencia.
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11

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Y tay+y=0, y(-2)=1

/

y' = (senz) [y, y(7/2)=1
2y’ — Inz? =0, y(l)=2

% = yasen(z?),  y(0)=1

2z (y+1)dex —ydy =0, y(0) = -2

En los ejercicios 16-25, resuelva la ecuacién diferencial dada con una susti-

tucién adecuada.
(22 4+ 22y +y*)y' =9

zy? (zy' —y) =1

Y =4(z+y+1)>°
y' = tan? (v +y)
;L l—z—y

y = ———7

r+y
Yy =sen(z+y)
vy =24+y—2x+3
(ac2y2 + 1) dr + 22%dy = 0
(1+a%?) y + (zy — 1?2y’ = 0
(

P +y+a—2)de+ (Py* +2)dy =0
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6.4. Ecuaciones con coeficientes homogéneos y re-
ducibles a homogéneos

6.4.1. Ecuaciones con coeficientes homogéneos

Definicién 6.2 (Funcién homogénea) La funcion f (x,y) se dice que es ho-
mogénea de grado o en x ey , Si

f(te,ty) =t f (z,y),
donde o es un numero real.

Asi por ejemplo, la funcién f (z,y) = 3zy? — 229> es homogenea de grado
6, por que

fltw ty) = 3(tx)" (ty)® — 2 (tz) (ty)” = 3t%2"y” — 252y
= 9 (32"y" — 223°) = °f (2, 9);
en cambio la funcién f (x,y) = 22 — y? + 3 es no homogénea.

Definicién 6.3 Una ecuacion diferencial de primer orden en forma diferencial
P(z,y)dz+Q(z,y)dy =0 (6.5)

se dice que es homogénea si ambas funciones coeficientes P (z,y) y Q (z,y)
son funciones homogéneas del mismo grado. Es decir,

P(t‘r’ty) :tap(z’y)’ Q(tmaty) :taQ (I,y)

Teorema 6.2 Si P (x,y) y Q (x,y) son ambos homogéneos y del mismo grado,
la funcion P (z,y) /Q (z,y) es homogéneo de grado cero.

Teorema 6.3 Si la ecuacion (6.5) es una ecuacion diferencial homogénea, en-
tonces el cambio de variable y = ux la transforma en una ecuacion diferencial
de variables separables.

Prueba
Supongamos que P (x,y) y Q (z,y) son de grado k. Sea y = ux y dy =
udx + xdu. Sustituyendo en la ecuacion

P (z,ux)dx + Q (z,ux) (udx + xdu) =
8P (1,u) dz + 2*Q (1, u) (udx 4+ zdu) =
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dividiendo entre P y agrupando se tiene

[P(1,u) +u@ (1,u)] de + 2Q (l,u)du = 0
@, QU
x  P(lu)+u@ (1,u)

du = 0

ecuacion que es de variables separables en  y u como queriamos demostrar.
Ejemplo 6.11 Resuelva (y2 + 2:Ey) dx — 22dy = 0.
Solucioén.

Nétese que P (z,y) = y*+22y v Q(z,y) = —=x
de grado dos:

2 son funciones homogéneas

Ptz ty) = (ty)’+2(tz) (ty) = 2P (2,y).
Q(tx,ty) = —(ta)’ =1 (-2?) =2Q (z,y).

Entonces, haciendo y = uz y por lo tanto dy = udx + zdu, obtenemos

[u?2? + 2z (uz)] do — 2° (udz + zdu) =
22 (u2 + u) dr — z3du =

Al separar las variables e integrar se obtiene
dr du
r u? +u

_
a u u+1

Injz| = Injul—Inlu+1]+C

u

C.
u+1 +

Inlz] = In

Sustituyendo u = Y obtenemos la solucién en forma implicita.
x

In

y‘—mx+C:Q
xr

Ejemplo 6.12 Resuelva el problema de valor inicial

dy  3y* — 22
- = 1) =2.
I T y (1)
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Solucion.
Escribiendo en forma diferencial

(3:2 — 3y2) dz 4 2zydy = 0,
con P(z,y) =22 -3y’ y Q(z,y) = 2xy que verifican de ser del mismo grado
Ptz ty) = (tx)>—3(ty)* =+t (2 - 3y2) =t?P(z,y)
Q(tr,ty) = 2(tz) (ty) = £* (2zy) = £°Q (z,y),
la sustitucién y = ux y por lo tanto dy = udzx + xdu, nos conduce a

2? (1 - 3u?) dz + 2 (uz) (udz + xdu) = 0
z? (1 — u2) dx 4 2uxddu = 0.

Al separar las variables e integrar se obtiene

2u dx
du = —
w21 x
2u dx
2 gy = @
/U2—1 “ x
In|u*—1| = Injz|+InC

Usando propiedades de valor absoluto escribimos u? = Cz+1, y que al expresar
en la variable original resulta y?> = cz® 4+ 22. Finalmente, la condicién inicial
y (1) = 2 nos permite encontrar C' = 3. Asi, la solucién del problema de valor
inicial es: y? = 323 + 22

Ejemplo 6.13 Resuelva la ecuacion

dy  yeos(y/z) —
dx xcos(y/z)

Solucion.
Expresando en forma diferencial

(1 - %cos (y/w)) dx + cos (y/xz)dy =0

d
se observa que es homogéna, por lo que, haciendo y = ux y por tanto & _

dx

d
U+ + g dy = udx + xdu, se obtiene

dx
(1 —ucosu)dx + cosu. (udx + xdu) = 0

dr + rcosudu =
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Al separar las variables e integrar se obtiene

d—x = —/cosudu
T

In|z] = —senu+C

u = arcsen(C —In|z|)

Expresando en términos de z e y, la solucién explicita es:.y () = z arc sen (C' — In |x]) .

6.4.2. Ecuaciones reducibles a coeficientes homogéneos

Las ecuaciones diferenciales de la forma

dy aix+biy+a
dr a2 + bay + c2

a az . g
donde ™ #* 7 Se reducen a homogéneas con la sustitucién:
1 2

r=z+h, y=w+k,
siendo (h, k) el punto de interseccién de las rectas
Li:aiz+biy+c1=0 vy Lo:asx+by+co=0.
Ejemplo 6.14 Resuelva el problema de valor inicial
(r+y+2)de+(x—y+4)dy=0, y(0)=1
Solucién.
Escribiendo en la forma
dy _ wty+2
dr  —(z—y+4)

consideremos las rectas L1 : x +y+2 =0y L2 : £ —y +4 = 0. Ya que estas
tienen pendientes diferentes, existe un unico punto de interseccién (h, k) entre
dichas rectas, esto es, h = —3, k = 1. Entonces con la sustituciéon x = z — 3,
y = w+ 1 y por tanto dr = dz y dy = dw, al reemplazar en la ecuacién en
forma diferencial se obtiene

(z4+w)dz+ (2 —w)dw = 0.

Como ésta ya es homogénea, haciendo w = uz y por tanto dw = udz + zdu, se
tiene
(z +uz)dz + (z — uz) (zdu + udz) = 0.
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De esto, efectuando operaciones algebraicas, se sigue que
(14 2u—u?)dz + 2 (1 —u)du = 0.

De donde, al separar las variables e integrar se obtiene

u—1 dz
v g =
1+ 2u — u? z
1
ln|z|—|—§ln|1—|—2u—u2| = InC

0 sea
22 (1+2u—u2) =C.

En términos de las variables x e y escribimos

y-3 (y—3)°
+1)% (142 - =C
(SL‘ ) r+1 (.23—1—1)2

0 equivalentemente
2?4+ 2zy —y? —da+ 8y =C.

Finalmente, la condicién inicial y (0) = 1 nos permite encontrar C' = 7. Asi,
la solucién del problema de valor inicial es: z? 4 2zy — y? — 4z + 8y — 7 = 0.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-7, resuelva las ecuaciones diferenciales con coeficientes
homogéneas

L (zy+y?) de —2*dy =0

2.y = Y 4 tan?
x x
dy .732 _ y2
3. ==
dx 4y

4. 2z (2 + )y =y (v* + 22?)

5.y ==(1+Iny—Inzx)

SIS

6. x(m+y)2y’:y(a:2+my+y2)
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7y = Y2 + /22 + 32

Y
En los ejercicios 8-12, resuelva las ecuaciones diferenciales reducibles a
homogénea.
g o = 4TS
20 —y —4
9. 4 = x—y+15
T+2y+7

10. (x—y+3)dz+ (z+y—1)dy
11. (x—y)de+(x+y—4)dy =0
12. Bz4+y—2)+¢y (z—-1)=0

6.5. Ecuaciones diferenciales exactas y Factores in-
tegrantes

6.5.1. Ecuaciones exactas

En las secciones anteriores se vio que cuando una ecuacién tiene la forma
M (z)dx+ N (y)dy =0

un conjunto de soluciones es determinado por integracion, es decir, encontramos
una funcién cuya diferencial es M (z) dx + N (y) dy.
La idea puede extenderse para algunas funciones de la forma

M (z,y)dx + N (z,y)dy =0 (6.7)

en el que separacién de variables puede no ser posible. Supéngase que una
funcién F' (z,y) es encontrado tal que su diferencial es la expresién Mdx + Ndy;
es decir

dF = Mdzx + Ndy.

Entonces es claro que
F(z,y)=C
define implicitamente una familia de soluciones de (6.7). Pues es inmediato ver
que
dF =0,
0 sea
Mdx + Ndy = 0.
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Definicién 6.4 La ecuacion diferencial (6.7).se llama ecuacion diferencial
exacta en una region € del plano xy si su primer miembro es la diferencial
total de una funcion continuamente diferenciable F (x,y), es ecir,

dF = Mdzx + Ndy.

Como la diferencial total de F (x,y) es dada por

dF" = z—idx =+ Zdy,
entonces
wo Oy OF
or oy
Observacién:
a) E se lee: derivada parcial de F respecto a x; b) (25 se lee: derivada

parcial de F' respecto a y.
Asi por ejemplo, si F (z,y) = x?y3 + cosy + 2%, entonces las derivadas

F
parciales —, y — se determinan como sigue:
ox oy
OF oF
— = 2xy> + 267, — = 32%y% — seny.
or oy
oM ON
Teorema 6.4 Si M, N, B Y B son funciones continuas de x e y, entonces
Yy x

la condicion necesaria y suficiente para que

sea una ecuacion diferencal exacta es que

oM _oN. (6.9)
oy or

Prueba. Demostraremos sélo la condiciéon necesaria.

Para simplificar supongamos que M y N tienen primeras derivadas parciales
continuas en todo R2. Si la expresién M (z,y) dz+N (z,y) dy es exacta, entonces
existe una funcién F' tal que para todo z,y de R,

oF oF
M (z,y)dx + N (z,y)dy = %d:ﬂ + 6—ydy
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Lo que implica que

oF OF
M($7y):%7 N(way):%

OM _ 0 (OF\ _ #F _ 0 (0F\ _oN
oy Oy \ox) Oydr 0Ox\dy) Oz

La igualdad de las derivadas parciales mixtas es consecuencia de la continidad

de las primeras derivadas parciales de M (z,y) y N (z,vy) .

Método de solucion

Dada una ecuacién de la forma M (z,y) dx + N (z,y) dy = 0, se determina
si es vélida la igualdad (6.8). En caso afirmativo, existe una funcién f para la
cual

OF

Podemos determinar F' si integramos M (x,y) con respecto a x, manteniendo y
constante:

Flag)= [ M)da+ o). (6.9)

en donde la funcién arbitraria ¢ (y) es la constante de integracién. Ahora deriva-
mos (6.9) con respecto a y, y suponemos que 0F/Jy = N (z,y) o sea

oF 0 / ,

—=— | M (z,y)dx+ =N (z,y).
9y~ oy (2,9) ¢ () (2,9)
De donde,

& () = N (2,y) - (fy [y aa. (6.10)

Por tltimo integramos (6.10) con respecto a y y sustituimos el resultado en la
ecuacién (6.9) . Asi, la solucién general de la ecuacién es F' (x,y) = C.

Observacion 6.1 FEs posible también iniciar el procedimiento anterior suponien-
do que eziste F tal que OF /0y = N (x,y) . Después de integrar N con respecto
a y y derwar el resultado, llegariamos a los andlogos de las ecuaciones (6.9 )y
(6.10) que seridan respecticamente,

Fay) = [Nay+v@) y 0@ =2- 7 [Nay

Ejemplo 6.15 Muestre que la ecuacion cos (z + y) dz+ (2y + cos (z + y)) dy =
0 es exacta y halle la solucion general.
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Solucién.
Puesto que

88y (cos(z+y)) = —sen(z+y) = % (2y + cos (z +y))

se concluye que la ecuacién es exacta. Para encontrar la solucién general, debe-
mos determinar una funcién F'(z,y) tal que

OF oF
%—cos(a:—ky) y 8—y—2y+cos(a:+y). (6.11)

Al eligir la primera ecuacién de (7.19) y al integrar se obtiene

F(J;,y):/cos($+y)da;+¢(y):sen(x+y)+¢(y).

Para encontrar ¢ (y) usamos la segunda ecuacién de (7.19), esto es

oF

o =cos(z+y)+¢ (y) =2y +cos(z+vy).

Por consiguiente, ¢’ (y) = 2y, tiene solucién es ¢ (y) = y? Finalmente, F (z,y) =
sen (z +y) + y? v la solucién es dada implicitamente por

F(z,y) =sen(z+y)+y*=C.
Ejemplo 6.16 Resuelva la ecuacion

dy 2zy% + 2y
de 222y + 2z

Solucion.
Expresando en forma diferencial vemos que M = 2xy?+ 2y, N = 22%y+2x;

y se comprueba que
oM Loy 4+ 2 ON
— =4z = —.
dy Y B
Para encontrar la solucién general, debemos determinar una funcién F (z,y)
tal que

oF OF
=P+ 2 = 22%y + 2x. 6.12
5e =20y t2y 9y iy + 2z (6.12)
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Al integrar la segunda ecuacién de (7.20) respecto a la variable y, se tiene

F(z,y)

/ (22%y + 2z) dy + ¥ (2)
= 2% + 20y + ¢ (z)

Para encontrar ¢ () usamos la primera ecuacién de (7.20), esto es.

oF
e 2zy® + 2y + ¢’ () = 221® + 2.

Como se quiere que ¢’ (x) = 0, basta tomar ¢ () = 0. Asi, F (x,y) = 2%y + 2y
y la solucién es dada implicitamente por

F(x,y) = 2*y* + 22y = C.

6.5.2. Factores integrantes

En algunos casos, por cierto excepcionales, cuando la ecuacién
Mdx + Ndy =0

no es exacta, se puede encontrar una funcién u(z,y) tal que al multiplicar a
dicha ecuacién, el lado izquierdo resulta una diferencial total de una funcén F,
o sea

dF = pMdx + uNdy.

Definiciéon 6.5 Un factor integrante para la ecuacion diferencial Mdx+ Ndy =
0 es una funcion p = u(z,y) tal que la forma

p(x,y) M (z,y) de + p(z,y) N (z,y)dy =0
es exacta.

Con el propésito de encontrar = u (x,y), partimos del hecho que

5o i) = (V).

Efectuando las derivadas parciales respectivas

ou oM ou ON
MZE S = N
dy T oy or e Ox
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y agrupando términos se puede escribir como

ou ou ON OM
M—-N—=——-——|u 1
Oy oz < ox Oy ) a (6.13)

Lo cual, es una ecuacion en derivadas parciales que involucra al factor integrante
1 que deseamos conocer.
Consideraremos los siguientes dos casos particulares:

1 [OM ON
Caso 1. Si p = p(z) y si llamamos N (8 — 8) = g(x), entonces el
Y z
factor integrante es:
p(z) = el 9@)dz.
1 (ON OM
Caso 2. Si u = p(y) y si llamamos i <8 - 8> = h(y), entonces el
T Yy
factor integrante es:
1 (y) = el MWy,

Ejemplo 6.17 Resuelva la ecuacion

dy e " sen3z — 2232

dr 222y — 2y + e’

Solucién.
Expresando en forma diferencial

(2m3y2 — e_r2sen3x> dr + (2x2y -2y + e_z2> dy =0,

oM ON
se tiene — = 43y, — = dxy—2xe”
dy or

2 .
*” y por tanto no es exacta. Sin embargo,

desde que
1 /OM ON
9<$)_N<ay B 8:10) =2

el factor integrante es:
2

M(fﬁ) :ef2xdx — 7.

Multiplicando con este factor integrante a ambos lados de la ecuacién, expresada
en forma diferencial, obtenemos una ecuacién que ya es exacta

(2x3y26x2 — sen3x> dx + [del’z (£E2 — 1) + 1} dy = 0.

M N
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F — oOF —
Por lo que existe una funcién F' (z,y) tal que B M y — = N.Al
x

integrar con respecto a y tenemos

Fla,y) = /Ndyw(a:)

= (mQ—l)y26“2+y+1/)(x).

oF
Para encontrar ¢ (x), usamos el hecho que — = M , o sea

ox
2:E2y26$2 + 9 (z) = 2x3y26‘”2 — sen3x

Como se quiere que ¢’ (x) = —sen3z, una solucién es ¢ (z) = %COS 3. Asi,
F(z,y) = (ZE2 — 1) y26$2 +y+ %COS 3z y la solucién general es dada implicita-
mente por

1
F((L‘,y) = (-’EZ_ 1) y2€x2 +y+§cos3x:C

Ejemplo 6.18 Resuelva la ecuacion

2xy Inydx + (:v2 + VY2 + 1) dy =0

Solucién.

ON
En este caso, v 2 (1+1Iny) y = 2z, asi que la ecuacién no es
Y x

exacta. Sin embargo,

1 f(ON OM 1 1
h(y) = — | 5 — = 2x — 2z (1 1) =—-—.
0 =37 (% = ) = ooy (2o~ 20(ny+ 1) ==
Entonces, el factor integrante es
py) = V== y>0

Multiplicando con este factor integrante a la ecuacién dada, se obtiene la ecuacion
diferencial que ya es exacta

2x Inydx + (mzyfl +yvy?+ 1>dy =0.
H:—/

M N
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oF —
— = N. Al
yax

Lo que implica que existe una funcién F (z,y) tal que T M
T

integrar respecto a x, se tiene

F(z,y) = /Md:v

= /2$lnydx—a:2lny+¢(y).

Foo_
Ahora, con el fin de hallar ¢ (y) se puede usar 88— = N.
Y

Pyt + ¢ (y) = Pyl ryVy 1l
¢ (y) = yvyP+1

2 3/2
iy (v*+1) o g
De donde, una solucién es ¢ (y) = s y por consiguiente, la solucién
general es dada implicitamente por
2 3/2
+1
F(z,y) :x21ny+(y3) =C.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-5, determine si la ecuacién diferencial dada es exacta. Si
es exacta resuelva.

1. 2z (3:13 +y— ye*xQ) dx + (x2 + 3y% + e*"*“Q) dy=0

2. [x(3x—2) —yldr+ [y (24 3y) —x]dy =0

1 1
3. <seny+ysenm + > dxr + (a:cosy —cosz + ) dy=20
x Y
_ 1
4. (ylny —e ™) dx + (—l—a:lny) dy =0
Y
5. <xy+23:y—y)dm+<\/1+x2+x2—lnx>dy:0
V1+ a2 x

En los ejercicios 6-10, resuelva la ecuacién dada hallando un factor inte-
grante apropiada.
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6. (zy —2)dx+ (2* — zy) dy =0
7. y@+y+1)de+ (v +2y)dy =0
8. (v +ay?) do + (5y* — zy + y3seny) dy = 0
9. (2zy* —3y®) dx + (7 —3zy?) dy =0
10. (1—2?y)dz+2*(y—2)dy=0

En los ejercicios 11-15, resuelva el problema de valor inicial dada, encon-
trando un factor integrante apropiada.

11. zdz + (2?y+4y)dy =0, y(4)=0
12. (1—x2y)dm+x2(y—x)dy:(), y(2)=1

13. (2ze * 4 y)de + (1 +3y%e ") dy =0, y(0)=1

(
14. (z*lnz — 2zy®) do + 3z2y*dy = 0, y(l)=-2

15. (#2+y? —=5)de=(y+ay)dy, y(0)=1

6.6. Ecuaciones diferenciales lineales de primer or-
den

Una ecuacién diferencial de primer orden de la forma

@ @) Y 4y @)y = g (2)

se dice que es una ecuacion lineal en la variable dependiente y.
Dividiendo ambos lados por el coeficiente aj (x), obtenemos la forma es-
tandar de la ecuacién lineal

Y@y =ql), (6.14)

donde p (z) y ¢ (z) son funciones continuas sobre un intervalo I. Observemos que
si ¢ (z) = 0, la ecuacion (8) se convierte en una ecuacién de variables separables,
asi que vamos a considerar ¢ () # 0. El método usual para resolver la ecuacién
(6.14) es multiplicar ambos miembros de la ecuacién por una funcién apropiada
I (x) que se conoce como factor integrante que convierte el miembro de la
izquierda de la ecuacién ( cuando se multiplica por I (x) ) en la derivada de un
producto [I (x) - y|; es decir:
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1@ [y +p@y] = (@)
I(x)y +1(x)p)y = I(@)y +yl (z)
I(z)p(x)y = yl'(z)

I' (z)
I(x)’

p(z) =

de donde, I (z) = e/ P@d+C — Kol p@)dz  Estamos buscando un factor inte-
grante particular, y no el mas general, de modo que tomamos K = 1 y utilizamos

I (z) = ef P@)dz

como factor de integracién.
La ecuacién (6.14) se puede resolver siguiendo los siguientes tres pasos:

1. Multiplique por el factor integrante
I (z) = f P@)de
tal que la ecuacién (6.14) se convierta en
=1 (L) = 1a6).
2. Integre esta ecuacién para obtener

I(x)y—/[(m)q(x)d$+0.

3. Resuelva para y ().
Ejemplo 6.19 Halle la solucion general de la ecuacion e””2y’ + 2xe“2y = bxe”.

Solucioén.
Al reescribir la ecuacién como

z2

y + 2xy = Sxe*”

identificamos a p (x) = 2. Entonces un factor integrante es

I(.%') _ ef2:):dx _ €x2'
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Multilplicando por el factor integrante, se tiene

d
e*” (dz + 2a:y>

) -

Integrando ambos lados, tenemos

5xe”

exzy = /5xewdac = bze® — 5e” + C.
Resolviendo para y, encontramos
y(z) =e " [5e” (x— 1)+ C].
Ejemplo 6.20 Resuelva el problema de valor inicial
y =ytanz + senz, y(0)=2

Solucion.
Reescribimos la ecuacién como

y —ytanz = senz,
Con p () = — tanx, un factor integrante es

I(ZE) _ ef—tana:dx _ eln\cosx| — cosT

Mulltilplicando por el factor integrante, se tiene

/
cosx(y —ytanx) = senxcosx

d (ycosx) = senxwcosx
dz Y B

Integrando ambos lados tenemos

COS2 T

ycosx—/senarcos:nda:—— +C

Finalmente, resolviendo para g, se obtiene la solucién general

CcoS T C

y(@)=- 2 coST
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Para encontrar la solucién particular, se sustituye y (0) = 2 en la solucién general
y encontramos C' = 5/2. Asi, la solucién particular es

COS & 5

y(@)=- 2 2cosx’

Ejemplo 6.21 Halle la solucion general de la ecuacion
zy =y + 2>+ 322 — 2.

Solucion.
Reescribimos la ecuacon en su forma estandar

/ 1 2
y+|l——)y=2"+3r—-2
x
1 .
Con p (x) = ——, un factor integrante es
x

1
J=2d gy _ 1

I(z)=e =e - x>0

Multiplicando por el factor integrante resulta

171, 1 2
—Ww+{—=]y| = z+3—=
x x x
d 2
— (g) = z+3-——.
dr \z x
Al integrar ambos lados, se obtiene
y _a?
Z=—+43rx—-2lnx+C,
T 2
Finalmente, al resolver par y, encontramos

2
y(a;):m<x2+3:r—21nx+0>.

Observacion 6.2 Puede ocurrir que la ecuacion diferencial sea lineal respecto
de x, es decir de la la forma

llustramos este caso, con el siguiene ejemplo.
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Ejemplo 6.22 Resuelva la ecuacion
ydr + 3z —zy +2)dy =0
Solucion.

Puesto que el producto ydy ocurre aqui, la ecuacién es no lineal en y. Sin
emrgo, es lineal en x. Por lo que, expresando a la forma estandar es

d 3 -2

x+<—1>x:, y # 0.
Yy

Con p (y) = (% — 1) , un factor integrante es

I(y) = ef(g-l)dy — Sy — 3oy 50,

Al multiplicar por este factor integrante, se tiene

Yy {dx + <3 _ 1> x] — ey
dy —\y
jy (wye™) = —2Pe

Al integrar los extremos, obtenemos

zyle ™ = —2/y26_y dy
= 2%V +4ye Y +4e7Y + C.
Por tanto, una familia de soluciones es definida explicitamente por
2 4 4  Ce¥

r(y)=-+-—5+-—3 :
(VA T VA T

Ecuacion de Bernoulli

La ecuacién diferencial no lineal conocida como ecuacién de Bernoulli

Y +p@)y=q(@)y"; n#0,n#1 (6.15)

fue propuesto para su resolucién por James Bernoulli en diciembre de 1695.
Posteriormente en 1696, Leibniz senialé que la ecuacion se puede reducir a una
ecuacion lineal al considerar z = y'~™ como variable dependiente.
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La demostracion se realiza en dos pasos:
Primero: Se multiplica a ambos miembros de la ecuacién (6.15) por y~"

y Y +p()yt T =q(x), (6.16)
d dz d
Segundo: El cambio de variable z = y'~" tal que 4= _ —Z—y, nos conduce
dxr  dydx
a la ecuacién lineal en z, esto es
d d
T=-my = (=) () - p(a) 2.

Al transponer los términos, se escribe en la forma estandar

dz

%+(1—n)p(ﬂv)z:(1—n)Q(x)'

Ejemplo 6.23 FEncuentre la solucion general de la ecuacion no lineal
Yy +y=ay’

Solucion.

3

Multiplicando por y~° resulta

d
y—3£ ty 2=y
dx

2 se tiene la ecuacién lineal

dz _gdy\
= 2<y dm)_ 2(x—2),

Haciendo z =y~

0 sea 4
z
— — 2z = —2x.
dz
Con p (z) = —2, un factor integrante es

I(z)= el (~2dz _ =2z

Al multiplicar por el factor integrante a la ecuacion lineal, se tiene

d
T (672962) =2 <da: — 22) = —2xe %%,
i
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Integrando ambos lados, tenemos

1
672:1:2, — m€72x+5672x+0

1
z = $+§+C€2x.

2

Al sustituir z = y~*, obtenemos la solucién general

1
<x+2+062“>y2—1:0.

Ejemplo 6.24 Resuelva la ecuacion diferencial

1
(cosz —ysenz)dr — —dy = 0.
)

Solucion.

Reescribiendo la ecuacién en la forma
dy o 9
— —ycosx = —y-senz,
dx

vemos que corresponde a una ecuacion del tipo Bernoulli. Por lo que multi-
plicando por y~2 y luego haciendo el cambio de variable z = y~!, resulta la
ecuacion lineal

z
& = sen (2z) .
I + (cosx) z = sen (2z)
senx

Ahora, multiplicando ambos miembros por el factor integrante I (x) = e**"*,
escribimos

4
— (Ze
dx

Luego, integrando se sigue que

semv) — esen2x8€n (23;) )

2e%MT = 25" (senx — 1) + C
osea,

1
~ 2senx — 2+ Cle—senz’

Yy
Ejemplo 6.25 Resuelva el problema de valor inicial

y(0)=1
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Solucién.
La ecuacién dada es de tipo Bernoulli por lo que multiplicando por 43 obten-
emos

22

ygy/ + xy4 =xe

d d
Con la sustitucién z = y* y por tanto @ _y y’?’—y , resulta
dx dx

d
&4 dgr = dze™™
dx

la cual ya es una ecuacion lineal en z. En seguida, multiplicando con el factor
. 2
integrante I (z) = e/ 474 = ¢22°  tenemos

d
62“2—2—1—4:6262“2 = 4ze®
dzr
d 2 2 2
L (2e>*) = 4ze®”
dx <Z€ > re

Integrando con respecto a x se obtiene
22 =27 4.
De donde, al reemplazar z = y*, obtenemos
Yt — 2™ + ce™22" = .

Usando la condicién y (0) = 1, encontramos ¢ = 1. Por tanto, la solucién par-
ticular es
2 2
yt—2e7" 47 =0,

Ejemplo 6.26 Resuelva la ecuacion diferencial
z~4/3 (xy + %+ 2y) de — ' Bdy =0

Solucién.
Reescribiendo en la forma

d 2 1
y—<+1>y:y2
dx T T

vemos que la ecuacion es de tipo Bernoulli. Para encontrar la solucién se sigue
los siguientes pasos .
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i) multiplicamos por y~2 para obtener

L dy
dzx

.. .. . -1 .. dz
ii) la susititucién z = y~! y por consiguiente — = — nos conduce

dy

dz <2 > 1
—+({—-+1)z2=—=
dx T T

iii) multiplicando con el factor integrante I (z) = eJ (3H1)de _
d 2
z2e® [z + ( + 1> z} = —ze”.
dx T

d (:1}26””2) = —zedz.

a una ecuacion lineal en z.

2e7 resulta

Lo que implica que

De donde, al integrar se obtiene
2%z =—(z—1)e® + C.
Finalmente, sustituyendo z = y~!, tenemos la solucion general

22’y 4 (z—1)e" —C =0.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-5, resuelva la ecuacion diferencial lineal dada, indicando
el mayor intervalo I sobre la cual la solucién general es definida.

1

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Y+ (2/2)y = (cosx) /o
vy + 4y +x =23
zy = x’senx +y

C(z—2)%y =5—8y —4ay
/ )
. ————z=0
Y - _—{%
En los ejercicios 6-10, halle la solucién particular de la ecuacién diferencial
lineal que satisface la condicién inicial especificada.

2y =l —2y y (1) =e
L —wer, y(1)=e—1
T
Yy +ytanz =secx + cosx; y(0) =1

y'senx + ycosx = xsenx; y (g) =2

y'V1—1224+y=arcsenz, y(0)=0

En los ejercicios 11-20, resuelva las ecuaciones diferenciales de Bernoulli.
(:Uy3 + lna:) dz — y?dy =0

Y =y — %

22y —y = 1023y5

/3 (xy +y?+ 2y) de —z~Y3dy =0

(ylnz —2)yde — xdy =0

5533/ / 4
-7 4 =0
(e 50) v -

/_iz 41
Y 3z gy
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18. (14 2?)y = zy + 2%y
19. 3 = ysenz — y? cos 2z

Yy
x(2eylny+y) — =

20. ¢y =

6.7. Aplicaciones de EDO de primer orden

6.7.1. Trayectorias ortogonales

Las trayectorias ortogonales son un concepto importante en el campo de las
ecuaciones diferenciales y la geometria. Se refieren a curvas que se cruzan en
angulos de 90 grados en cada punto de interseccion.

Un ejemplo clasico son las familias de curvas descritas por las lineas equipo-
tenciales y las lineas de campo eléctrico en la electrostatica. En este caso, las
lineas equipotenciales son trayectorias ortogonales a las lineas de campo eléctri-
co. En cada punto, el campo eléctrico es perpendicular a la linea equipotencial.

Definicién 6.6 Cuando todas las curvas de una familia G (z,y,c1) = 0 cortan
ortogonalmente todas las curvas de otra familia H (x,y,c2) = 0, se dice que las
familias son trayectorias ortogonales entre si. (Véase figura 6.2)

pendiente = —1/f(x,v)

pendiente = f(x,v)

H(x,y,¢,)=0
Glx,y,00) =0
Figura 6.2:
- - dy o : .
Proposicién 6.5 5i i f(z,y) es la ecuacion diferencial de una familia, la
x

. . . dy 1
ecuacion diferencial de sus trayectorias ortogonales es — = —

dx flxy)
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De esta manera, obtener las trayectorias ortogonales a una familia de cur-
vas de las cuales se conoce su expresion analitica G (x,y,c) = 0, requiere los
siguientes pasos:

1. Diferenciar la ecuacién G (z,y,c) = 0.

2. Eliminar ¢ del sistema formado por la ecuacién y su derivada, para
asi obtener la ecuacién diferencial de la familia.

3. Obtener la ecuacién diferencial de la familia de trayectorias ortogonales
aplicando el resultado precedente.

4. Integrar la ecuacién resultante.

Ejemplo 6.27 Halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
r+y—ce®+1=0, ceR.

Solucién.
Al derivar ambos lados respecto de z, se tiene

y = ce® — 1.

r+y+1

Al reemplaza la constante ¢ = , la cual se obtiene de la ecuacién

original de la familia de curvas, se obtiene la ecuacién
/
Yy =x+y.

Esto implica que la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales es
dy/dx = —1/y, es decir,
dy 1

de ~ z+y

Esta ecuacién se resuelve haciendo z = x + y. Al derivar, respecto de z, se

tiene 2/ =1+ 19/, o sea
dz z-1

dr ~  z
Al separar las variables e integrar, resulta

/ i dz:/da:
z—1

z4+Injz—1 = z+4+C,

o sea
z+y+hnjz+y—-1-2+C=0

son las trayectorias ortogonales a la familia de curvas dada al principio.
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Ejemplo 6.28 Encuentre la familia de trayectorias ortogonales a la familia de
circunferencias

2

(z—c)+y>=c2 c>0.

Solucion.
Los dos primeros pasos senados al inicio de esta seccién, puede abreviarse
también al reescribir la ecuacién dada en la forma

$2+y2_c
2z

y en seguida derivar para obtener la ecuacién diferencial libre de parametros.
Esto es,
2z (2z + 2yy') — 2 (2% + y?)
422

De esta expresion se despeja 3/, y se tiene

=0.

2 2
)Yy =X

v= 2zy

Esto implica que la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales es dy/dz =
—1/y, o sea

dy 2y

dz ~ y2— a2
Esta ecuacién diferencial se puede resolver por diferentes métodos. Aqui, resulta
més simple reescribirlo como

de x> — 3>

dy 2y

x dw
— = w + y—— nos conduce a

y proceder con la sustitucién x = wy. En efecto,
dy dy

la ecuacién diferencial separable

dw w?—1
w+Yy— =
dy

2w

Al separar las variables e integrar, se obtiene

2 1
/ Yodw = —/dy
w? 41 Y

In(w?+1) = —Inlyl+C.
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Finalmente, en términos de las variables x e y, se escribe como

% + y2
y?

In +1Inly| =C.

Esta ecuacién representa las trayectorias ortogonales a la familia de curvas dada
al inicio.

Ejemplo 6.29 FEncuentre las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
2=y’ +cP, ceR

Solucién.
Reescribiendo la ecuacién en la forma

22 — 2
CcC =
y3
derivamos respecto a x para obtener
y/ _ 2xy
a2 — g2

Esto implica que la ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales es dy/dx =
—1/y/, es decir,
dy y? — 32
der 2y
0 equivalentemente

(31’2 - y2) dz 4 2zydy = 0.
La ecuacién diferencial obtenida no es exacta, pues para M = 32> —y?> y N =
2zy las derivadas respectivas son diferentes
0 (3332 — y2)
y

d(2
=2y, (&:y) =2y

Sin embargo, desde que

el factor integrante es
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Multiplicando por este factor a la ecuacién escrita en forma diferencial, se ob-
tiene )
2
(3_3/2) d:c—i——ydy:[).
x x

F
Esta ecuacion ya es exacta, por lo que existe F' (z,y) tal que i 2Y Entonces
y x

al integrar se tiene

2
Fla) = [Zay=%+6().

22

F 2

Por otro lado, el hecho que a— =3- y—, implica
Oz x2

2 2

Y Y

2
osea ¢ () = 3y por tanto ¢ () = 3z. Asi, F (z,y) = y—Q
x

ortogonales, a la familia de curvas dada al principio, es

y?
F(m,y):ﬁ—l—&’E:C.

+3x y las trayectorias

Ejemplo 6.30 Halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas

Iny—In(cx) —4y=0, ceR

Solucion.
Diferenciando implicitamente con respecto a x, se tiene
1 1
—y == —4y' =0
Y x
0 sea
y— Y
z(1—4y)
La ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales es dy/dx = —1/y/, es
decir,
dy _x(dy—1)
de Yy '

Al separar las variables e integrar, se obtiene

Y
dy = d
/4y—1y /mx
2
X
—+C
5+

1+11 1
f— 7n —_ - =
Y y4

4 16
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-12, halle las trayectorias ortogonales a la familia de curvas.

1. y = ca?

2. y=+4dz2 —cx

3. m(c+5lnaz2)—y:0
4. y? = ca®

5. 224+ 9y —lny? =c¢

6. (y* —2?) :c(y—x)_2
7.3y —Iny3 +Incx =0
8. (z+1)% = ceV’ 2

9. 0 —y=Yelw+y)

9

(x2 + 02)1/2

10. y =
11. 22+ 2 =cy

12. (z—1)2+y2 =cx

En los problemas 13-15, encuentre la familia de trayectorias ortogonales a
la familia de circunferencias.

13. con centro en el eje Y y tangentes al eje X.
14. con centro en la recta x — 1 = 0 y tangentes al eje X.

15. con centro en la recta y — 1 = 0 y tangentes al eje Y.
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6.7.2. Crecimiento - Decaimiento
El problema de valor inicial

dX

donde k es una constante de proporcionalidad (kK > 0 o k < 0), sirve como
modelo matematico para un amplio nimero de fenémenos que tienen que ver con
el crecimiento o el decaimiento. Asi por ejemplo, en las aplicaciones biologicas
la razén de crecimiento de ciertas poblaciones (bacterias, pequenos animales)
en cortos periodos es proporcional a la poblacién presente al tiempo t. En fisica
y quimica la ecuacién (6.17) se ve en la forma de una reaccién cuya rapidez, o
velocidad, dX/dt es directamente proporcional a la cantidad X de sustancia que
no se ha convertido al tiempo t. La descomposicién, o decaimiento, de U-238
(uranio) por radiactividad en Th-234 (torio) es una reaccién de este tipo de
ecuaciones.

Noétese que la ecuacién (6.17) es separable por lo que al separar las variables
e integrar se obtiene la solucién general

X (t)=Cert, ceR.
Si consideramos X (0) = X, se obtiene la solucién particular

X (t) = Xpert.

En la figura 6.3, se muestra la gréafica de X (t).

XA XA

Xl} Xl} \

[# L

Crecimiento (k = 0) Decaimiento (k < 0)

Figura 6.3:
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Problema 1. Una comunidad en el norte del Perti tenia una poblacion de
800 habitantes en el afio 2010 y aument6 120 en 10 anios. Considerando que la
tasa de crecimiento es constante, determine la cantidad de poblacién que puede
esperar el planificador de la comunidad para el ano 20407.

Solucioén.

Si P (t) es la cantidad de habitantes en cualquier momento ¢ y P (0) = 800
en el afio 2010, el problema de valor inicial es:

{ P _ P k>0
dt
P (0) = 800

La solucién particular se obtiene inmediatamente, esto es,

P (t) = 800e*".

Al usar la condicién, que en 10 afios la poblacién aumentd 120 o sea P (10) =
920, tenemos

800eF10) = 920
1/10
&= (2
20
Reemplazando esta constante, la soluciéon particular se escribe como

t

P (t) = 800 <§3)10 .

Asi, para el afio 2040 que corresponde t = 30, tenemos

2 3
P (30) = 800 <23) ~ 1217 habitantes.

Problema 2 La poblacion de bacterias en un cultivo crece con una rapidez
proporcional a la cantidad de bacterias presentes al tiempo t. Después de tres
horas se observa que hay 400 bacterias presentes; y espués de 10 horas hay 2000
bacterias presentes. ;Cudl era la cantidad inicial de bacterias?

Solucion.
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Sea P (t) la poblacién de bacteriano en cualquier momento ¢ y P (0) = Py
la cantidad inicial. Entonces del problema de valor inicial

dP
— =kP, k>0
dt
P(0)=PF
obtenemos
P (t) = Pyert.
Usando P (3) = 400, se tiene 400 = Pye®* o sea ef = (400/P0)1/3 :
De P (10) = 2000, se sigue que

400\ 10/3
2 =P |- .
000 0 ( P )

Al resolver para Py, se obtiene la cantidad inicial de bacterias, esto es,

Problema 3 Un cultivo de bacterias tiene una cantidad inicial de 200 bac-
terias. A las 8 : 30 am. la cantidad de bacterias es 3200 y a las 11 : 30 am.
del mismo dia 12800. Si la tasa de crecimiento es proporcional a la cantidad
presente, determine la hora cuando la cantidad inicial de bacterias se duplica.

Solucion.

Sea P (t) la cantidad de cultivo bacteriano en cualquier momento ¢ ( ¢t en
horas ). Entonces del problema de valor inicial

{ P _4p kso
a
P (0) = 200

obtenemos
P (t) = 200e"".

Supongamos que:
A las 8 : 30 corresponde t = t; y P (t1) = 3200. Entonces

16 = et
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A las 11 : 30 corresponde t =t; + 3 y P (t; + 3) = 12800. Entonces

64 = (ek) (19)

16 = ekt
64 = (k) F?

obtenemos e* = (16)1/6 y por tanto t; = 6. Asi, podemos escribir

Al resolver el sistema

P (t) =200 (4)!/3.

Ahora debemos hallar el tiempo ¢t = £, en la cual P (f) = 2(200) . En efecto, de
la ecuacién )

400 = 200 (4)/?
se obtiene ¢ = 1. 5. Por tanto, la hora en la que se duplica la cantidad inicial de
bacterias es a las 3 : 40 am.

Problema 4. El Pb — 209, isétopo radiactivo del plomo, se desintegra con
una razén proporcional a la cantidad presente en cualquier momento y tiene un
periodo medio de vida de 3.3 horas. Si al principio habia 1 gramo de plomo,
Jcudnto tiempo debe transcurrir para que se desintegre el 90 %?.

Nota: El periodo medio (o la vida media) de un material radiactivo se define
como el tiempo necesario para que se desintegre la mitad de su masa.

Solucién.

Si N (t) es la cantidad de plomo que queda en cualquier momento ¢t y N (0) =
1, entonces el problema de valor inicial

N N k<0
dt
N(0)=1

tiene como solucién

N (t) = eM.
Como el periodo medio de vida es 3,3 horas, entonces
1
(1) = 33k
2 ( ) € 9y

o0 sea ek = (%)1/(3’3) . Asi,
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Ahora debemos determinar el tiempo ¢ cuando N (t) = 10% (1), o sea
10y L wes
o0 M=

Al resolver para t se obtiene

Inl
t= 3,37n 0 ~ llhoras.
In2

Problema 5. La vida media del carbono catorce (C-14) radiactivo es aprox-
imadamente de 5600 anos. Se analizé un hueso fosilizado y se encontré que con-
tenia la milésima parte de la cantidad original de C-14. Determine la edad del
fosil.

Solucion.

Si M (t) la cantidad de carbono catorce en el instante ¢, entonces la velocidad
de desintegracién es directamente proporcional a su masa, es decir

M e k<o
dt

cuya solucién es
M (t) = cett.

Considerando que en ¢t = 0, M (0) = My, tenemos ¢ = My y por consiguiente
M (t) = MyeM.

Puesto que la vida media del carbono catorce (C-14) verifica M (5600) = M /2,
se sigue que

% —  Myeh(5600)
k= (2>—1/5600

y por consiguiente
—t

M (t) = My (2)5600 .
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M,
Para determinar ¢ en la cual M (t) = ﬁ, se sigue el siguiente proceso
M —1
0 7Y
— = My (2)5600
1000 0@
1 t
nf—1| = —
1000 5600
56001
t = n(%) ~ 5580. 4.
2

Es decir, la edad del fosil es 5580. 4 anos aproximadamente.

EJERCICIOS PROPUESTOS

. La poblacién de una comunidad crece con una tasa proporcional a la

poblacién en cualquier momento. Su poblacién inicial es 500 y aumenta
el 20% en 15 anos . ;Cudl serd la poblacién pasados 20 anos?

. La tasa de crecimiento de una poblacién experimental de moscas de fruta

en un instante dado es proporcional al tamafio de la poblacién en dicho
momento. Si habia 180 moscas después del segundo dia del experimento
y 300 moscas después del cuarto dia, ; Aproximadamente cudntas moscas
habian inicialmente?

poblacion?

Cuatro meses después de que se detenga la publicidad, una empresa de
fabricacién da cuenta de que sus ventas han bajado de 100000 unidades por
mes a 80000 unidades por mes . Si las ventas siguen un patrén exponencial
de decadencia, jqué van a ser después de otros 2 meses 7

Un cultivo tiene una cantidad inicial de Py de bacterias. Cuando t =
1h, la cantidad medida de bacterias es 2PO Si la razén de reproduccion
es proporcional a la cantidad de bacterias presentes, calcule el tiempo
necesario para triplicar la cantidad inicial de microorganismos.

. En cierto cultivo de bacterias, donde la tasa de crecimiento es proporcional

al nimero de bacterias presentes, el niimero se triplica en 1 hora. Si al
final de 4 horas se tienen 10 millones de bacterias, jcuantas bacterias se
tuvieron inicialmente?.



6.7. Aplicaciones de EDO de primer orden 208

6.

10.

El niimero de bacterias en un cultivo estd aumentando de acuerdo a la ley
del crecimiento exponencial. Hay 125 bacterias en el cultivo después de 2
horas y 350 bacterias después de 4 horas.

a) Halle la poblacién inicial.

b) Formule un modelo de crecimiento exponencial para la poblacién de
bacterias. Suponga que t representa tiempo en horas.

¢) Use el modelo para determinar el niumero de bacterias después de 8
horas.

El Pb-209 is6topo radiactivo del plomo, se desintegra con una razén pro-
porcional a la cantidad presente en cualquier momento y tiene un periodo
medio de vida de 3,3 horas. Si al principio habia 1 gramo de plomo, jcuanto
tiempo debe transcurrir para que se desintegre el 70 %?

. Inicialmente habia 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Después de

6 horas la masa disminuyé 3 %. Si la rapidez de decaimiento, en cualquier
momento, es proporcional a la cantidad de la sustancia presente al tiempo
t, determine la cantidad que queda después de 24 horas.

. Suponga que el pentobarbital de sodio se usa para anestesiar a un perro.

Este queda anestesiado cuando su torrente sanguineo contiene al menos
45 miligramos (mg) de pentobarbital de sodio por kg de peso. Supon-
ga también que esta sustancia se elimina exponencialmente del torrente
sanguineo del animal con una vida media de 5 h, jqué dosis se le debe
administrar a un perro de 50 kg de peso para anestesiarlo durante 1 h?

La vida media del cobalto radiactivo es de 5.27 anos. Suponga que un ac-
cidente nuclear ha dejado en cierta region un nivel de radiaciéon de cobal-
to 100 veces por encima del nivel aceptable para ser habitada por seres
humanos, jcuanto tiempo tendra que pasar para que sea habitable nueva-
mente? (Ignorar la probable presencia de otros is6topos radiactivos.)
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6.7.3. Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

Sir Isaac Newton encontré experimentalmente que la velocidad a la cual
se enfria o se calienta un objeto en un medio ambiente es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del objeto y la temperatura del medio ambiente.
Si T =T(t) es la temperatura del objeto en cualquier instante ¢ > 0y T}, es la
temperatura constante del medio ambiente, entonces la formulacion del hecho
experimental se puede enunciar como

dT

o= k(T —T), (6.18)

donde k es la constante de proporcionalidad. Aqui & > 0, ya que la temperatura
del objeto debe disminuir si T > T),, o aumentar si T' < T},.
La solucién general de la ecuacién (6.18) es:

T(t)=Tm+ce ™, ceR
Si T'(0) = Ty, entonces ¢ = Ty — T, . Por tanto, la solucién particular es

T(t) =Tm+ (To—Tm)e ™, k>0. (6.19)

Problema 1. Un aislador ceramico se hornea a 400°C y se enfria en una
habitacién en la que la temperatura es de 25°C. Después de 4 minutos, la tem-
peratura del aislador es de 200 °C. ;Cudl es su temperatura después de 12
minutos?

Solucién.

Aqui Ty = 400 y T,, = 25, asi que (6.19) se convierte en
T (t) = 25 + 375e ",
Por otro lado, al usar la condicién 7' (4) = 200 se obtiene
200 25 + 3754
ek = <7) v .
15

Al reemplazar esta constante, la solucién para T se escribe

7\ /4
T(t) =2 — .
0= s1s (L)
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Por consiguiente, la temperatura del aislador despues de 12 minutos es
7\ 3
T(12) =25+ 375 <15> ~ 63°C.

Problema 2. Un objeto con una temperatura de 72°F se coloca afuera,
donde la temperatura es —20°F. A las 10:58 horas la temperatura del objeto
es de 60°F y a las 11:00 horas del mismo dia su temperatura es de 50°F. ;A
qué hora se coloco el objeto afuera?

Solucién.

Sea T (t) la temperatura del objeto en cualquier momento t¢.

Por conveniencia eligimos que el origen ¢ = 0 de la escala del tiempo sea
10:58 para que Ty = 60.

Reemplazando los datos Ty = 60 y T;,, = —20, (6.19), se tiene

T({) = —20+ (60— (20))e*
—20 + 80e ¢,

Puesto que a las 11:00 corresponde t = 2, entonces 7' (2) = 50 implica que

50 = —20+ 80e 2k

ek = z 1/2.
8

Al reemplazar esta constante, la solucion para T, puede escribirse

7\ /2
T (t) = —20 + 80 <8> .

Ahora debemos determinar el tiempo ¢ en la cual T (t) = 72, es decir

7 T/2
72 =—-20+4 80 (8) .

Al resolver para t, se tiene

_,n (23/20)
7 In(7/8)

~ —2,09min.

Por lo tanto, el objeto se colocd afuera unos 2 minutos antes de las 10 : 58, es
decir a las 10 : 56 horas.
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Problema 3. De un cuarto cuya temperatura es de 30°C’; se extrae al exte-
rior un termémetro; a los dos minutos el termémetro registra una temperatura
de 25°C y a los dos minutos mas tarde registra 22°C": Determine la temperatura
del exterior.

Solucion.

Sea T (t) la temperatura que registra el termémetro en cualquier momento ¢
y T), 1a temeperatura del medio (esterior al cuarto). Entonces con T (0) = 30°C,
escribimos
T(t)=Tn+30-Tp) e k>0

Usando los datos, T'(2) = 25°C' y T (4) = 22°C tenemos

25 = T + (30 — Tp) e 2

22 = Ty + (30 — Tpp) e 4%,

De estas dos relaciones, se obtiene

(25 — T))?

=922 —T,,.
30 —1T), mn

Al resolver para T, se obtiene la temeperatura del exterior T}, = 17,5°C' .

EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Un termémetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es
70°F y se lleva al exterior, donde la temperatura es 10°F. Pasado 1/2
minuto el termdémetro indica 50°F. ;Cual es la lectura cuando ¢ = 1 min?
,Cudanto tiempo se necesita para que el termémetro llegue a 15°F'7.

2. Un termémetro se lleva de una habitacién hasta el ambiente exterior,donde
la temperatura del aire es —15°C'. Después de 1 minuto, el termémetro
indica 13°C'y después de 5 minutos indica —1°C. ; Cudl era la temperatura
inicial de la habitacién?

3. Si la temperatura de una tasa de cafe es 95°C' recién servida, y al minuto
se enfrio a 88°C' en un cuarto que estd a 20°C, jcuanto tiempo debe de
transcurrir para que alcance los 65°C?
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4. Una pequena barra de metal, cuya temperatura inicial era de 20°C, se
deja caer en un gran tanque de agua hirviendo. ;Cuanto tiempo tardara la
barra en alcanzar los 90°C si se sabe que su temperatura aumenté 2° en
1 segundo? ;Cudnto tiempo tardarden alcanzar los 98°C' ?

5. Un recipiente con agua a 65°C se coloca a enfriar en el exterior de una
habitacién donde la temperatura es de 5°C'. Al cabo de media hora, cuando
la temperatura del agua es de 35°C, se introduce en el interior de la
habitacién donde la temperatura es de 20°C. Calcule cuinto tiempo ha
de transcurrir para que la temperatura del agua sea de 25°C.

6.7.4. Mezclas

Entrada

rL/s.c.g/l ﬁ@

cantidad x(£)

Volumen  y(5)

&£
Concentracion ~ €s(t) =37

salida i

rLis.c g/l

Figura 6.4:

Consideremos un tanque que contiene una solucién, una mezcla de soluto
y solvente, tal como sal disuelta en agua (figura 6.4). Existen tanto flujos de
entrada como de salida, y se quiere calcular la cantidad z (¢) de soluto del tanque
en el tiempo t, dada la cantidad = (0) = x¢ en tiempo t = 0. Stipongamos que
la sustancia, con una concentracién de c. de gramos de soluto por litro de
solucién, fluye dentro del tanque a una velocidad de 7. litros por segundo, y
que la solucién en el tanque permanece completamente mezclada por agitacién
fluye hacia afuera a una velocidad constante de 75 litros por segundo.

Para obtener una ecuacién diferencial para x(t), se estima el cambio Ax en
x durante un breve intervalo de tiempo [t,t + At]. La cantidad de soluto que
fluye dentro del tanque durante At segundos es r.c.At gramos.
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Por otro lado, la cantidad de soluto que fluye hacia afuera del tanque du-
rante un mismo intervalo de tiempo depende de la concentracion c; (¢) de soluto
presente en la solucién en el tiempo ¢.

x (t)
V()

cs (t) =

donde V (t) = V (0) 4 (re — r5) t. representa el volumen (no constante a menos
que 7. = 15) de solucién en el tanque en el tiempo ¢. Entonces, el cambio Ax
en z durante un breve intervalo de tiempo [t,t + At], verifica

Axr = gramos de entrada — gramos de salida
X TeCeAt — recAt.

Al dividir entre At, escribimos

Az
—— R TeCe — T'sCs.
At
Ahora, si todas las funciones involucradas son continuas y z (¢) es derivable,

entonces tomando el limite cuando At — 0, obtenemos la ecuacién diferencial

dx T
g = TeCe T sy (6.20)
Observacidén. Tener en cuenta las unidades g/L, Ib/gal, masa/volumen para
deducir la ecuacién (6.20), aunque se puede recurrir a cualquier otro sistema
de unidades consistente para medir la cantidad de soluto y el volumen de la

solucién.

Problema 1 Un depésito contiene 50 gal de salmuera en el que hay disueltas
75 libras de sal. A partir de un instante ¢ = 0, comienza a fluir en él salmuera
que contiene 3 libras de sal por galén, a un ritmo de 2 galones por minito.
simultdneamente, la mezcla (que se mantiene uniforme removiéndola) escapa
del depédsito al mismo ritmo. ;Cudndo habra 125 libras de sal disuelta en el
deposito?

Solucién.
Si x (t) es la cantidad de libras de sal disueltas en el depdsito en el instante

x (t
t > 0, la concentracién en ese momento es ¢, (t) = 5(0) libras por galon. La
rapides con que cambia x () es

dz

— — entrada - salida .
dt
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Como
entrada = r.c. = (2gal/ min) (31b/gal) = 6 Ib/ min
Y x x
salida = rscs (t) = (2gal/ min) <%lb/gal) =2 b/ min
resulta
dx x
a5

Separando variables e integrando vemos que

[P
x—150 25
1

In |z — 150| —%t—i-C’.

0 equivalentemente,
() = 150 + Ce™ /2.

Dado que z =75 en t = 0, vemos que C = —75, y por tanto,
z (t) = 150 — 754/,

Ahora se quiere determinar el tiempo ¢ cuando x (t) = 125, es decir,
125 = 150 — 75"/,

Al resolver para t, se obtiene ¢ = 25In3. Lo que implica que habra 125 libras
de sal disuelta en el depdsito tras t = 251n3 ~ 27,45 minutos.

Problema 2. El tanque de 600 gal inicialmente contiene 300 gal de agua
pura. Se abre un grifo sobre el tanque y una solucién salina que contiene 1.5 b de
sal por galén de solucién comienza a fluir hacia el tanque a razén de 3 gal/min.
Simultdneamente, se abre un drenaje en el fondo del tanque que permite que la
solucién salga del tanque a una velocidad de 1 gal/min. ;Cuédl serd el contenido
de sal en el tanque en el momento preciso en que el volumen de solucién en el
tanque sea igual a la capacidad del tanque (600 gal)?

Solucién.
Si x (t) es la cantidad de libras de sal disueltas en el depdsito en el instante
t > 0, la concentracion en ese momento es

z (t)

)= 30T
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La rapidez con que cambia x (t) es

d—I = entrada - salida.
dt
Como
entrada = (3gal/ min) (1,5lb/gal) = 4,5lib/ min .
y

z (t) _ oz

W) pjgal = b/ mi
mm+@—1ﬁ> /991 = 350 4 210/ min

salida = (1gal/ min) <

la ecuacién diferencial es
de 9 x (t)

dt 2 300+ 2t

Esta ecuacién es lineal, y por consiguiente la soluciéon es

c
£) = 450 + 3t 4 ——— .
z(?) /300 + 2t

Por otro lado, el contenido inicial de sal en el tanque es cero, o sea x (0) = 0.
Al reemplazar este dato hallamos C = —4500v/3 y asi, la cantidad de sal en el
tanque en cualquier instante t es

4500v/3
V300 + 2t
El tiempo en la cual el tanque estéd lleno, se obtiene de resolver la ecuacién

300 + 2t = 600, esto es t = 150 min. Por tanto, la cantidad de sal en el tanque
es x (150) ~ 582 1b.

z(t) =450 + 3t —

Problema 3. Considere que el lago Erie tiene un volumen de 650 km3 de
agua y que la tasa de flujo de entrada (del lago Huron) y la del flujo de salida
(al lago Ontario) son ambas de 420 km? por afio. Suponga que en el tiempo
t = 0 (en anos) la concentracién de contaminantes del lago Erie —causada
por la contaminacién industrial en el pasado y que ahora ha cesado— es cinco
veces mayor que la del lago Huron. Si el flujo hacia afuera estd perfectamente
mezclado con el agua del embalse, jcudnto tomard reducir la concentracion de
contaminantes en el lago Erie de tal manera que sea tres veces la del lago Huron?

Solucion.
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Segun el enunciado, considerando el diagrama

re=650 km?3/ano rs=420 km?3/afo
¢ —>—>/ FE ° —)—Z O

Vol = 480km3

H

tenemos los datos:

V =650 km?

re =1y = r = 420(km?>/ano)

ce = ¢ (la concentracién de contaminantes del lago Huron), y
xg =2 (0) = 5cV.

y la pregunta es: jcudndo es x (t) = 3cV'?.

La ecuacion diferencial que modela es:

—dw = entrada — salida
dt
r
= rc— —=x
v
0 sea
de v _
T Vx = rec.

Vemos que la ecuacion es lineal y por consiguiente la solucién es
z(t)=cV + ke V.

Usando la condicién inicial z (0) = 5cV, se obtiene k = 4¢V ; y asi la solucién
particular es
z(t) = cV +deVe V.

Finalmente el tiempo t en la cual x (t) = 3¢V, sigue de resolver para ¢ de la
ecuacion
3¢V =V 4+ 4eVe ™V,

%4 .
Esto es, t = —In2; y por tanto al reemplazar los datos se tiene
r

t = (650/420)In2 ~ 1.072 7 anos.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Un tanque contiene 200 litros de un liquido en el que se han disuelto 30

g de sal. Salmuera que tiene 1 g de sal por litro entra al tanque con una
rapidez de 4L /min; la solucién bien mezclada sale del tanque con la misma
rapidez. Encuentre la cantidad x (t) de gramos de sal que hay en el tanque
al tiempo t.

Un tanque contiene 1000 litros de una soluciéon compuesta de 100 kg de
sal disuelta en agua. Se bombea agua pura dentro del tanque a una razén
de 5 1/s, y la mezcla que se conserva uniforme por agitacién se bombea
hacia afuera en la misma proporcién. ;Cuanta tiempo pasard para que
quede solamente 10kg de sal en el tanque?

Considere un depésito con un volumen de 8 000 millones de pies ctbicos
(ft3) y una concentracién de contaminantes inicial de 0.25 %. Se tiene una
inyeccién diaria de 500 millones de (ft3) de agua con una concentracién
de contaminantes de 0.05 % y una salida diaria de agua con iguales carac-
teristicas perfectamente mezclada en el depdsito. { Cudnto tomara reducir
la concentracién de contaminantes a 0.10 % en el depdsito?

Un tanque contiene inicialmente 60 gal de agua pura.Salmuera, que con-
tiene 1 1b de sal por gal entra al tanque a una razén de 2 gal/min, y la
solucién (perfectamente mezclada) sale del recipiente a razén de 3 gal/min;
en estas condiciones, el tanque se vacia exactamente después de una 1 h.
(a) Encuentre la cantidad de sal en el tanque después de ¢ min. (b) ;Cudl
es la cantidad méaxima de sal dentro del recipiente?

. Una solucién de acido nitrico fluye a una velocidad constante de 6 L/min

hacia un tanque grande que inicialmente contenia 200 L de una solucién
de 4cido nitrico al 0,5 %. La solucién dentro del tanque se mantiene bien
agitada y sale del tanque a razén de 8 L/min. Si la solucién que ingresa al
tanque es dcido nitrico al 20 %, determine el volumen de 4cido nitrico en
el tanque después de ¢t min. ;Cudndo llegara el porcentaje de dcido nitrico
en el tanque al 10 %?
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6.7.5. Modelo logistico

Alrededor de 1840, P. F. Verhulst,( 1804-1849) matemadtico y biélogo bel-
ga, investigd modelos mateméaticos para predecir la poblacién humana en varios
paises. Una de las ecuaciones que estudié fue la ecuacién

ar = P(a—bP) (6.21)
dt
con a >0y b> 0. Esa ecuacién se llamé ecuacion logistica y su solucién se
denomina funcién logistica. La grafica de una funcién logistica es la curva
logistica.

Las curvas logisticas predicen con bastante exactitud el crecimiento de cier-
tos tipos de bacterias, protozoarios, pulgas de agua (Dafnia) y moscas de la
fruta (Droséfila) en un espacio limitado.

Solucion de la ecuacion logistica
Descomponiendo en fracciones parciales

1/a b/a B
<P+a—bP>dP_dt

y luego al integrar, obtenemos

acpe® acy

1+ bered  bep 4 e—at’

P(t)

Si consideramos la condicién inicial P (0) = Py, Py # a/b, se obtiene la constante
Py . o . .
c = % Sustituyendo y efectuando las simplificaciones respectivas, la
a — 0rg

solucign se escribe como

CLPO
bPy + (a — bpo) e—at’

P(t) = (6.22)

Nétese que P (t) — 3, cuando t — oo.

En la figura 6.5, se muestra las graficas de P(t).
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o+ V¥

Figura 6.5:

Problema 1. Suponga que un alumno es portador del coronavirus (COVID-
19) y regresa a su escuela, donde hay 1000 estudiantes. Si se supone que la
razén con que se propaga el coronavirus es proporcional no sélo a la cantidad
x de alumnos infectados, sino también a la cantidad de alumnos no infectados,
determine la cantidad de alumnos infectados siete dias después, si se observa
que a los cuatro dias hay 50 alumnos contagiados.

Solucion.

Sea x (t) el niimero de alumnos infectados en cualquier momento ¢; y suponga
que nadie sale del campus durante la epidemia. Entonces, el problema de valor
inicial es

(fo = kx (1000 — )
z(0) = 1

Identificando a = 1000k y b = k en la ecuacién (6.22), la solucién del problema
de valor inicial es

1000
(1) = T3 ggge 000kt

Por otro lado, con la condicién x (4) = 50 escribimos

1000

0= ——— .
1 4 999¢—4000k
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Lo que implica que —1000k = %ln (%) ~ —0,9906. Asi, al evaluar en t = 7,
tenemos
1000
z(1) 1+ 999¢ 69342
~ 507.

Es decir, después de siete dias habran 507 alumnos infectados aproximadamente.

Problema 2. Supongamos que comenzamos en el tiempo tg = 0 con una
muestra de 1000 bacterias. Un dia después vemos que la poblacién se ha dupli-
cado, y algtin tiempo después notamos que la poblacién se ha estabilizado en
100.000. Determine la poblacion después de 5 dias.

Solucion.

Sea P (t) la poblacién de bacterias en cualquier momento ¢ Entonces

dP

— = P(a—-0bP
o (a )
P(0) = 1000
Considerando la solucion.
/{JPO a
P(t) = k=-
(*) Py + (k — Py) eat’ b

Reemplazando k& = 100,000 y luego usando la condicién inicial P (1) = 2000,
encontramos a = In (%) =~ 0.7033. Efectuando las simplificaciones respectivas,

escribimos
100

= 14 99¢-0.7033t"
Proyectamos que después de 5 dias habrd P (5) ~ 25. 377 bacterias.

P(t)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Suponga que un estudiante portador de coronavirus (COVID-19), regresa

a un campus universitario aislado, completando el numero de estudiantes
en 1000. Si la rapidez con que el COVID-19 se propaga es proporcional no
solo al nimero de estudiantes contagiados, sino también, al nimero de es-
tudiantes no contagiados; es decir si x (t) denota el niimero de estudiantes
contagiados en t dias, la ecuacién diferencial que modela el problema es
dada por

dx

— = kz (1000 — x) .

o ( )
Si en quinto dia hay 100 estudiantes contagiados, determine el tiempo
transcurrido para que el nimero de estudiantes contagiados sea 800.

. La poblacién P (t) de una cierta comunidad satisface la ley logistica

dP P
a =P (1 B 4000)

donde el tiempo ¢ se mide en anos. Suponiendo que la poblacién de esta
comunidad es 1000 al inicio de 2020, determine la cantidad de poblacién
para el ano 2030.

La cantidad P (t) de personas en una comunidad bajo la influencia de de-
terminado anuncio estd gobernado por la ecuacién logistica. Inicialmente
P (0) = 500 y se observa que P (1) = 1000. Determine P (t) si se predice
que habrd un limite de 50000 personas en la comunidad que veran el
anuncio.

Una poblacién, gobernado por la ecuacién logistica, comienza con 1000
bacterias, luego se duplica en 10 horas. Se observa que la poblacién final-
mente se estabiliza en 20000 bacterias. Encuentre el nimero de bacterias
presentes después de 25 horas y el tiempo que tarda la poblacién en al-
canzar la mitad de su capacidad de carga.

. Se observa que una poblacién obedece a la ecuacién logistica con una

poblacién eventual de 20000. La poblacién inicial es 1000, y 8 horas de-
spués, la poblacién observada es 1200. Halle la tasa de reproduccion y el
tiempo necesario para que la poblacién alcance el 75% de su capacidad
de carga.






Capitulo 7
Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias de Segundo Orden

En este capitulo estudiaremos las ecuaciones diferenciales de segundo orden.
Estos son especialmente importantes ya que muchas de las ecuaciones que surgen
en la ciencia y la ingenierfa son de segundo orden.

7.1. Preliminares

Definicién 7.1 Una ecuacion diferencial de segundo orden es una ecuacion
que involucra la variable independiente x y una funcién desconocida y junto
con su primera y seqgunda derivada. Supondremos que es posible resolver para la
sequnda derivada, en cuyo caso la ecuacion tiene la forma

y'=f(z,y,9).

Una solucion a tal ecuacion es una funcion y(x) diferenciable dos veces
continuamente tal que

y' (@) = f(z,y(x),y ().

Muchos problemas de fisica dan lugar a modelos que son ecuaciones de
segundo orden. Por ejemplo, en el estudio del movimiento, casi todos los modelos
comienzan con la segunda ley de Newton,

F = ma.

Aqui estamos modelando el desplazamiento y (¢) de un cuerpo desde algin
punto de referencia. La derivada de y es la velocidad v y la segunda derivada
es la aceleracion a. La fuerza F' que actia sobre el cuerpo suele ser una funcién
del tiempo ¢, el desplazamiento y, y la velocidad v, o sea F' = F(t,y,v). Asi, la

segunda ley de Newton nos da la ecuacién diferencial
d?y

m—s = F(ty,dy/dz)

223
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una ecuacién de segundo orden.

Ecuaciones lineales

Estos tienen la forma especial

Y +p@@)y +q@)y=yg(=). (7.1)

Los coeficientes p, ¢ y g pueden ser funciones arbitrarias de la variable indepen-
diente x, pero y, 3y’ e 4" deben aparecer todas de primer grado. Esto significa
que no permitimos que ocurran productos de estos, ni potencias mayores que 1,
ni funciones complicadas como cosy/’, etc.

Asi, la ecuacién diferencial

Y+ (senx)y + (2+ V) y = tan "'
es lineal. En contraste, las ecuaciones
v 2y =0, vy ¥ —5(y) 2" =0
son no lineales porque aparecen los productos y potencias de y y sus derivadas.

Ecuacién lineal homogéneo

Si la funcién g (x) = 0, se dice que la ecuacién resultante es homogénea.
Asi la ecuaciéon

' +p@)y +q@)y=0 (7.2)

se llamard la ecuacién homogénea asociada a (7.1); en el caso contrario se
denomina no homogénea.
Asi por ejemplo, la ecuacion de segundo orden

/! /
T 5x3y + 22y = cosx
es no homogénea, su ecuacién asociada homogénea es

y" - 5:c3y' + 2zy = 0.

Existencia y unicidad

Los resultados de existencia y unicidad para las ecuaciones de segundo orden
son muy similares a los de las ecuaciones de primer orden. Enunciaremos un
resultado para ecuaciones lineales que serd muy ttil.
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Teorema 7.1 Suponga que las funciones p(x), q(z) y g (x) son continuas en
el intervalo (a,b) y sea xo cualquier punto en (a,b). Entonces, para cualquier
numero real yo e y1 hay una y sélo una funcion y (x) definida en (a,b), que es
una solucion a

vV +p@@)y +q@@)y=g(x), a<z<b
y satisface la condicon inicial  y(xo) =yo y Y (o) =y1.

La principal diferencia entre este resultado y el teorema correspondiente
para ecuaciones lineales de primer orden del capitulo 2 es que se necesita una
condicién inicial no solo para la funcién y, sino también para su derivada y'.
Es importante notar que podemos estar seguros de que existe una solucién v,
ademads, que existe en todo el intervalo donde los coeficientes son definidos y
continuos.

Proposicién 7.2 Supongamos que y1 y ya son soluciones de la ecuacion lineal
homogénea

y' +p(x)y +q(z)y=0. (7.3)

Entonces la funcion
y=Ciy1 + Cayz (7.4)

también es una solucidn de (7.3) para cualquier constante Cy y Cs.

Prueba.
Notemos que y' = C1y; + Cayh v vy = Cryf + Cayly. Por tanto, sustituyendo
y un simple reordenamiento nos permite obtener

Y +py' +aqy = Cuff + Coyiy 4+ p (Cryfy + Coys) + q (y = Cryr + Coyp)
= G (Y +py +aqy) +Co (v +py +qv)
- 0.

El tipo de expresién que aparece en la ecuacién (7.4) aparecerd con frecuen-
cia.

Definicién 7.2 (Principio de superposicién) Una combinacion lineal de las
dos funciones u y v es cualquier funcion de la forma

w = au + Pv

donde o y B son constantes.
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Asi por ejemplo, la sustitucion directa mostrara que y; () = e %y yo (x) =
¢3! son soluciones de la ecuacién lineal 3" — 2y’ — 3y = 0. De acuerdo con la
proposicién 2, sabemos que cualquier combinacion lineal y (z) = Cre™* +Coe ™3
también es una solucién.

Uno podria esperar que y = Ciy; + Cays sea la solucién general. Este suele
ser el caso, pero no siempre. Este sera el contenido de nuestro teorema principal.
Sin embargo, para expresarlo es necesario la siguiente.

Definicién 7.3 (Independencia lineal de dos funciones) Se dice que dos
funciones u y v son linealmente independientes en el intervalo (a,b) si
ninguna es un multiplo constante de la otra en ese intervalo. Si uno es un
maltiplo constante del otro en (a,b) se dice que son linealmente dependi-

entes.

Asi, las funciones u () = z y v (x) = 23 son linealmente independientes en
R. Es cierto que v (z) = 2?u (x), pero el factor 2 no es una constante. Por otro
lado, u (z) = cosx y v(x) = 5cosz son obviamente linealmente dependientes
en R.

Vamos a usar el teorema 7.1 para demostrar el siguiente resultado, que nos

proporcionara nuestra estrategia de solucidon para ecuaciones homogéneas.

Teorema 7.3 Suponga que y1 y y2 son soluciones linealmente independientes
de la ecuacion

v +p @)y +q@)y=0. (7.5)
Entonces la solucion general de (7.5) es
y = Ciy1 + Caye,

donde Cy y Cy son constantes arbitrarias.

Obervacion: Por este resultado diremos que dos soluciones linealmente in-
dependientes de la ecuacién (7.5) forman un conjunto fundamental de solu-
ciones.

Para probar el teorema 7.3, necesitamos saber un poco mas sobre el impacto
de la independencia lineal. Para esto necesitamos definir el siguiente concepto.

Definicién 7.4 (Wronskiano) El Wronskiano de dos funciones uw y v es
definido como

W(:v)zdet( u(@) () >:u(a:)v’(a;)—v(a:)u/(:r).

u (z) o (2)

en donde las primas representan las derivadas.
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La relacion del Wronskiano con la independencia lineal se resume en las
siguientes dos proposiciones.

Proposicién 7.4 Suponga que las funciones u y v son soluciones de la ecuacion
lineal homogénea

y' +p @)y +q(@)y=0
en el intervalo (a,b). Entonces, el wronskiano de u y v es idénticamente igual
a cero en (a,b) o nunca es igual a cero alli.

Prueba.
Para probar este resultado, diferenciamos el wronskiano W = u (x) v (z) —
v (z) v (z) para obtener

! W) " /! n " "
W' (x) =u'v' +uw"” —v'u —ovu” =w” —ovu

Como wu y v son soluciones de y” + py’ + qy = 0, podemos reemplazar y
resolver sus segundas derivadas y sustituir. Esto es,

W'(x) = u (—pu' — qu) —v (—pu' — qu)
= p(w' —ovu)

Esta es una ecuacién de primer orden separable para W. Si xy es un punto
en (a,b), la solucién es

W:W(xo)e_fjop(s)ds, a<z<b

Si W (xg) = 0, entonces W (z) = 0 para a < x < b. Por otro lado, si
W (z9) # 0, entonces W (x) # 0, ya que el término exponencial nunca es cero.

Proposicién 7.5 Suponga que las funciones u y v son soluciones de la ecuacion
lineal homogénea

y' +p(@)y +q(@)y=0 (7.6)
en el intervalo (a,b). Entonces u y v son linealmente dependientes si y sdlo
si su Wronskiano es idénticamente cero en (a,b).

Prueba,

Suponga primero que u y v son linealmente dependientes en (a, b). Entonces
uno de ellos es multiplo constante del otro, o sea u = Cv. Lo que implica que
u' = Cv' y por tanto

W =u(z)v (z) —v(z)u () = Cv' (z)v' (z) —v(z) CV' (z) = 0.
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Por el contrario, suponga que W (z) = 0 para a < x < b. Queda por de-
mostrar que u y v son linealmente dependientes. Primero, si v (z) = 0 para
a < x < b, entonces v = Ou, por lo que u y v son linealmente dependientes.
Supongamos, por tanto, que v no es idénticamente igual a 0 en (a,b). Supong-
amos que v (z) # 0 para algin x € (a,b). Como v es continua, existe un intervalo
(¢,d) C (a,b) que contiene x1 en el que v (x) # 0. En este intervalo tenemos

d /u _vu’—uv’_—W_O
dx (;) w2 2

Por lo tanto, en el intervalo (¢,d), u/v es igual a una constante C, o u =
Cwv. En particular, en x; tenemos u (z1) = Cv(z1) y v (x1) = Cv' (21) . Por
la proposiciéon 7.2 tanto v como Cwv son soluciones de la ecuacién diferencial
y" + py + qy = 0. Como tienen las mismas condiciones iniciales en z1, del
teorema 7.1 se deduce que u = Cv en todas partes en (a,b). En consecuencia,

u y v son linealmente dependientes.

Proposiciéon 7.6 Suponga que las funcionesu y v son soluciones de la ecuacion
lineal homogénea

y' +p@)y +q@)y=0

en el intervalo (a,b). St W (xzg) # 0 para algunos xo en el intervalo (a,b),
entonces u y v son linealmente independientes en (a,b). Por otro lado, si u y v
son linealmente independientes en (a,b), entonces W (x) nunca desaparece en

(a,b).

Prueba.

Si W (zg) # 0 para algunos x¢ en el intervalo (a, b), entonces por la Proposi-
cién 5 u y v no pueden ser linealmente dependientes. Por tanto, son linealmente
independientes.

Por otro lado, si w y v son linealmente independientes en (a,b), entonces
por la proposicién 7.5 el Wronskiano no es idénticamente igual a 0. Por la
proposicién 7.4 nunca es igual a 0 en (a,b).

Reformulemos los resultados de las Proposiciones 5 y 6 para resaltar los
puntos que necesitaremos.

Proposiciéon 7.7 Suponga que las funciones u y v son soluciones de la ecuacion
lineal homogénea

y' +p@)y +q@)y=0

en el intervalo (a,b). St W (xzg) # 0 para algunos xo en el intervalo (a,b),
entonces u y v son linealmente independientes en (a,b). Por otro lado, si u y
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vson linealmente independientes en (a,b), entonces W (x) nunca desaparece en
(a,b).

Prueba.

Si W (xg) # 0 para algunos z¢ en el intervalo (a, b), entonces por la proposi-
ciéon 7.6, u y v no pueden ser linealmente dependientes. Por tanto, son lineal-
mente independientes.

Por otro lado, si u y v son linealmente independientes en (a, b), entonces por
la proposicién 7.6 el Wronskiano no es idénticamente igual a 0. En consecuencia
por la Proposicién 5 nunca es igual a 0 en (a,b).

Ahora con estos resultados estamos listos para probar el teorema 3.

Prueba del teorema 7.3

Suponga que y1 y y2 son soluciones linealmente independientes de la ecuacién
y'+p(z)y' +q(z)y =0,y suponga que y () es cualquier solucién. Necesitamos
encontrar las constantes C1 y Co tales que y = Cyy; + Cays. Sea xg cualquier
punto en (a,b) Elegimos las constantes de modo que

y(wvo) = Ciy1(2o) + Cayz (w0), y (7.7)
Yy (ro) = Cuy) (z0) + Cays (wo) -

Este sistema tiene solucién siempre que el determinante

o U (o) 2 (z0)
dt(y'l(xo) yg<mo>>¢0‘

Sin embargo, este determinante serd reconocido como el wronskiano W de
y1 v y2. Como y1 y y2 son linealmente independientes, por la proposicién 7.7
se sigue que W (zg) # 0. Por lo tanto, podemos encontrar Cj y Cs resolviendo
(7.7).

Sabemos que y y Ciy1+ Caya son ambas soluciones de la ecuacién diferencial
v +p(x)y +q(x)y =0,y por (7.7) tienen las mismas condiciones iniciales en
xg. Por la parte de unicidad del teorema 7.1, tenemos

y(z) = Ciyr (z) + Coyo (x), paraa <z <b.

Ejemplo 7.1 Las funciones y; = e ™37 y yo = ¥ son soluciones de la ecuacion
lineal homogénea y" +y' — 6 = 0 en el intervalo (—oo, 00) .
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Como
—3x 2

e e

W(m) = _36—3x 2621‘

=5e"*#£0

para todo valor real de z, las funciones y; y y2 forman un conjunto fundamental
de soluciones. En consecuencia,

Y1 = 016_3x + 02621’

es la solucion general de la ecuacion diferencial en el intervalo.indicado.

7.2. Reduccion de orden

Uno de los hechos importantes al estudiar las ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden es que podemos formar una segunda solucién, y, (z), de

y' (@) +p @)y (2) +q(@)y(z) =0 (7.8)

en un intervalo I a partir de una solucién y; (x) no trivial .
Supéngase que y; () es una solucion conocida de (7.8) en I y que y; (x) # 0
para todo z en el intervalo. Si definimos y = u (x) y1 (z) , entonces

Y =uy i,y =uy + 20 + oy
Sustituyendo en (7.8) tenemos:

V' +py +qy =u(yl +pyi +ap) i + 2y +pyi) v =0
0

Lo que implica que debe cumplir
yiu” + (2yy +py1) v’ = 0. (7.9)
Luego, haciendo w = v’ en la ecuacién (7.9) resulta una ecuacion lineal separable
yiw' + (291 + pyr) w =0

O sea

d /
&« + 29 4z + pdxr = 0.
w Y1

Integrando, se sique que
wyi = Cre=Jrdz,
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Al despejar w y luego sustituir por v/, se tiene

Cre™ [ pdx

y3

!/

U + c2

Una vez mas integramos para obtener

e—fpd:v
u(ac):Cl/ 5— +Ca | dz
Y1

Si eligimos C1 = 1y Cy = 0, vemos en y = u (z) y; () que una segunda solucién

de la ecuacion es
effp(x)dx
1

Ejemplo 7.2 La funcion y = z? es una solucion de xy" + 2xy — 6y = 0.

Determine la solucion general en el intervalo (0,400) .

Solucioén.
Primero escribimos en la forma estandar

2 6
y”+— /_72y:0‘
X X

2
Vemos que p (x) = — y por tanto al reemplazar en la férmula
x

7f%dac
Yz = 5132/ (em4> dx

1
5x3°

La solucién general en (0, +00) estd definida por y = Ciy; + Cays, es decir,

1
= C12? — Cy—.
Y 1T 253
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EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-6, determine una segunda solucién de la ecuacién difer-
encial dada. Ademds indique un intervalo adecuado de validez de la solucion.

Ly +2) +y=0; y=uze”
2. 2%y —Tay +16y =0, y; =2

3. (1-2z—2?)y" +2(1+2)y —2y=0; yi==z+1
4%y +y=0; y =2 Inz

22y —xy +2y=0; 1y =xsen(Inzx)

AN

22y —5xy +9y=0; y =2>lnz

7.3. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes
constantes.

Son ecuaciones de la forma
yv' +py +aqy=0 (7.11)

donde p y g son constantes. Esta es una clase de ecuaciones que podemos resolver
facilmente. Veamos.
La ecuacién homogénea lineal, de primer orden andloga con coeficientes con-
stantes es la ecuacion
Y +py =0.

Esta ecuacion es separable y de facil solucién. Su solucién general es
y(z) =Ce™™,

donde C' es una constante arbitraria.

Motivados por el hecho de que la ecuacion de primer orden tiene solucién ex-
ponencial, Veamos si podemos encontrar una solucién exponencial a la ecuacién
de segundo orden (7.11). Buscaremos una solucién del tipo

y(x)=e

donde A es una constante, ain desconocida. Sustituyendo esta funcién y sus
respectivas derivadas en la ecuacion diferencial, obtenemos

e (N +pA+q) =0.
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Desde que e*® # 0, tendremos solucién a (7.11) si y sélo si
A+ ph+q=0. (7.12)

Esto se llama la ecuacién caracteristica de la ecuacién diferencial en (7.12).
El polinomio P () = A2 + p\ + ¢ es llamado polinomio caracteristico de la
ecuacion. Una raiz de la ecuacién caracteristica se llama raiz caracteristica.
Si \ es una raiz caracterfstica, entonces y = e es una solucién de la ecuacién
diferencial.

Dado que la ecuacién caracteristica es una ecuacién cuadratica, sus raices
estan dadas por la férmula cuadratica

y o “PEVP g
2

Mirando el discriminante p? — 4¢ vemos que hay tres casos a considerar:

1. dos raices reales distintas si p?> — 4¢ > 0

2. una raiz real repetida si p?> — 4q = 0

3. dos raices complejas distintas si p? — 4q < 0.

Veremos cada uno de estos en lo que sigue. Sabemos que si encontramos un
conjunto fundamental de soluciones, entonces la solucién general es la combi-
nacion lineal general de estas. Por lo tanto, necesitamos encontrar dos soluciones
linealmente independientes.

7.3.1. Raices reales distintas

Si A1 ¥ A2 son raices reales distintas de la ecuacién caracteristica, entonces
y = eM? y yy = e%son ambas soluciones. Como las raices no son iguales, las
soluciones no son multiplos constantes entre si. Por lo tanto, son linealmente
independientes y por el Teorema 1.23 tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 7.8 Si la ecuacidn caracteristica N> +p\+q = 0 tiene dos raices
reales distintas \1 y Ao entonces la solucidon general de y" +py’ +qy =0 es

y = Cle)\lz + 026>\2:13’
donde Cy y Cy son constantes arbitrarias.

La solucién particular para un problema de valor inicial se puede encontrar
evaluando las constantes C7 y Cy usando las condiciones iniciales.

Ejemplo 7.3 Resuelva el problema de valor inicial

y' =3y +2y=0, y(0)=2, ¥ (0)=-1.
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Solucioén.
La ecuacién caracteristica asociada es

0=X-3\+2=L1-2)(A—1)

con soluciones \; = 2 y Ao = 1. De acuerdo a la proposicién 8, la solucién
general es
y = C1e* + Cae®

Para hallar las solucién correspondiente a la condicién inicial y(0) = 2, 3/(0) =
—1, derivamos la solucién general

y = 2C1e% + Cye®
y luego sustituimos en x = 0 para obtener el sistema de ecuaciones

2 = (C1+ 0,
-1 = 2C;+ 0Oy,

Al resolver se obtiene C; = —1 y Cy = 3. Por tanto la solucién al problema de
valor inicial es
y = —e* + 3¢°.

7.3.2. Raices repetidas

Si se repiten las raices de la ecuacion caracteristica (7.12), entonces se con-
vierte en

0=M+pr+qg=(\—\)>,

donde Aies la raiz repetida. Por la férmula cuadratica,.se tiene

M= (—p+ VP2 =) /2= —p/2.

Este valor de A da una solucién a la ecuacién diferencial, a saber y = e*? =
e Pr/2,

Para usar el Teorema 3, necesitamos encontrar otra solucién que no sea
un multiplo constante de esta. En efecto, por lo argumentado en la seccién,

reduccién de orden, ua segunda solucién de la ecuacion es

2\
_ iz € dr = Az
Y2 = € Tlxl‘—xe .
(&
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Proposicién 7.9 Si la ecuacion caracteristica A2 + pA + g = 0 tiene una sola
raiz doble \1, entonces la solucién general de y" + py' + qy =0 es

y = C1eM® 4+ Coxe™M® = (O 4 Cyx) eM?,
donde Cy y Cy son constantes arbitrarias.

Ejemplo 7.4 Resuelva el problema de valor inicial
y' =2y +y=0, y(0)=2, y(0)=-1L

Solucion,
La ecuacién caracteristica asociada es

0=X—-2A+1=(A—-1)?

con solucién A\; = 1 de multiplicidad dos. Por tanto, e* y ze® forman un conjunto
fundamental de soluciones para la cuacién diferencial, y la solucion general es

y = C1e” + Coxe®.

Para hallar la solucién correspondiente a la condicién inicial y(0) = 2, /(0) =
—1, derivamos la soluciéon general

Y = Ce® + Cy (e” 4 ze”)

y luego sustituimos en x = 0 para obtener el sistema de ecuaciones
2 = Yy (0) = Cla

-1 = y' (0) =C1+ Cs.
La soluciones son C7; = 2 y Cy = —3. Por tanto la solucién al problema de valor
inicial es

y = 2e” — 3xe”.

7.3.3. Raices complejas

Si las raices de la ecuacién caracteristica (7.12) son complejas, entonces,
dado que los coeficientes del polinomio caracteristico son reales, las raices son
conjugadas complejas. Tienen la forma A\; = a+1ib y Ay = a —ib. Las soluciones
correspondientes son y; = el@t®r vy — @~z Por tanto la solucién
general de la ecuacién diferencial es

y (x) _ Cle(a+ib)x + CQg(afib)x'
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Sin embargo, en la practica se prefiere trabajar con funciones reales y no
con exponenciales complejas. Por lo que usando la férmula de Euler:

¢ = cos @ + i send,

donde # es un nimeero real, escribimos
e = cos (bx) +i sen (bxr) y e % = cos(bx) — i sen (bx)
Luego, al sumar y restar estas dos ecuaciones nos da

e L7 — 9cos (br) y €M — e = 2 sen (bx).

Como y (z) = C1e(0t)7 4 Chel@=)T o5 yna solucién de la ecuacién (7.11) para
cualquier eleccion las constantes C y Cs, entonces si hacemos C; = Cy =1y
C1 =1, Cy = —1 obtenemos las soluciones

Y1 (l’) _ e(a+ib):€ + 6(a,—ib):v — 0 (eibx + 6—ib:z:>

= 2e"cos (bx)

Yo (.’L’) _ e(a+ib)r + e(a—ib)a: — 0 (eibx o e—ib:v)
= 2ie"“sen (br).

Los dos tltimos resultados demuestran que las funciones reales e®* cos (bz) y
e sen (bx) son soluciones de la ecuacién (7.11) y son linealmente independientes
en (—oo,00). Por lo tanto, la solucién general es

y(x) = C1e" cos(bx)+ Cre*sen (bx)
= e (C}cos (br) + Casen (bx)) .

Proposicién 7.10 Si la ecuacion caracteristica N> +p\+q = 0 tiene dos raices
complejas conjugadas A\ = a +tb y Ay = a — 1b,, entonces la solucion general
dey" +py' +qy=0es

y (x) = e (Cy cos (bz) + Casen (bx)),
donde Cy y Cy son constantes.

Ejemplo 7.5 Resuelva el problema de valor inicial

y'+2y +2y=0, y(0)=2, ¢'(0)=3.
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Solucion.
La ecuacion caracteristica asociada es

N42X4+2=0

con solucién A\; = —1 44, Aa = —1 — ¢ . La solucién general correspondiente (
cona=—-1yb=1)es

y(z) =e ¥ (Ciz + Cysenx).

Para hallar la solucién correspondiente a la condicién inicial y(0) = 2, 4/(0) =
3, derivamos la solucién general

/

y = —e ¥ (Cicosz + Cysenx) + e * (—Cisenz 4+ Co cos x)
y luego sustituimos en x = 0 para obtener el sistema de ecuaciones

=Yy (0) = (1,
= y' (O) = —Cl + CQ.
La soluciones son C1 = 2 y Cy = 5. Por tanto la solucién al problema de valor
inicial es
y(x) =e ¥ (2cosx + bsenx).

EJERCICIOS PROPUESTOS

Las ecuaciones 1-8 tienen raices caracteristicas reales y diferentes. Encuentre
la solucién general de cada ecuacién diferencial.

1.y —y —2y=0
2.2y =3y —2y=0
3.y +5y +6y=0
4. " +y —12y =0
5. 2¢" —y —y=0
6. 6y +y —y=0

7.3y =2y —y=0
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

6y" + 5y — 6y =0

Las ecuaciones 9-16 tienen raices caracteristicas reales repetidoas. Encuen-
tre la solucién general de cada ecuacién diferencial.

Yy =4y +4y =0

y' —6y +9y =0
4y + 4y +y=0
4y +12¢y' +9y =0
16y" + 8y +y =0
Y +4y +4y =0
169" + 24y +9y =0

y' + 8y +16y =0

Las ecuaciones 17-21 tienen raices caracteristicas complejas. Encuentre la
solucion general de cada ecuacion diferencial.

y' +4y=0
y'+4y' +5y =0
/! / —
¥y +2y +17y =0
y//72y/+4y20

y'+2y +2y=0

Para las ecuaciones 22-25, encuentre la solucién del problema de valor
incial.

y' =y =2y=0, y(0)=-1, ¥ (0)=2
10y" —y' —3y=0, y(0)=1, ¢ (0)=0
y' =2 —17y=0, y(0)=-2, ¥ (0)=3

y' =25y =0, y(0)=1, % (0)=-1
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7.4. Ecuaciones lineales no homogéneas

Pasamos ahora a la solucion de ecuaciones lineales no homogéneas. Estas
son ecuaciones de la forma

v +py +ay=f (7.13)

dondep =p(x),q=¢q(x)y f = f (x) son funciones de la variable independiente.
Recuerde que f se llama término no homogéneo o término forzado.

Nuestra estrategia de solucién proviene de la comprensién de la estructura
de la solucién general, que esta contenida en el siguiente teorema.

Teorema 7.11 Suponga que y, es una solucion particular de la ecuacién no
homogénea (7.13), y que y1 y y2 forman un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuacion homogénea asociada

Y +py +qy=0 (7.14)

Entonces la solucion general de la ecuacidn no homogénea (7.13) viene dada
por
y = Ciy1 + Coya + 1 (7.15)

donde Cy y Cy son constantes arbitrarias.

Observe que la solucién general se puede escribir como y = y;, + y, donde
yn = Cry1 + Cays es la solucién general de la ecuacion homogénea correspondi-
ente. Asi, para encontrar la solucién general de la ecuaciéon no homogénea (7.13)
primero encontramos la soluciéon general, y;, de la ecuacién homogénea corre-
spondiente (7.14). A continuacién, encontramos una solucién particular, y,,para
la ecuacion no homogénea. La solucion general de la ecuacién no homogénea es
entonces y = ypn + Yp.

Prueba.
Suponga que y es una solucién de (7.13). Sabemos que y, también es una
solucién, por lo que tenemos las dos ecuaciones

v +py +ay=f

Yp + DYy + qyp = [-

Lo que implica que

(y—up)" +pW—yp) +a(y—yp) =0.
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Por lo tanto, y — yp es una solucién de la ecuacién homogénea asociada
(7.13). Como y; y y2 forman un conjunto fundamental de soluciones, existen
constantes C1 y Cy tales que

y—yp = Cry1 + Cayo.

En consecuencia, y = C1y1 + Caya2 + yp, tal como se establecié en (7.15).

Para ecuaciones con coeficientes constantes, ya sabemos cémo resolver la
ecuacion homogénea, por lo que en esta seccién nos concentraremos en encontrar
una solucién particular para la ecuacién no homogénea.

7.4.1. Meétodo de los coeficientes indeterminados

Estudiaremos la ecuaciéon no homogénea

v +py tay=f (7.16)

donde p y ¢ son constantes y f = f (z) es una funcién de la variable independi-
ente. El método de coeficientes indeterminados solo funciona si los coeficientes
son constantes. Las ecuaciones de segundo orden son las aplicaciones més impor-
tantes del método, pero el método funciona para ecuaciones de orden superior
exactamente de la misma manera que lo hace para ecuaciones de segundo orden.
Por simplicidad y conveniencia enfatizaremos el caso de segundo orden.

El método de los coeficientes indeterminados se basa en el hecho de que
hay algunas situaciones en las que la forma del término forzado en (7.16) nos
permite casi adivinar la forma de una solucién particular. Veamos los sigu-
ientes.ejemplos.

Nota: Si el término f (x) tiene una forma que se replica bajo diferenciacién,
la idea es buscar una solucién con la misma forma general que el término f ().

Término f (r) es polinomial

La derivada de un polinomio es otro polinomio de menor grado. En conse-
cuencia, si el término f (z) es un polinomial de grado m, entonces es razonable
intuir una solucién particular

yp () = Apz™ + Appqz™ oo+ Ay + Ag

que es también un polinomio de grado m, pero con sus coeficientes indetermi-
nados.



241 7.4. Ecuaciones lineales no homogéneas

Ejemplo 7.6 Encuéntrese una solucion particular de y" + 3y’ + 4y = 3z + 2.
Solucién. Como f (z) = 3z + 2, supondremos que
yp () = Az + B
Remmplazando las derivadas y; =Ay y;,’ = 0, en la ecuaciéon dada, tenemos:

0+3A+4(Az+B) = 3x+2
4Az + (3BA+4B) = 3z+2

para todo x. Estableciendo 44 = 3 y 3A + 4B = 2, obtenemos A = 3/4 y
B = —1/16. Por tanto,

Término f (z) es trigonométrica

A continuacién, considere un término f (x) de la forma
f(z) = acoskx + bsenkx

La derivada de f (x) tiene la misma forma general, por lo que buscaremos
soluciones de la forma

yp () = Acoskx + Bsenkx
donde A y B son coeficientes atin no determinados.
Ejemplo 7.7 Encuentre una solucién particular de 3y” + 1y — 2y = 2cosx

Solucion.

Una primer propuesta puede ser y, (z) = Acosz, pero la presencia de y en
el lado izquierdo senala que probablemente se necesita un término que involucre
también a senz. Por tanto, se intenta con

yp () = Acosx + Bsenx

Asi que la sustitucién de y, y sus derivadas dentro de la ecuacién diferencial
dada proporcionan

(=5A+ B)cosz + (—A — 5B) senxz = 2cos x
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Esto sera cierto para toda x siempre que los términos seno y coseno en ambos
lados de la ecuacién coincidan

—5A+B = 2
—-A-5B = 0

de donde, A = —5/13 y B = 1/13. Por tanto,

yp (x) = —% cosx + 1—3Bsenm.

es una solucién particular de la ecuacién dada.

Término f (r) es exponencial

Si f (x) = ae™, entonces el método se ilustra con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 7.8 Encuentre una solucion particular de y" — 4y = 2e3%.

Solucioén.
Cualquier derivada de e3* es un miltiplo constante de e3*, de tal manera
que es razonable intentar que

yp (z) = Ae®”
Remmplazando las derivadas y/y = 9Ae3® en la ecuacién dada, tenemos
5Ae3T = 2%

de dode, A = 2/5. Por tatnto, y, () = %SSI es una solucién particular de la
ecuacién.dada.

Casos excepcionales

El método de los coeficientes indeterminados parece sencillo. Sin embargo,
hay algunos casos excepcionales a tener en cuenta tal como veremos en el sigu-
iente ejemplo

Ejemplo 7.9 Encontre una solucion particular de ' — 4y = 2e>?.

Solucién.

Si buscamos una solucién de la forma indicada, y (r) = Ae?® | nos encon-
tramos con problemas. Para ver esto, sustituimos g y su derivada 3" en el lado
izquierdo de la ecuacién diferencial.
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Lo que obtenemos es

Y —dy =44e* — 4 (Ae%) =0.

Lo que implica que no hay eleccién posible de la constante A, que satisfaga 2e*.

El problema surge porque el término f (z), y por lo tanto la solucién prop-
uesta, es una solucion a la ecuacién homogénea asociada. Esta es la fuente de
la dificultad en todos los casos excepcionales.

Qué hacemos?. En este caso buscamos una solucién de la forma y(z) =
Axe®®. Multiplicamos la forma general habitual por z. Esta es la forma de
encontrar una solucién cuando la forma habitual no funciona. Si este método
no funciona, multiplique por x una vez mas y vuelva a intentarlo.

El método de los coeficientes indeterminados se puede utilizar siempre que
el término f (z) sea una combinacién lineal de expresiones de las formas que ya
hemos manejado. Esto es resultado de la linealidad de la ecuacién diferencial.

Ejemplo 7.10 Halle las solucion general de la ecuacion
y" — 3y’ + 2y =3¢~ — 10 cos 3z.

Solucién.
La solucién general de la ecuaciéon homogénea correspondiente es

yp = Cre® + Che?®.

Los términos involucrados en f(x) = 3e™* — 10cos3z y en sus derivadas
son e ¥ cos3dx y sendz. Debido a que ninguno de éstos se encuentra en y,
se intenta con

yp = Ae”* + Bcos 3z + Csen3zx.

Después de sustituir y, y sus derivadas respectivas, la solucién particular es

1 7 9
yp () = 56_:[ + T3 ¢os 3z + Bsen3x

Luego la solucién general es, y = yp, + yp. Es decir,

1 7 9
y(z) = Cre” + 2C2e32Z + ie_“” + 3 cos 3x + Eseniﬁx.
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Enfoque general

Ademads de los tres casos que hemos considerado hasta ahora, podriamos
tener términos f (x) que son productos de dos de estos, o de los tres. La situacién
mds general serfa un término f (z) de la forma

f(z) =¢e"P, () cos(wx)+ e“Qm (z) sen (wx) (7.17)

donde P, (z) y Qm (z) son polinomiales de grado n y m. Nuevamente f’(x)
tiene la misma forma, por lo que podemos usar coeficientes indeterminados. En
este caso, se busca soluciones de la forma

yp () = 2° [(Ao + Ajx + Agz® 4+ Akxk) e cos(wx)  (7.18)

+ (Bo +Biz+ Box? + - + Bka:k> e sen (wx)]

donde k = méx (m,n) y s es el entero no negativo mas pequeno tal que no existe
un término en y, que duplique a un término en la solucién general de la ecuacién
homogénea correspondiente. Posteriormente se determinan los coeficientes en
(7.18) por sustitucién de y, en la ecuacién no homogénea.

En la practica, rara vez es necesario tratar con una funcién f (x) que presente
la forma general completa en (7.17). En la Tabla se muestra la forma de y, en
varios casos comunes, correspondientes a las posibilidades en que £ =0, r =0
yw=0.

f(z) Yp

Py =bo+biz + - + bra” z® (Ao + Az + - + Aga)
acos (wx) + b sen (wz) x® (Acos (wz) + B sen (wx))
e (acos (wzx) + b sen (wzx)) x%e™ (Acos (wx) + B sen (wz))

Pk (1‘) e’ z° (A() + All‘ + -+ Akxk) e’
Py, (z) (acos (wx) + b sen (wx)) z* [(Ao + Az + - 4 Apa®) cos (wz)
+ (Bo + Biz + Boz? + - - - + Bya®) sen (wz)]

Ejemplo 7.11 Determine la forma apropiada para la solucién particular de la
ecuacion
Y + 6y + 13y = e 3 cos (2z) .
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Solucioén.
La ecuacién caracteristica A2 + 6\ 4+ 13 = 0 tiene raices A = —3 £ 2i. Asi, la
solucion general de la ecuacion homogénea correspondiente es

yp () = 737 (Cy cos (2z) + Cysen (2x))
Como un primer paso hacia la solucién particular es
e 3% (Acos (2z) + Bsen (2z))

pero, para eliminar la duplicacién debe multiplicarse por x°, con s = 1. De este
modo, debe proponerse

yp = e 3" (Ax cos (2z) + Brsen (2z)).

Ejemplo 7.12 Encuentre la forma apropiada para la solucion particular de la
ecuacion
y" — 2y + 2y = 5xe” cosx.

Soluciodn.
La ecuacién caracteristica \> — 2\ + 2 = 0 tiene raices A\ = 1 +4. Asi, la
solucién general de la ecuacion homogénea correspondiente es

yn () = €* (Cy cosx + Casenx)
Como un primer paso hacia la soluciéon particular
[(Ap + Ajz) e” cosz + (Bo + Bix) e"senx]

pero, para eliminar la duplicacién debe multiplicarse por x. De este modo, debe
proponerse

yp = x [(Ag + A1) €” cosz + (B + Bix) e”senx].

El siguiente teorema describe el principio de superposicion.

Teorema 7.12 (Principio de superposicién) Supongamos que Yp, €5 una
solucion de la ecuacion lineal

y' +py +ay=f(x)
Y que yp, es una solucion de
y' +py +ay=g(z)

Entonces para cualquier constante k1 y ko la funcion y (z) = kiyp, + kayp, es
una solucion de

' +py +aqy=f(x)+g(x).
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Ejemplo 7.13 Halle la solucion particular de
' —y =2y = —3e7%. (7.19)

Solucion.

Nétese que f (z) = f1 (z)+ f2 (x), donde fi (v) = e 2 y fo = —3e®. Supong-
amos que descomponemos la ecuacion y resolvemos las ecuaciones por separado
para cada parte del término f (x). Esto significa que encontramos funciones y;
v yo tales que

Yyl —yi—2p = e y (7.20)

Yy — yh — 212 —3e7 %,

Como las ecuaciones son lineales, el teorema 12 dice que y; +y2 serd una solucién
de (7.19).

Queda por resolver las dos ecuaciones en (7.20). El primero se resuelve us-
ando el método descrito anteriormente, essto es y; (z) = e~2%/4. En la segunda
ecuacién tenemos un caso excepcional, por lo que ys (x) = Aze . Remm-
plazando las derivadas respectivas en la segunda ecuacién se obtiene A = 1y
asi y2 () = ze™™. Por lo tanto, la solucién particular de (7.19).es

1 — 22X —T
yp(w):yl(x)—kyz(ac)zze 2 4 e ?,

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-10, halle una solucién particular y, de la ecuacién difer-
encial dada.

1. y" + 2y + 2y = 2 + cos (27)
2.y —y =x—€"

3. y" + 25y = 2+ 3x + cos (5x)

4. y"+2y +y=3—¢e"

5. y" + 4y’ + 3y = cos 2x + 3sen (2x)
6. v + 2y + 2y = 3cosx — senx

7.y +4y +4y = e % + sen (27)
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8. vy —3y +2y=1xe 3

NeJ

) y// + 2y/ +y= m26—235
10. ¢ + 3y + 2y = 2%

En los ejercicios 11 y 12, halle una solucién del problema de valor inicial
11. y" 4+ 9y =27, y(0)=4,4(0)=6

12. "+ —12y=e' +e? —1, y(0)=1,¢'(0)=3

En los ejercicios 13-18, determine la forma de una solucién particular para
la ecuacién diferencial. No resuelva.

13. 3y’ +y = senz + xcosx + 10*

14. y" —y = e 4 te? + 2e2

15. 2" — 2’ — 2z = el cost — t? cos® t

16. y” + 5y’ + 6y = sent — cos (2t)

17. y" — 4y’ + 5y = e’ + tsen (3t) — cos (3t)

18. ¢ — 4y + 4y = 2 — 2

7.4.2. Meétodo de Variacién de parametros

En esta seccidn presentamos una técnica llamada variacion de paramet-
ros!. Esta técnica se utiliza para encontrar una solucién particular de ecuaciones
de orden superior mas generales, siempre que conozcamos un conjunto funda-
mental de soluciones para la ecuacién homogénea asociada.

Estamos ineresados en resolver la ecuaciéon no homogénea

' +p@)y +q@)y=f(z). (7.21)

Asumiremos que hemos calculado un conjunto fundamental de soluciones y; y
1o para la ecuaciéon homogénea asociada

Y +p(@)y +q(x)y=0.

'El método de variacién de pardmetros fue inventado por Joseph Lagrange en 1774
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Entonces la solucién general asociada es
y = Ciy1 + Cayp,

donde C y C5 son constantes arbitrarias.

La idea detrés de la variaciéon de parametros es reemplazar las constantes Cy
y C3 por funciones desconocidas u; () y ug () y buscar una solucién particular
a la ecuacién no homogénea (7.21) de la forma

Yp = U1Y1 + U2y2. (7.22)

Calculando las derivadas de y, ,

Yy, = w1y +yiuy + ugyh + yaus,

/"

Yp = wyy +yiuy +yru] +uiyy +uayy +ugys + yaus + uhys
sustituimos y,, y; y yg en (7.21). Luego, agrupando los términos correspondi-
entes, tenemos
! / _ /" / 1 /
y' +p@)y +a@)y = w [yl +p @)y +a(@)y] +us[yh +p @)y +q (@) o]
Fyru] +ulyy + youy +uhys +p [y1u] + yaus] + yiu + yhuy
d
= o [y +yewn] +p [y + yaun] + yiud + yhuy = f ()
Dado que buscamos determinar dos funciones desconocidas, u; y ue, es de
esperar que necesitemos dos ecuaciones. Las podemos obtener si establecemos

la hipétesis adicional de que las funciones uy y ug satisfacen yju) + yauh = 0; y
por consiguiente yju) + yhu, = f (z) . Es decir, tenemos que resolver el sistema

{ yiu) + youh =0
yiuy + ypus = f(2)

Aplicamos la regla de Cramer, obtenemos

=
5

en donde,
yr Y2 / / 0 Y2
W — — — , W = = — xr 7724
‘ yll yé Y1Ys — Y192 1 ‘ f(:c) yé ny( )( )
y1 0O
W = = xZ).
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Se ve que el determinante W es el wronskiano de y; y y2. Sabemos que estos son
linealmente independienetes y por tanto W (x) # 0 para toda x en el intervalo.
Las funciones u; y ue se determinan integrando, es decir,

up (z) = %dw, ug (x) = %dm

Cuando sustituimos en (7.22) obtenemos la solucién particular que se queria.
Ejemplo 7.14 FEncuentre la solucion general de la ecuacion
' +y=tanz, z¢€(-7w/2,7/2).

Solucioén.
Es inmediato ver que la solucién general de la ecuacién homogénea asociada,
es
yp = Cqcosz + Cysenz.

Reemplazando y; = cosz, y2 = senz y f(x) = tanz en las relaciones (7.24),
tenemos
W(z)=1, W;=—sinztanz, Wy =cosztanz.

Luego,

—q t
uy () = /Slmfmdx:senx—lnsecx—l—tanﬂ,

cosxtanx

ug (x) = /1dx:—cosx.

Asi, una solucién particular es

yp (r) = —coszln|secx + tanx|

= —coszln(secz + tanx)

La solucién general de la ecuacion es

y(@) = yn(@)+yp(z)
= Cjcosz + Cosenx — cosxln (secx + tanx) .

Ejemplo 7.15 Halle una solucion particular, sobre el intervalo (—m/2,7/2),
para la ecuacion
y' +y = tanz 4 22 — 3.
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Solucion.

Con f(x) = tanz + 2% — 3z, el procedimiento de variacién de pardmet-
ros nos conducird a una solucién. Pero en este caso es mas simple considerar
separadamente las ecuaciones

y'+y = tanz,
y//+y — x2—3x

y luego usar el principio de superposicién (Teorema 12). En efecto, en el ejemplo
anterior encontramos que

Yp, (x) = —coszIn(secx + tanx)

es una solucién particular de la primera ecuacién. Para la segunda ecuacion
puede aplicarse el método de los coeficientes indeterminados. Al buscar una
solucién particular de la forma y,, (z) = Az? + Bx + C se obtiene

Ypy = 2% — 37 — 2.
Finalmente, al aplicar el principio de superposicién encontramos

Yp (@) = Yp, (2) + yps (%)
= —coszln(secx +tanx) + 22 — 3z — 2

como una solucién particular para la ecuacién dada.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-12, aplique el método de variacién de pardmetros para en-
contrar una solucién particular de la ecuacién diferencial dada. Ademaés, indique
el intervalo en que la solucién general esté definida.

1.y +y=seczx

2. y" + 4y = tan (2z)
3.y =2 +y=a"te®
4. y" 4 9y = sec? (3x)

5. 9" + 4y = csc? (2x)
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9z
i _
X
7.y =2y =—
v =2ty =
8. y' —2y +y=e"arctanx
9. vV +2y +y=e*Inzx

10. 4y — 4y +y = e*/2y/1 — 22

11. ' +y =tant + €3 — 1

12. ¢ +y =3sect —t? +1

13. Siy; =2 2 cosx y yo = 2~/ 2senx forman un conjunto fundamental de
soluciones de 2y +zy'+ (22 — ) y = 0 en (0, 00) , determine la solucién
general de

1
ny// +xy/ + <x2 _ 4> y = .T3/2.

14. Si y; = cos(Inx) y y2 = sen (Inx) son soluciones conocidas, linealmente
independientes de x%y” + zy’ +y = 0 en (0,00), determine la solucién
general de

2%y + zy’ +y =sec(Inz).
15. Use el método de variacién de parametros para demostrar que

t
y (t) = C1cost + Casent + / f(s)sen(t—s)ds
0
es una solucién general de la ecuacién diferencial

y' +y=[(t),

donde f (t) es una funcién continua sobre (—oo, c0) .
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7.4.3. Ecuacion de Cauchy-Euler

Toda ecuacion diferencial de la forma

az?y” + by +cy =0 (7.25)

donde z € (0,00) y los coeficienes a, b y ¢ son constantes tiene por nombre
Ecuacién de Cauchy-Euler.
Método de solucion.

Intentaremos una solucion de la forma y = ™, donde m esta por determinar.
Reemplazando y, ¥’ y y”en la ecuacién dada, se tiene

az®y" + bay' + cy = [am (m — 1) + bmx + ] 2™

Asi, y = 2™ es una solucién de la ecuacién diferencial (7.25) siempre que m sea
una solucion de la ecuacién auxiliar

am?® +(b—a)m+c=0. (7.26)
Sobre las raices de esta ecuacion cuadratica hay tres casos distintos a considerar.

Caso 1. raices reales y distintas.

Sean mj y mg raices reales de (7.26), tales que my # mo. Entonces y; =
"™ y y = ™2 forman un conjuntoo fundamental de soluciones. Por tanto, la
solucion general de (7.25) es

y(x) = c1a™ 4 cox™2.

Caso 2. raices reales repetidas.
Si las raices de (7.26) son repetidas, m; = mg, entonces la solucién general
es
y(z) =crz™ + coz™ Inx.

Caso 3. raices complejas conjugadas.
Sim; =a+1i8,y me =a— i, donde a y § son reales, entonces

y(z) = 12T 4 ey,

Cuando las raices son complejas conviene formular la solucion en términos
de funciones reales. Por férmula de Euler, escribimos

. i3 .
P = (ehmc>Z =P — cos (BInz) + isen (SInz)

. —if .
™ = (elr””) = e PIT — o5 (BInz) —isen (Blnz)
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Sumando y restando estas dos ecuaciones se deduce que la solucién general de
la ecuacién diferencial (7.25) es

y(z) = 2%[c1 cos (BInz) + cosen (BInx)].
Ejemplo 7.16 Resuelva 3z%y" + 11xy’ —3y =0, z > 0.

Solucion.
Insertando y = x™ se obtiene, de acuerdo a (7.26),

3m?4+8m—3=0,

cuyas raices m; = 1/3 y mg = —3 producen dos soluciones independientes

1/3 3

y1(z) =2 , Y2(xr)=x"" paraz>0.

Luego, la solucién general es

1/3 3

y(z) =crx™’’ + can™°,
Ejemplo 7.17 Resuelva 2%y" + 5xy’ +4y =0, x> 0.

Solucion.
Sustituyendo y = 2™ se obtiene, de acuerdo a (7.26),

m?+4m+4= 0,
cuya raiz m = —2 de multiplicidad dos producen la solucién general
y(r) = 1272 + cax % Inz.
Ejemplo 7.18 Resuelva 2%y" —xy' +2y =0, x> 0.

Solucion.
Sustituyendo y = 2™ se obtiene, de acuerdo a (7.26),

m?—2m+2=0,
cuyas raices m; = 1+14, y mg = 1 — ¢ producen la solucién general

y(z) =z [cicos(Inz) + casen (Inz)].

El siguiente ejemplo ilustra el caso no homogéneo.
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Ejemplo 7.19 (Método de Variacién de pardmetros) Resuelva la ecuacion
22y — 3zy + 3y = 22%e®, x> 0.

Solucion.
Primero resolvemos la ecuacién homogénea asociada. Insertando y = z™ se
obtiene, de acuerdo a (7.26),

m?—4m+3 = 0
m(m—-1)—3m+3 = 0 osea (r—1)(r—3)=0
cuyas raices m; = 1 y me = 3 produce la solucién general

Yp = C1T + 629:3.

Antes de emplear variacién de parametros para encontrar vy, = uiyi + u2y2,
escribimos la ecuacién diferencial dada en la forma estandar

1

3, 3
y' — Sy + Sy = 227",
xr X

e identificamos f (r) = 2x%e”. Entonces con y; = x y ¥ = x° obtenemos
facilmente
W =223, W, =—-22%" W,y =2z>".

Lo que implica que

W W-
Uy = Wld:c = /—xQexdw = —22e® 4 226" — 26", uy = /W?dx =e”

Por tanto, y, = uiy1 + u2y2 es
yp = (—xQe’” +2ze” — 2¢%) x + "2’

Asi, la solucién de la ecuacién diferencial dada es

y(@) = yntup
= o+ o’ + 222" — 2xe”.
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Reduccién a coeficientes constantes

Cualquier ecuacién de Cauchy-Euler siempre se puede escribir como una
ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes haciendo x = e!. La idea
consiste en resolver la nueva ecuacién diferencial en términos de la variable ¢
usando los métodos de las secciones anteriores, y al final restituir ¢ = In x.

Ejemplo 7.20 Resuelva x%y" — 2xy’ + 2y = In .

Solucioén.
Sustituyendo 2 = e! o t = Inz, se tiene por regla de la cadena

dy _dydt _1dy
de  dtdr xdt

Por regla del producto y regla de la cadena, se tiene

@y _ 1d (dy) 1dy
de? xdx \ dt x2 dt
_L(d(dy)dey  1dy
oz \dt \ dt ) dx x? dt
_ L&yl ldy 1 (dy dy
x \ dt? x x2dt 22 \dt2  dt )’
Reemplazando en la ecuacion diferencial dada y simplificando se obtiene
d’y ,dy
— —3—=+2y=t.
AT

Notemos que esta ecuacién tiene coeficentes constantes, y su ecuacién auxiliar
asociada a la parte homogénea es (m — 2) (m — 1) = 0. Por lo que

yn (z) = cret + cae®.
Ahora, por el método de los coeficientes indeterminados se prueba una solucién
particular de la forma y, = At + B. Esto conduce a 2B — 34 + 2At = t, de
donde A =1/2y B = 3/4. Por tanto,

y() = yn+yp
= C€t+02€2t+lt+§
! 2 Ty

Por 1ltimo, al reemplazar z = e! y t = Inx la solucién general de la ecuacién
diferencial original sobre el intervalo (0, c0) es
3

1
y (x) :clx+02x2+§lnx+1.
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Resuelva las siguientes ecuaciones:

1. 2%y — 22y — 4y =0
2. 422y" +8zxy' +y =0
3. 3 /N—i—l‘y —y—O
4. xy(4) + 6y/// -0

Resuelva el problema de valores iniciales
5. 2% +3zy' +3y=0, y(1)=1 ¢ (1)=-5.
6. 22y" —5xy +8y =0, y(2)=32 ¥ (2)=0

Resuelva la ecuacién diferencial dada por variacién de parametros
7. 2y — 4y = a2t
8. %y +xy +y =22
9. 22y +xy —y=Inx
10. z2y" — 2zy/ + 2y = 2%e®

1

1. 2%y +ay —y =
-y =

Use la sustitucién x = e’ para resolver las siguientes ecuaciones
12. 22y” + 10xy’ + 8y = 32
13. 2%y" — 32y + 13y =2+ 5z
14. 22y" + 9zy/ — 20y = 4273

15. 22y"” — dxy/ + 6y = In 2>
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7.5. Ecuaciones no lineales

Algunas ecuaciones dierenciales no lineales de segundo orden F (z,y',y"”) = 0
donde falta la variable dependiente y, y F (y,v’,y”) = 0 donde falta la variable
independiente x, a veces se resuelven usando métodos de primer orden mediante
la sustitucién v = y/.

Ejemplo 7.21 Resuelva vy’ = 8x (y’)2.

Solucioén.
, .. du " .
Sea u = y'. Entonces al sustituir — = y” en la ecuacién dada, resulta una

ecuacion de primer orden con variables separables, esto es,

Ir = 8zu’.

Luego, al separar las variables e integrar obtenemos

/u_Qdu = 8/mdm

1
—= = 42?4+
u
Como u~! = 1/y/, escribimos
—
4a? + 3’
Al integrar se obtiene
1
= — | ———dx
Y / 422 + 2
1 (Qm)
= ———arctan| — | + co.
261 C1

Ejemplo 7.22 Resuelva yy" = (/).

Solucioén.
En este caso como falta la variable independiente x, haciendo u = 3/ y de la

regla de la cadena
y _du dudy = du

Tdv  dyds  dy



7.5. Ecuaciones no lineales 258

Udﬁ —u2
vlvg, ) =

Al separar las variables e integrar se obtiene

/1du = dy
u Y

Inful = TInfy|+e,

tenemos

0 sea u = coy. Luego, restituyendo escribimos
Yy = cay.
De donde al separar las variables e integrar obtenemos

In |y| = cax + c3.

EJERCICIOS PROPUESTOS

En los ejercicios 1-8, resuelva la ecuacién diferencial usando la sustitucion
u=1'.

Ly +@) +1=0
2. 2%y + () = 0
3. (y+ 1)y =)
4oy + )P +1=0

5.y +2y(y)* =0

2

6. y2y// _ y/
7. y// _|_4y/ — 672:10

8. yy/l + (yQ _ y/) y/ — O

En los ejercicios 9-10, resuelva el problema de valor inicial dada.
9. 2yy" =1,y(0)=2,4'(0) =1

10. v +2 () =0,y(1) =4,y (1) =2.
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7.6. Algunas aplicaciones de EDO de segundo orden

7.6.1. Cuerpos en caida libre

L

o // !
’ 1
T ':
pigdra T
Yo
}!
LI | _
piso
Figura 7.1:

Supongamos que se arroja una piedra hacia arriba, desde la azotea de un
edificio. ;Cudl es su posicién en el momento ¢ 7 Como se ve en la figura 1.12,
consideremos que su posicién respecto al suelo es y(t). Su derivada v = ¢/ (¢) es
la velocidad, y su segunda derivada a = v' = y” es la aceleracién. Si suponemos
que la direccién hacia arriba es positiva, que la masa de la piedra es m y que
no hay otra fuerza, ademas de la gravedad (g), actuando sobre la piedra, la
segunda ley de Newton establece que

2 2
m% =—mg o % = —g, (7.27)
donde g es la aceleracién de la gravedad y mg es el peso de la piedra. Si la altura
del edificio es yy v la velocidad inicial de la piedra es vy, y queda determinada
mediante el problema de valor inicial

d2y ’
=9 v =y, y(0)=u; (7.28)
cuya solucién es
1
y (1) = yo+vot + 5 (=9) t2. (7.29)
Por otro lado, desde que la aceleracién es constante, se tiene
v =g+ at (7.30)
0 equivalentemente
P — (7.31)

t
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Al sustituir (7.31) en (7.29) se obtiene
v? =3 +2a(y —yo) - (7.32)

Ejemplo 7.23 Imagine que usted lanza una pelota verticalmente hacia arriba
desde la azotea de un edificio. La pelota sale de la mano, en un punto a la altura
del barandal de la azotea, con rapidez ascendente de 15.0 m/s, quedando luego
en caida libre. Al bajar, la pelota libra apenas el barandal. En este lugar, g = 9.8
m/s?. Obtenga

a) la posicion y velocidad de la pelota 1.00 s y 4.00 s después de soltarla;

b) la velocidad cuando la pelota estd 5.00 m sobre el barandal;

¢) la altura mdzima alcanzada y el instante en que se alcanza; y

d) la aceleracion de la pelota en su altura mdaxima.

Solucién.

Sea el origen el barandal, donde la pelota sale de la mano, y sea la direccién
positiva hacia arriba. La posicion inicial yp = 0, la velocidad inicial vg = 15
m/s y la aceleracién es a = —g = —9.80 m/s>.

a) La posicién y y la velocidad v, en cualquier instante ¢ una vez que se
suelta la pelota estdn dadas por las ecuaciones (7.29) y (7.30), es decir,

1, 1 )
y = yo+v0t+§at :yo+vot+§(—g)t
1
= 0+ (15.0 m/s) + 5 (—9.80 m/s?) 2.
v = wotat=vy+ (—g)t
= 15.0 m/s + (—9.80 m/s)t.
Cuando t = 1.00 s, estas ecuaciones dan

y=+10.1m v=+45.2m/s

La pelota esta 10. 1 m sobre el origen ( y es positiva) y se mueve hacia arriba
( v es positiva) con rapidez de 5.2 m/s, menor que la rapidez inicial porque la
pelota frena mientras asciende.

Cuando t = 4.00 s, las ecuaciones para y y v en funcién del tiempo ¢ dan

y(t)=—-18.4m v=—-24.2m/s

La pelota pasé su punto més alto y estd 18.4 m debajo del origen ( y es
negativa); tiene velocidad hacia abajo (v es negativa) de magnitud 24.2 m/s.
Conforme sube, la pelota pierde rapidez, luego la gana al descender; se mueve
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a la rapidez inicial de 15.0 m/s cuando pasa hacia abajo por su punto de
lanzamiento (el origen) y contintia ganando rapidez conforme desciende por
debajo de este punto.

b) La velocidad v en cualquier posicién y estd dada por la ecuacion (7.32)

v = vi+2(—9)(y—0)
= (15.0 m/s*) +2(—9.80 m/s%) y

Con la pelota a 5.00 m sobre el origen, y = +5.00 m, asi que

v = i +2(=9)(y—0)
= (15.0 m/s*) +2(—9.80 m/s%) (5.00 m)
v = +£11.3m/s.

Obtenemos dos valores de v, pues la pelota pasa dos veces por el punto y = 5,00
m, una subiendo con v positiva y otra bajando con v negativa.

c) En el instante en que la pelota llega al punto mas alto, estd momenténea-
mente en reposo y v = 0. La altura maxima y; puede obtenerse de (7.32) al
sustituir v =0, yo =0y a = —g

0 = v§+2(—g)(y1—0)
v3 15. 2
Yoy _ _16.0m/s” Lo

YT 90 T 2(9.80 m/s?)

d) De hecho, en el punto mas alto la aceleracién sigue siendo a = —g = —9. 80
m/s?, la misma que cuando estd subiendo y cuando estd bajando. Por ello, la
velocidad de la pelota estd cambiando continuamente, de valores positivos a
valores negativos, pasando por cero.
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7.6.2. Cuerpos en caida y resistencia del aire

Ky
difeccion | Tesistencia
posiliva /':jlc | nire
gravedad
Ll
mg
Figura 7.2:

Supongamos ahora, que un cuerpo de masa m que cae se encuentra con una
resistencia del aire que es proporcional a su velocidad instantdnea, v. En este
caso, si consideramos que la direccién positiva es hacia abajo, la fuerza neta
que actda sobre la masa es F' = F} + F> = mg — kv, donde el peso Fi; = mg,
del cuerpo es una fuerza que actiia en direccidon positiva y la resistencia del
aire Fo = —kv es una fuerza, que se llama de amortiguamiento viscoso, que
actia en direccidn contraria o hacia arriba. Puesto que v se relaciona con la
aceleracion a mediante a = dv/dt, la segunda ley de Newton se enuncia como
F = ma = mdv/dt. Al igualar la fuerza neta con esta forma de la segunda
ley, obtenemos una ecuacién diferencial de la velocidad del cuerpo en cualquier
momento:

dv dv k
— = —k — =g— — 7.33
mop =mg—kv, o —=g-_—v ( )
donde k es una constante de proporcionalidad positiva.

Note que la ecuacion (7.33) es separable. Al separar las variables e integrar

se obtiene

v(t) = % — cemt. (7.34)
Si consideramos la condicién inicial v (0) = vg, entonces ¢ = % — . Por tanto,
v (t) = (vo - %) e~ mt 4 % (7.35)

Si y (t) es la distancia que el cuerpo ha caido en el tiempo ¢ desde su punto
inicial o de liberacién, entonces v = dy/dt y a = dv/dt = d*y/dt*. Entonces en
términos de y, la cuacién (7.33) es una ecuacién diferencial de segundo orden

d? d
v _

4y - ma. 7.36
Mz T =™ (7.36)
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Si consideramos las condiciones iniciales y (0) = yo, ¥’ (0) = vg, entonces la
solucién del problema de valor inicial es la funcién de desplazamiento

=w e (G ) ()
t) = —t+ — == - mt — 1 7.37
y() =yo+—t+ (57 —w) (e (7.37)
Ejemplo 7.24 Supdngase que dejas caer un ladrillo desde lo alto de un edificio
de 250 m de altura. El ladrillo tiene una masa de 2 kg y la fuerza de resistencia
estd dada por Fy = —4v. ;Cudnto tardard el ladrillo en llegar al suelo? ;Cudl
serd su velocidad en ese momento?.

Solucioén.
Reemplazando los datos yg = 250 , vg = 0, m =2, g = 9.8y kK =4 1la
ecuacién (7.37) se convierte en

1
y(t) =49 (26_2t + t) 4 247.55

Queremos encontrar ¢ tal que y () = 0. Esta ecuacién no se puede resolver usan-
do algebra, pero una calculadora manual o una computadora pueden encontrar
una solucién aproximada muy precisa. De esta forma obtenemos ¢t = 51.5204
segundos.

Durante un tiempo asi de grande, el término exponencial en (7.35) es des-
preciable, por lo que el ladrillo ha alcanzado su velocidad terminal de viepm, =
4.9 m/s.

7.6.3. Sistemas de resorte y masa
Movimiento libre no amortiguado

Suponga que un resorte se suspende verticalmente de un soporte rigido y
luego se le fija una masa m a su extremo libre.( Véase figura 7.3)

Por la ley de Hooke, el resorte mismo ejerce una fuerza restauradora F
opuesta a la direccion de elongacién y proporcional a la cantidad de elongacién
s y es expresada en forma simple como

F=—ks, k>0

donde k > 0 es una constante de proporcionalidad llamada constante de resorte.

Después de que se une una masa m a un resorte, ésta alarga el resorte una
cantidad s y logra una posicién de equilibrio en la cual su peso W se equilibra
mediante la fuerza restauradora ks. Notese que W = mg, donde la masa se mide
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soporte rigido
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Figura 7.3:

en kilogramos o gramos y g es la aceleracién debida a la gravedad ( 9,8 m/s?,
0 980 cm/s?).

Para construir un modelo matemético que describa el caso dindmico, em-
pleamos la segunda ley del movimiento de newton: la fuerza neta o resultante
de un cuerpo en movimiento de masa m, Y F; = ma, donde a = d?z/dt? es su
aceleracién. Entonces,

mdiﬂ:——k(x—i-s)—i-m =—k 7.38
e 9= (7.38)
0 equivalentemente

d*z 9

2 +wz =0, (7.39)
donde w? = k/m. Se dice que la ecuacién (7.39) describe el movimiento

armonico simple o movimiento libre no amortiguado.
La solucién general de (7.39) se obtiene inmediatamente, esto es
z (t) = C coswt 4+ Casen wt (7.40)
o equivalentemente z (t) se escribe en una forma mas simple como
x (t) = Acos (wt + ¢) (7.41)
donde A = \/m y ¢ es al angulo de fase definido por

_ Gy
seng = =L O
cos = & = tan¢ = o (7.42)
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El preriodo del movimiento descrito por (7.40) es T'= 27 /w y la frecuen-
cia de movimiento es f = 1/T.

Dos condiciones iniciales obvias relacionadas con (7.39) son x (0) = xgp y
2’ (0) = 1, el desplazamiento inicial y la velocidad inicial de la masa, respecti-
vamente.

Sizg > 0y z1 < 0, la masa parte de un punto abajo de la posicién de
equilibrio con una velocidad impartida hacia arriba.

Sixzg < 0y 21 = 0, la masa se libera desde el reposo de un punto |xg]
unidades arriba de la posicién de equilibrio.

Ejemplo 7.25 Una masa que pesa 9.8 N alarga 0.2 m un resorte. En t =
0 se libera la masa desde un punto que estd 0.25 m abajo de la posicion de
equilibrio con una velocidad ascendente de 0.4 m/s. Determine la ecuacion de
movimiento.

Solucion.

De W = mg tenemos que m = 1.0 kg. También, de la ley de Hooke, 9.8 =
k (0.2) implica que la constante de resorte es k = 49N /m. Por lo que, la ecuacién
de valor inicial es:

d2
T L a9r = 0

dt?
z(0) = 0.25m, 2'(0)=-0.4m/s.
Con w? =49, 0seaw =7, rad/s la solucién general es
x (t) = Cy cos Tt + CasenTt.

Al aplicar las condiciones iniciales a x (t) y ' (t) se obtiene C; = 0.25 m y
C5 = 0.057 m. Por tanto, la ecuacién de movimiento es

x (t) =0.25cos 7t — 0.057sen7t

Ejemplo 7.26 Un cuerpo con masa 1/2 kg estd unido al extremo de un resorte
estirado 2 m debido a una fuerza de 100 N y es puesto en movimiento a partir
de la posicion inicial xg = 1 m y velocidad inicial vo = —5 m/s . Encuéntrese la
ecuacion de movimiento del cuerpo, asi como su amplitud, frecuencia, periodo
de oscilacion y dngulo de fase.

Solucion.
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Tenemos m = 1/2 kg y también de la ley de Hooke, k = 12 = 50 N/m.
Entonces la ecuacién de valor inicial es:

d2
YT 1002 = 0

dt?
z(0) = 1m 2/(0)=-5m/s
Con w? = 100, o sea w = 10 rad/s la solucién general es
x (t) = C1 cos 10t + Casenl0t.

Al aplicar las condiciones iniciales a x (t) y a’ (t) se obtiene C; = 1 m y
Cy = —1/2 m. Asl, la ecuacién de movimiento es

1
x (t) = cos 10t — 556111015

0 equivalentemente

z(t) = \égsen (10t + ¢) .

donde el dngulo de fase es ¢ = 7 + arctan (—2) = 2.0344 rad debido a que
seng >0y cos¢ < 0.

La amplitud de movimiento es A = %\/5 m.

El periodo de oscilacién es

2T 2T
T=—=—=0.62 .
» 10 0.6283 s
La frecuencia es
1 1
fero @ 0 5015w

T 2w 2w
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EJERCICIOS PROPUESTOS

. Se deja caer un ladrillo (rapidez inicial cero) desde la azotea de un edi-

ficio. El tabique choca contra el suelo en 2.50 s. Se puede despreciar la
resistencia del aire, asi que el ladrillo estd en caida libre. a) ;Qué altura
(en m) tiene el edificio? b) ;Qué magnitud tiene la velocidad del ladrillo
justo antes de llegar al suelo?

. Un estudiante lanza un globo lleno con agua, verticalmente hacia abajo

desde la azotea de un edificio. El globo sale de su mano con una rapidez
de 6.00 m/s. Puede despreciarse la resistencia del aire, asi que el globo
estd en caida libre una vez soltado. a) ;Qué rapidez tiene después de caer
durante 2.00 s? b) ;Qué distancia cae en este lapso? ¢) ;Qué magnitud
tiene su velocidad después de caer 10.0 m?

Se lanza un huevo casi verticalmente hacia arriba desde un punto cerca
de la cornisa de un edificio alto; al bajar, apenas libra la cornisa y pasa
por un punto 50.0 m bajo su punto de partida 5.00 s después de salir
de la mano que lo lanzé. Puede despreciarse la resistencia del aire. a)
. Qué rapidez inicial tiene el huevo? b) ;Qué altura alcanza sobre el punto
de lanzamiento? c) ;Qué magnitud tiene su velocidad en el punto mas
alto? d) {Qué magnitud y direccién tiene su aceleracién en el punto més
alto?

Un objeto que tiene una masa de 70 kg cae desde el reposo bajo la influen-
cia de la gravedad. La velocidad terminal del objeto es 20 m/s. Suponga
que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad.

(a) Encuentre la velocidad y la distancia recorrida al cabo de 2 segundos.

(b) {Cudnto tiempo le toma al objeto alcanzar el 80 % de su velocidad
terminal?

Una masa de 20 kilogramos se une a un resorte. Si la frecuencia del
movimiento arménico simple es 2/7 ciclos/s, jcudl es la constante de re-
sorte k? ;Cuadl es la frecuencia del movimiento arménico simple si la masa
original se remplaza con una masa de 80 kilogramos?

Una masa que pesa 20 N alarga 6 m un resorte. La masa se libera al inicio
desde el reposo en un punto 6 m abajo de la posiciéon de equilibrio

a) Encuentre la posicién de la masa en los tiempos t = /12, /8, 7/6, 7 /4,
y 97/32 s.
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b) ;Cual es la velocidad de la masa cuando t = 37/16 s7 {En qué direccién
se dirige la masa en este instante.

7. Una fuerza de 400 newtons alarga 2 metros un resorte. Una masa de 50
kilogramos se une al extremo del resorte y se libera inicialmente desde la
posicién de equilibrio con una velocidad ascendente de 10 m/s. Encuentre
la ecuacién de movimiento.

8. Una masa que pesa 32 N alarga 2 m un resorte. Determine la amplitud
y el periodo de movimiento si la masa se libera inicialmente desde un
punto situado 1 m arriba de la posicién de equilibrio con una velocidad
ascendente de 2 m/s. ;Cudntos ciclos enteros habrd completado la masa
al final de 47 segundos?
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